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Voirede  sur  «bitten  Auflage« 


S-i.  d«.  a«hein».  d»  id. 

von  so  vielen  Seiten  her  mit  bricfliclicu  Bemer- 
kungen über  das"  vorliegende  Werkchen  erfreut 
worden,  dasB  es  mir  nicht  möglich  war,  jedem 
Einzdnen  zu  anttrorten;  ich  spreche  daher  an  die- 
ser Stelle  im  Allgemeinen  meinen  Dank  für  alle 
jene  Zuschriften  aus.  Soweit  es  ohne  grössere 
Umgestaltung  möglich  war,  habe  ich  die  erwähn- 
ten Notizen  benütsst,  namentlich  da ,  wo  es  sieh 
um  genauere  Ausdi  ucks weise  oder  bessere  Anord- 
nung handelte;  zur  Mitgabe  von  Uebungsaufgaben, 
Excursen  u.  dergl.  konnte  ich  mich  dagegen  nicht 
entschliessen,  weil  hierdurch  das  Buch  seinen 
Charakter,  das  Nothwendige  und  dieses  aus- 
führlich zu  geben,  verloren  haben  würde.  -  Zufolge 
dieses  Princips  ist  auch  die  trigonometrische  Auf- 
lösung der  cubischen  öleichungen,  als  nicht  noth- 
wendig  zur  Trigonometrie  gehörig,  weggelassen 
und  dafür  die  directe  Berechnung  der  trigonome- 
trischen Functionen  (d*  h.  die  Eutwickelung  der 
Reihen  &r  smp  und  eosv)  im  Anhange  zur  Tri- 
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gonoraetrie  gezeigt  worden.  Dies  kalte  ich  nicht 
gerade  für  ^inen  überflüssigen  Luxus ,  denn  einer- 
seits liegt  darin  die  tiefere  Auffassung  eines  un- 
zweifelhaft in  die  Geometrie  gehörenden  Problem 
mes,  andererseits  braucht  man  die  Anfänge  jener 
Reihen  bei  d^  späierän-  Untersuehnngen  üb^ 
sphärische  Dreiecke  von  geringer  Krümmung  so- 
wie bei  verschiedenen  Aufgaben  des'  praktischen 
Zeichnens,  wovon  ein  Beispiel  mitgetheilt.  wor- 
den, ist 

'  Für  den  Schulgebrauch  des  Buches  wiederhole 
icli  die  Bemerkung,  da«s  man  beim  ersten  Unter- 
richte wohl  thun  wird,  die  etwas  43chwer^^en  §§^  14 
und  15  einstweilen  zu  übersciilagen  und  durch  eine, 
wenn  auch  weniger  strenge,  doch  fassUchere  Er- 
örterung über  die  Ausmessimg  gerader  Linien  zu 
ersetzen.  Ebenso  sind  die  Anhänge  (S..  163  und 
S.  2f44)  nur  für  geübtere  Leser  bestimmt* 

Dresden,  am  24.  September  1859. 

SohlAmilch. 
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'  Einleitung. 


"X^ie  Vontellimg  eine»  nsefa  allen  Seilen  hin  ii&begrilnsten 
Smnines  bildet  die  Grnndlftge  aller  UntefMielrangen ,  mit 

denen  sich  die  Geometrie  beschäftigt.  Diese  Untersuch- 
ungen selbst  bezieheil  öicl»  aber  nicht  auf  die  Eigen- 
schaften des  Raumes  als  eines  Ganzen ,  sondern  vielmehr 
auf  die  Eigenschaften  derjenigen  Gegengtilnde;  weiche  im 
Räume  gefunden  oder  wenigstens  darin  gedacht  werden 
können  I  nnd  anch  hier  besehr&nkt  sich  die  Geometrie  in 
so  fem,  als  sie  nnr  eben  die  ans  der  Ränmlichkeit  jener 
Gegenstände  hervorgehenden  Eigenschaften  deibuiben  be- 
trachtet, dagegen  von  ihrem  materiellen  Inhalte  völlig  ab- 
sieht. Nennen  wir  dasjenige,  was  von  den  räumlichen 
Gegenständen  übrig  bleibt,  wenn  man  sich  die  matcrieUen 
Bestandtheiie  and  deren  £igensehaflen  (Farbe,  Schwere, 
Elasticitftt  n.  s.  w.)  hinweggenommen  denkt,  der  Küne 
w^en  ^^eine  rftnmliche  Gestalt^^^  so  kennen  wir  sagen:  die 
Geometrie  ist  die  Wibüeujschalt  von  den  räum- 
lichen Gestalten. 

Vorausgesetzt  wird  hierbei,  dass  man  die  Grundeigen- 
schaften des  Raumes  bereits  kenne-,  diese  sind:  1)  Aus- 
dehnung  nach  den  drei  verschiedenen  Btohtnngen  der 
L&nge,  der  Breite  und  der  Höhe  (Dicke  oder  Tiefe), 
welche  man  die  drei  Dimensionen  des  Raumes  an  nennen 
pflegt;  "£\  Unendlichkeit,  so  dass  also  die  Mögliehkeit 
räamlicher  Gegenstände  nirgends  anfhört;  3)  Stetigkeit 
(Continuität);  der  aufolge  an  keiner  Stelle  eine  Unter- 
toechang  des  Raumes  vorhanden  ist,  endlich  4)  Gleich* 
artigkeit  aller  Theüe  des  Raumes,  ▼ermOge  welcher  vw* 
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schied  ene  Bäume  als  Theile  eines  und  desselben  unend- 
licben  Baumes  angesehen  werden  können« 

Denkt  man  sich  aus  dem  unendlichen  Baume  ein  nach 
allen  Seiten  hin  begränstes  Stück  desselben  ausgesondert, 

♦so  erhält  liian  einen  geometrischen  Körpci*;  die  inhalt- 
lose Form  eines  physigchen  Körpers;  die  Gränzen  jenes 
Körpers  heissen  Flächen,  die  Gränzen  der  Flächen  sind 
die  Linien,  die  Gränzen  der  Linien^  endlich  sind  die 
Funkte*  Der  Körper  besitzt^  wie  der  Baum  selbst ^  drei 
DimenjBioneni  die  Fläche  dagegen  nur  zwei  derselbe: 
Länge  und  Breite,  während  ihr  die  Dicke  fehlt,  die  Linie 
hat  nur  eine  einzige  Dimension:  die  Länge,  der  Punkt 
endlich  gar  keine;  er  ist  völlig  ausdehnungslos  und  dient 
nur,  um  eine  Stelle  im  Räume  zu  bezeichnen,  ohne  selbst  . 
irgend  einen  Theil  des  Baumes  zu  umfassen.  " 

An  die  Erklärungen,  welche  vor  so  eben  von  den  ver- 
sehiedenan  rftumliehen  Gestalten  (Körper,  Kläche,  Linie^ 
Pui^t)  gegeben  haben,  knüpft  sich  sogleich  eine  Folgerung, 
wenn  man  sieh  erinnert,  das«  die  Gränze  eines  Gegen- 
standes nicht  ein  Theil  desselben  i&t,  sondern  im  Gegen- 
theil  angiebt,  wo  jener  (legenstand  sein  Ende  findet;  es 
folgt  nämlich  aus  dieser  Bemerkung, .  dass  kein  Theil  eines 
Körpers  eine  Fläche,  kein  Theil  einer  Fläche  eine  Linie  und 
kein  Theil  einer  Linie  ein  Punk^  sein  kann^  dass  sieh  also 
aneh  umgekehrt  aua  Punkten  keine  Linie^  ans  Linien  keine 
Fläche  und  aus  Flächen  kein  Körper  zusammensetaen 
lässt.  Wohl  aber  kann  durch  stetige  Bewegung  eines 
Punktes  eine  Linie  beschrieben  oder  construirt  wer- 
den (indem  man  die  Linie  gewissermaassen  als  die  Spur 
ansieht,  welche  der  Punkt  hinter  sich  zurücklässt) ,  ebenso 
durch  stetige  Bewegung  der  Linie  eine  Fläche  und  durch 
stetige  Bewegung  d&c  Fläche  ein  Körper. 

Die  genannte  Entstehungaweise  der  geometrischen  Qe* 
stalten  führt  yon  selbst  auf  eini^i^e  der  wichtigsten  Grund- 
begriflfe  der  Geometrie.  Soll  nämlich  ein  Punkt  sich  stetig 
fortbewegen^  um  eine  Gerade  zu  beschreiben,  so  muss  er 
die  Stelle  des  Kaumes,  an  welcher  er  sich  beEndet,  ver- 
lassen und  sich  nach  einer  anderen  €kgend  des  Raumes 
b^ban,  d.  h*  er  muss  in  irgend  einer  Bichtung  welter 
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Qfhw,  Hierbei  können  nun  zwei  Fälle  eintreten;  entweder 
nämlich  behält  der  Punkt  bei  beiner  Bewegung  die  einmal 
eiogesQ^ilagene  Richtung  fortwährend  bei  odar  Btehi^  wo^ 
durch  nalilrlicli  verschiedene  Linien  Uktsbeken.  hat  ersten 
Falle  nmpt  nan  die  betehriebene  Linie  eine  gerade  liaie 
oder  knnweg  Gerade  mid  Juum  daher  aageii:  die  ge- 
rade Linie  ist  diejenige,  welche  durchaus  nach 
einer  und  derselben  Richtung  verläuft;  da  ferner 
wegen  der  uiiendlichen  Ausdehnung  des  Raumes  jeneiu 
Verlaufe  nirgends  ein  Hifnderuias  entgegensteht»  so  kaoa , 
jede  Oerade  als  uiibegränat  gedacht  werden.  Weaa 
df^gegei[i  ,;die  Bewogimg  des  stetig  fortrückenden  Pimhiee. 
nieht  in  einer  und  dmelbon  Bichtung  vor  eich  geht,  ao 
ist  -an  unterscheiden,  ob  die  Linie  ihre  Richtung  sprung- 
weis,  oder  stetig,  oder  b;tl(l  sprungweis  und  bald  stetig 
ändert,  und  dann  treten  tolgeude  Benennungen  ein:  eine 
Linie  heisst  eine  gebrochene,  wenn  sie  sprung- 
weis ihre  Richtung  änder.t^  also  aus  Theilen  beateh^ 
welehe^  für  sich  betrachtet,  gerade  sind;  aie  heisBt  eine 
kip,4|ncime.Llnie,  wenn  sie  fortwährend  ihre  Rieh«- 
tung  ändert,  mithin  kein  Theil  von  ihr  gerade  ist;  sie 
heisst  endlich  eine  gemischte,  wenn  sie  ihre  Rich- 
tung bald  sprungweis,  bald  stetig  ändert,  d.  b» 
aoa  geraden  und  krummen  Linien  zusammengesetzte  i 
^^v^^Itfäsat  man  weiter  die  Gerade  eich  ateüg  fortbewegen^ 
so  entsteht  eine  Fläche,  auf  welcher  sich  atellenweia  nach 
bestimmten  Richtungen  gerade  Linien  eiehen  lassen;  eiae 
solche  Fläche  nennt  man  eine  Regel  fläche.  Die  wicb- 
tigtite  unter  diesen  Flächen  ist  die  ebene  Fläche  oder 
Ebene;  sie  entsteht,  wenn  eine  Gerade  sich  so  bewegt, 
dass  sie  immer  durch  einen  festen  Punkt  geht  und  sugleich 
an  einer  gegebenen  Geraden  hingleitet.  Legt  man  dureh 
irgend  zwei  Punkte  einer  solchen  Flftche  eine  Gerade,  so 
gilt  von  dieser  der  Grundsats,  dass  sie  ihrer  gansen  Aus- 
dehnung nach  in  die  Ebene  fUllt;  auf  einer  Ebene  kön- 
nen daher  nach  allen  RichtungenGerade  gezogen 
werden.  Jede  Fläche,  weiche  diese  Eigenschaft  nicht  be- 
sitzt, wird  als  eine  krumme  Fläche  bezeichnet.  Besteht 
die  Fläche  aus  Theilen,  welche,  fftr  sich  betrachtet,  Ebenen 
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tM,  00  kann  mMi  eine  gebroisheite  FUohe  nemfen; 
«ine  gemtBohte  Fiäche  endlicli  w&re  eine  solche,  die 

aus  ebenen  und  krummen  Flächen  zusammengesetzt  ist. 

Nachdem  wir  uns  mit  den  verschiedenen  räumlichen 
Gestalten,  welche  den  Gegenstand  der  Geometrie  bilden, 
im  Allgemeinen  bekannt  gemacht  haben,  liegt  cb  uns  oh, 
genauer  auf  die  Beitraohtung  der  einseinen  Arten  jener 
Gestalten  einaageheni  um  ihre  otogen  Eigenseliafton  m 
erfondien.  Dies  gäbe  eigentlich  vier  yersehiedene  Ab-. 
iMhingenr  die  Lehre  von  den, Punkten,  von  den  Linien,  ' 
von  den  Flachen  und  von  den  Körpern.  Nun  bietet  aber 
der  Punkt  so  wenig  Stoff  zu  einer  wibsenschaftlichen  Un- 
ter&achung  dar  (wir  haben  in  der  That  schon  Alles  ge« 
sagt,  was  sieh  liberhaupt  von  ihm  sagen  l&sst),  dass  diese 
Abtheilnng  sehr  dttrftig  ausfallen  wflrde,  ausserdem  setst 
auch  die  Aufstellnng  mehrerer  Punkte  und  ebenso  die 
mehrerer  ^Linien  schon  die  venchiedenen  Dimensionen  des 
Kaumes  (also  die  Lehre  von  den  Körj^ern)  so  nothwendig 
voraus,  dass  man  sich  zu  einer  Abänderung'-  jener  Einthei- 
lung  genöthigt  gesehen  hat  und  die  Geometrie  in  nur  zwei 
Haupttheile  zerspaltet.  Der  erste  von  ihnen,  die  Geo- 
metrie der  Ebene  oder  Planimetrie,  beschäftigt  sich 
mit  denj^igen  Bäomgestalten,  welche  in  einer  £bene 
Plata  finden )  der  eweite  dagegen,  die  Geometrie  des 
-Raumes  oder  Stereometrie,  betrachtet  solche  räumliche 
Gestalten,  welche  alle  drei  Dimensionen  des  Raumes 
voraussetzen,  also  nicht  in  einer  Ebene  construirt  wer- 
den kdnnen. 
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Geometrie  der  Ebene. 
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'»«       »v>tj      '  KBSTES  BUCH. 


^>  ©ie,  Entstehimg  der  geradliiiigea  Gebilde. 


^Eine  Gerade. 

"^^^^  Die  Eigenschaften  der  geraden  Linie  Bind  fast  aämmt- 
lich  50  iirspriingliche  nnd  einlache,  dass  sich  von  denwK 
ben  JsMa  Juwels I  somlürü  nur  ein  Nachweis  geben  lässt, 
ifidem  man  %  wie  uüÄertreüiüich  dicseibeii  mit  der 
li\i<lllBWil|  iiim  OMradeü-  maammenhängen. 
;^f%,  m^^ftk  ^Üttigcr  M«rkmal|  weiches  wir  an  einer  unbc- 
^ränzten  GäM«*  wahmehlnen,  iat  ihre  Eiclituüg;  gi«eh^ 
wollt  aber  reicht  die  Kenntniss  dieser  Ridhtong^  nicht  hin, 
um  die  (uvacfe  polbst  so  tmzwoifelhaft  zu  bestimmen,  dass' 
iian  sie  von  jeder  anderen  (irrarlen  sogleich  unterscheiden 
denn  'es  kann  offeabar  mehrere  Gcraa^-  geben, 
M^feljl^^Bbadb»  besitsen,  oTiüp  r^^shalb  mit  Jener 

ca  BCT,  und        erh&lt  in  der  Thal  solche 
Gerade,  ilian  ♦  irön  verschiedenen. Punkten  des  Rau- 

mes aus  jedesmal  nach  einer  und  derselben  Richtung  fort- 
geht. Ist  dagegen  ausser  der  Richtung  der  Geraden  noch 
der  Funkt  bekannt,  von  welchem  sie  aus  oder  durch  wel- 
lurch  gebt,  so  kann  kein  Zweifel  melir  über 
iQ«hUleii  s^.  d.  b.:  Eine  Gerade  ist 
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ihrer  Lftge  nach  bestimmt,  sobald  ein  Punkt  in 

ihr  und  ihre  Richtung  gegeben  sind.  Hieraus  folgt 
unmittelbar,  dass  ulle  Oeraden,  welche  nach  einer  und  der- 
selben üicbtuug  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen, 
völlig  in  einander  fallen  oder^  wie  man  za  sagen  pflegt, 
sich  decken. 

b»  Nehmen  wir,  statt  eines  Punktes,  zwei  Punkte 
(A  und  B)  in  einer  geraden  Linie  an ,  so  sondert  sieb  aus 

^  der  unbegränzten  Geraden  ein  begräna- 

.  ,  ,    tes  Stiu  k  (eine  sogenannte  Strecke) 

^  ^  aus  (die  Oerade  zwischen  A  und  B), 
von  weicher  jene  Punkte  die  Endpunkte  sind.  Ueber  diese 
begränzte  Gerade  gelten  folgende  Grundsätze,  erstens: 
zwischen  zwei  gegebenen  Punkten  ist  nur  eine 
einzige  Gerade  möglich  (wohl  abor  beliebig  viele 
kmmme  Onien),  und  zweitens:  von  allen  Linien  zwi- 
8  f  h  e  n  zwei  Punkten  ist  die  gerade  Linie  die 
kürzeste.  Man  nennt  daher  auch  die  gerade  Linie  zwi- 
schen zwei  Punkten  den  Abstand  oder  die  Entfernung 
der  beiden  Punkte  von  einander  und  bezeichnet  räe  Ge- 
rade dadurch,  dass  man  die  an  ihre  Endpunkte  gesetzten 
Buohstaben  in  der  Rede  wie  in  der  Schrift  unmittäbar  auf 
einander  folgen  Iftsit  {ÄB  s.  B»  bedeutet  die  Gerade  zwi* 
sehen  A  und  B). 

c.  Von  den  beiden  Merkmalen  einer  begränzten  ge- 
raden Linie  (Kichtung  und  Länge)  ist  nun  jedes  einer 
Veränderung  fähig.  Geht  die  Gerade,  welche  von  einem 
gegebenen  Punkte  ausUluft,  in  eine  andere  Richtung  über, 
ebne  jedoch  ihren  An&ngspunkt  zu  verlassen,  so  sagt  man, 
sie  habe  sich  um  ihren  Anfangspunkt  gedreht;  Drehung 
ist  demnach  Veränderung  der  Richtung.  Behält 
die  gerade  Linie  bei  dieser  Bewegung  aueh  noch  ihre 
Länge  bei,  so  beschreibt  ihr  Endpunkt  eine  Linie,  welche 
die  Eigenschaft  besitzt,  dass  jeder  ihrer  Punkte  von  dem 
festen  Anfangspunkte  der  Geraden  gleich  weit,  und  zwar 
um  die  Länge  der  unveränderlichen  Geraden,  entfernt  liegt; 
die  so  entstellende  Linie  heisst  ein  Kreis,  der  feste Plinkt: 
sein  Mittelpunkt  oder  Centrum,  und  die  unveränder- 
liche Gerade:  sein  Halbmesser  oder  Kadius. 
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d.  Aendert  zweitens  die  Gerade  ihre  Grosse^  eo  tritt 
eioe  V^erlängerung  oder  Verkürzung  derselben  ein  5  so  kann 
die  Gerade  AB  soweit  verlängert  werden ,  daBS  sie  die  neue 
Grösse  AC  erhiUt^  also  um  die  Strecke  ßC  BiigeD<mimen 
hat.  Mftn  nennt  dann  AC  die  Summe  Ton  AB  und  BC 
(in  Zeichen  AC=sAB  +  BC)  und  umgekehrt  AB  die  Dif- 
ferene  zwischen  AC  und  BC  (AB  ^  AC — BC).  Geschieht 
die  Zunahiue  hu,  dasü  die  Gerade  um  ihre  eigene  Grösse 
mehrmals  nach  einander  verlängert  wird,  so  verviel- 
faciit  mau  die  Gerade;  wenn  z.  ß.  F%. 

AB  =  BC  =  CD  u.  s.  w.  ist,  hat  man    ,  ,  ,  ,  ,  

AC=2ABj  AB^ZAB  n.9.t  üm-  ^  C  d  m  f  a 
gekehrt  muss  es  auch  möglich  sein,  eine  gegehene  Gerade 
in  eine  yoi^eschrlehene  Ansah!  gleicher  Theile  zu  thei- 
len;  denn  gesetzt,  der  Theil  einer  gegebenen  Geraden 
•  wäre  nicht  angebbar,  so  würde  auch  das  Doppelte,  Drei- 
fache, Vierfache  u.  s.  w.  dieses  Theiles  nicht  anzugeben 
sein.  Unter  diesen  auf  einander  folgenden  Vielfachen  kommt 
aber  auch  das  11  fache  jenes  Theiles  vor  und  mithin 
wäre  das  »fache  Tom  Theile  einer  Geraden,  d.  h.  die 
Gerade  selber,  nicht  angebbar,  was  der  Voraussetsung  wi- 
derspricht, dass  die  Gerade  gegeben  vorliegt.  —  Prassen 
wir  nun  das  Bisherige  zusammen,  so  dürfen  wir  sagen: 
Es  ist  jederzeit  möglich.  Gerade  von  gegebenen 
Langen  XU  addiren,  zu  subtrahiren,  zu  Terviel» 
fachen  und  zu  theilen. 


§.  2. 
Zwei  Gerade. 

Da  sich  an  einer  begr&nzten  Geraden  die  beiden  Merk- 
male Bichtang  und  Lftnge  unterscheiden  lassen,  so  kann 
man  zwei  Gerade  1^  doppelte  Weise  mit  einander  ver- 
gleichen, indem  man  entweder  ihre  Richtungen,  oder,  im 

Fall  beide  begriiiizt  bind,  ilire  Längen  in's  Auge  fasst. 
Hier  soll  nur  die  erst©^^  dief?er  Vergleicliun<:en  vorgenom- 
men werden,  die  zweite  dagegen  überlassen  wir  dem  spä- 
teren Capitel  von  der  Ausmessung  geradliniger  Gebilde.  - 
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Hinsichtlich  der  Richtungen  zweier  Geraden  sind  nun  zwei 
Fälle  möglich;  entweder  näDadich  haben  beide  Gerade  eine 
und  dieselbe  Richton^,  oder  aie  laufen  naoh  vmeUedenea 

I.   Zwei  gerade  Linien,  %YeIche  gleiche  Kiclitiing  be> 
sitzen,  ohne  in  einander  zu  fallen ,  wie  s.  B.  AB  und 
Fig.  3.  A'B\  heissen  Par al  1  el en,  was  durch 

a'        p  b'        AB/IA'B'  beaeichnet  wird.  Man  be- 

J\0  merkt  leicht^  dasb  zwei  solche  Gerade 
jl  B  iniiiier  neben  einander  herlaufen  und 

niemals  zusammentreffen^  wie  weit  man  sie  auch  verlängern 
m5ge.  Denn  gesetzt,  sie  kämen  in  dem  Punkte  0  zusam- 
men, so  hätten  wir  zwei  Gerade,  welche  durch  einen  und 
denselben  Punkt  gingen  und  zufolge  d^r  Voraussetzung 
einerlei  Richtung  besässen;  dergleichen  Gerade  fallen  aber 
nach  §.  1  ^  völlig  in  einander  und  das  widerspricht  der 
Voiausßetzung ;  mithin  können  die  Geraden  AB  und  A'B' 
nicht  zugleich  durch  den  Punkt  0  gehen,  d.  h.  Parallelen 
treffen  nie  zusammen,  wie  weit  man  sie  auch  ver- 
längern  möge. 

Kennt  man  von  zwei  parallelen  Geraden  die  eine^  yon 
der  andern  aber  nur  einen  Punkt,  wäre  also  z.  B.  die  Ge- 
rade AB  gegeben  und  ausser  ihr  der  Punkt  P,  ist  die 
Lage  der  zweiten  Parallele  (A'B')  vollkommen  bestimmt ^ 
denn  einerseits  weiss  man,  dass  sie  durch  einen  gegebenen 
Punkt  {P)  gehen  soll,  andererseits  kennt  man  ihre  Rich- 
tung^ weil  die  letztere  mit  der  Richtung  der  ersten  Gera- 
den (AB)  übereinstimmen  soll,  und  folglich  hat  man  nach 
§.  \b  den  Satz:  Zu  einer  gegebenen  Geraden  lässt 
sich  durch  einen  ausser  ihr  liegenden  Punkt  je- 
derzeit eine,  aber  auch  nur  eine,  Parallele 
ziehen. 

n.  Weit  mannichfaltiger  ist  de(  zweite  Fall,  wenn 
die  beiden  Geraden  verschiedene  Riehtungen  (in  einer 
Ebene)  besitzen.  Hier  stellen  wir  den  Grundsatz  auf: 
Gerade  von  verschiedenen  Richtungen  in  einer 
Ebene  müssen,  hinreichend  verlängert,  noth- 
wendig  zusammentreffen;  sie  haben  dann  einen, 
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aber  aucb  nur  einou,  Punkt  mit  einander  ge- 
mein*). 

Sind  nun  die  Geraden  wirklich  soweit  verlängert,  daas 
«ie  in  einem  Punkte  aaMunmentreffoiii  -pig.  4. 

wia  X.  B.  ^  und  CP  in  Of  nö  «o^ 
Bteht  an  dietem  Ftmkte  ein  neues  geo- 
melriselies  Chebiid:  der  Winkel;  die- 
ser ist  der  Unterschied  unter  den 
RichtUTi£?en  der  beiden  in  einem 
Funkte  zu&ammenstossenden  (oder  ¥on  ihm  aasiauieuden) 
geraden  Linien;  die  Geraden,  von  welchen  der  Winkel 
gebildet  wird,  lieieeen  aeine  Sohenkei,  und  der  Fnnkl» 
in  wiehern  sie  ■naammentreffen ,  der  Scb eitel  oder  die 
Spitne  des  Winkelt.  Beseiobnet  wird  ein  Winkel  entwe- 
der, wenn  keine  Verwechselung  möglich  ist,  durch  einen 
pinzigen  an  seinen  Scheitel  gesetzten  Buchstaben  oder 
durch  einen  kleinen  zwischen  den  Schenkeln  angebrachten 
Bttchetaben  (rf),  oder  durcb  drei  Bachstaben,  von  denen  zwei 
an  den  Schenkeln  nnd  einer  an  dem  Sebeitel  stehen;  jedoeb 
irt  hierbei  die  Regel  festnibalten,  dass  der  Sohekdbachstabe 
jederneit  dfen  mittelsten  Fiats  erhalten  muss  (also  A0€  oder 
COA,  oder  ßOD  oder  BOB).  Statt  des  Wurtcb  „Winkel« 
pflegt  man  gewöhnlich  daö  einfache  Zeichen  L  zu  setzen. 


*)  In  den  beiden  oben  ausgesprochenen  SilUen: 

1)  Gerade  von  gleicher  Richtnng  tretfen  nicht  zusammen, 

2)  Gerade  vou  verscluedeneu  Eidiiangeii  teoffen  immer  zu* 

sammen , 

ist  ang'enoumien,  dass  m«Ti  di*' Cilcithlieit  oder  ITngbMchlieit  <lcr  Rich- 
tungen von  Ilauae  aus  (a  priori)  kenne  und  mau  entsciieidet  daraus  das 
Zusammentreffen  oder  Nicht/usammentrelfen  der  Gt^raden.  Ebenso 
leichi  kaiiu  auch  umgekehrt  verfahren  werden,  indem  liiaii  vou  dem  Zu- 
sammeutrelTeu  oder  NichtZusammentreffen  der  Geraden  auf  die  Gleicl^- 
heit  oder  Ungleichheit  ihrer  Eichtungen  zurückschliesat;  nämlich: 

B)  Zwei  Hiebt  nvammenireffende  Gerade  haben  gleiche  Kich- 
tung, 

dtaa  wenn  sie  vwaeliiedene  Bicklmgea  slnsoblt^n,  ao  nfiMlea  ritt 
-aseb  Ko<  2  soiaauaeiitrsfiiBa»  was  gegen  clk  Voraaasetenag  Iii; 

4)  Zwei  sof  aaunenlreiFeiide  Gerade  haben  yenwbiedene  Bieh- 
taugen, 

denn  hatten  sie  gleiehe  Riehtnngen,  so  träfen  sie  nach  JSt,  i  nicht  an- 
sammen,^  was  der  ToranMetsmg  widerspricht« 
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Man  kann  Bich  die  Entstehong  des  Winkels  noch  auf 
eine  andere  Weise  denken,  welche  zwar  von  der  vorigen 
nicht  wesentlich  verschieflcTi  ist,  r^lier  die  Einsic  ht  in  die 
Natur  des  Winkels  sehr  erieicht(  rt.    Lassen  wir  nämÜok 
Flg.  4.  Oerade  OA  sich  um  ihren  An* 

fangspimkt  0  ^hrehen^  bis  m  in  dia 
Lage  OC  gelangt  iat^  so  entsteht  eben* 
falls  der  Winkel  AOC  und  giebt  die 
_      Grösse  dieser  Drehung  an.  Zu  dem- 
~^  selben  Winkel  würde  man  auch  ge- 

langt sein,  wenn  man  umgekehrt  von  der  Geraden  OG  aus- 
gegangen wäre  und  diese  in  die  Lage  von  OA  zurückgedreht 
bfttte^  gleichwohl  aber  ist  ein  kleiner  Unterschied  swischen 
diesen  beiden  Drehimgen ;  beide  haben  »war  dieselbe  Ordsse, 
aber  im  ersten  Falle  geschah  die  Drehung  rechts  herum 
(wie  bei  der  Schraube),  im  zweiten  l  ^alio  links  herum,  und 
man  muss  daher  bei  einer  Drehun^^  ausser  der  Grösse  noch 
dve  Drehungsrichtung  berücksichtigen.  Wir  unter- 
scheiden daher  auch  an  dem  Winkel  die  swei  Merkmale 
der  Grösse  und  der  Drehimgsnchtimg;  die  erste  kaim  selur 
renefaieden  sein,  der  letalen  dagegen  giebt  es  jox  swei 
einander  entgegengesetzte  (rechts  hemm  nnd  Hnks  herom). 

Es  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  zwei  Winkel,  weiche 
durch  gleich  grosse  Drehungen  nach  derselben  Drehungs- 
richtung (man  sagt  auch:  Drehungen  in  demselben  8inne) 
entstanden  sind,  völlig  gleich  sein  müssen ,  wie  denn  über- 
haupt ewei  Objecto y  die  in  allen  ihren  Merkmalen  fiber* 
einstimmen  9  gar  nicht  yön  einander  onterschieden  werden 
können.  Dagegen  ist  ein  Winkel  grösser  als  der  andere, 
wenn  er  durch  eine  grössere  Drehung  in  demselben  Sinne 
hervorgebracht  wurde.  Denken  wir  uns  z.  B.  die  Gerade 
OA  gedreht,  bis  sie  in  die  Richtung  OC  kommt,  und  darauf 
die  Drehung  in  derselben  Richtung  fortgesetzt  bis  aur 
Lage  OEf  so  ist  der  Winkel  AOE  grösser,  und  awar  am 
den  WiiJcel  COE  grösser,  als  der  ursprüngliche  Winkel 
äOC\  wir  nennen  dann  den  Winkel.  AOE  die  Summe  der 
Winkel  AOC  und  COE  (in Zeichen  LAOE^LAOC-^-LCOE) 
und  umgekehrt  den  Winkel  AOC  die  Differenz  zwischen 
den  Winkein  AOE  und  COM  (d.  h.  UAOC  =  LAOE-  L  COE). 
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Läfist  mau  iu  demselben  Sinne  mehrere  Drehungen  auf  ein- 
ander folgen,  welche  sämmtiich  von  gleicher  Grösse  Bind, 
80  entstehen  der  Keihe  nach  Winkel ,  weiche  das  Doppelte, 
Dfeifache,  Vierfaefae  u.  w.  dea  imprttiigliclMn  WuikAla 
«iBniacheDi  and  man  kann  daher  einen  Winkel  beliebig 
^Wileifaiubua.^  ÜBigekelirt  wifd  man  aidi  dnreh  gans  ähn- 
liche Schlüsse  wie  in  §.  Ic  sehr  leicht  überzeugen^  dasb 
es  jederzeit  möglich  ist,  einen  gegebenen  Winkel  in  eine 
vorgeschriebene  Anzahl  gleicher  Theile  xu  theilen.  Kach 
diesen  Erörterangen  dürfen  wir  sagen:  Es  istjederaeit 
mdglichy  gegebene  Winkel  zu  addiren^  an  »«Vf 
trabiren,  an  veryielfaeben  and  zu  theilen* « 
i^Km.  Eintbeilang  der  Winkel.  Denkt  man  sieb  die 
Drehung  der  Geraden  OA  «oweit  fort-  Fig.  5. 

gesetzt,  bis  sie  in  die  der  ursprüng- 
lichen Lage  gerade  entgegengesetzte 
Lage  OB  kommty  so  entsteht  derjenige 
Winkel,  weichen  man  den  gen  treck* 
ten  Winkel  nennt,  and  man  kann 
daher  die  Erklärang  aafstellen:  der  gestreckte  Winke!  ist 
derjenige,  deüseii  Schenkel  in  einer  geraden  Linie  einander 
eiitge<reii;j;(  setzt  liegen.    Da  der  geo Ii  eckte  Winkel  zu  sei- 
ner Entstehung  nicht  eine  beliebige,  sondern  eine  ganz  be> 
stimmte  Drebong,  erfordert,  welche  sich  stets  gleich  bleibt 
(ea  ist  immer  die  Drebang  aas  einer  Lage  in  die  entge- 
gengesetate),  so  folgt  aaf  der  Stelle,  dass  d^  gestreekte 
Winkel  der  einsige  seiner  Art  ist  and  mithin  alle  ge§treck 
ten  Winkel  einander  gleich  sind.  Die  Hälfte  des  gestreck- 
ten Winkels  i^LAOM)  heisst  der  rechte  Winkel,  weicher 
ebeniaiis  der  einzige  seiner  Art  ist.   Beträgt  ein  Winkel 
weniger  als  ein  rechter,  ao  wird  er  ein  apitaer  genaant 
*(a.  B*  LA08)f  ein  Stampfer  Winkel  dagegen  ist  ein  aol* 
cber,  welcher  mehr  als  ein  rechter  aasmacht  (z.  B.  LAGT). 
Man  hat  diese  Eintheilung  noch  etwas  weiter  g 'trieb en, 
indem  man  alle  Winkel,  welche  kleiner  als  der  gestreckte 
Winkel  sind,  unter  der  Benennung  hohle  oder.^oncave 
Winkel  zusammenfasste ,  und  dagegen  diejenigen  Winkel, 
welche  mehr  als.  ein  gestreckter  Winkel  betragen,  er  ha* 
baue  oder  oonvexe  Wbikel  nannte.  Der  «pitee,  reohte^ 
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und  ftmnple  Wiakei  gahdrfin  demnach  zu.  den  conoftTOl 
WibkelH^  coimx  aber  -wäre  s.  E.  der  Winkel  AOU^  veno 
inan  ihn  dadurch  entstanden  denkt,  datb  sich  die'Qerade 
OA  ans  ilirer  nr^riingliolien  Lage  reokts  herum  \ä%  aar 

Lage  OV  gedreht  bat.  Als  Maass  der  Winkel  beoutzt  man 
gewöhnlich  den  rechten  Winkel  und  bezeichnet  ilm  einfach 
m\\.H  \  man  sagt  dann  auch  nicht  ^^gestreckter  Winkel  son- 
dern stattdessen  ^^zwei  rechte  Winkel in  Zeichen:  1  R, 
SalkfrtvevstandUek  mnwen  dann  spitae  Winkel  in  Bmoh- 
tkeilen  des  rechten  Winkels  ausgedr&ckt  werden,  B. 
\R  u.  s.  w. 

Wegen  der  Unbequemlichkeit,  welche  namentlich  bei 
der  Addition,  Subtraction,  Multiplication  und  Divison  spitzer 
Winkel  durch  jene  Ausdrucksweise  entsteht,  nimmt  man 
iii  solchen  Fällen  einen  Theil  des  Winkels  zur  Maassein- 
heit; dabei  denkt  man  sich  herkömmlicher  Weise  den  recb* 
ten  Winkel  in  90  gleiche  Theile  getbeüt  und  nennt  einen 
solchen  Theil  einen  Winkelgrad;  der  60^  Tkeil  eines 
Grades  heisst  eine  Winkelminute,  der  60**  Theil  einer 
Minute  eine  Winkelsecunde,  die  man  nöthigenf alls  in 
Zehntel  ,  Hundertel  u.  s.  i.  weiter  theilt.  Für  den  Grad 
dient  das  Zeichen:  °,  für  Minute  füi*  iSecunde  wonach 
a.B.  W  ^  a7"9  soviel  bedeutet  wie  18  Grad^  5  Mittaten 
37^  Seconden.  Demaofolge  ist 

==« 45%  5  Ä «  11«  15',  \l R^^^  22"5, 
3  Ä  =^  180«  3  Ä  =:         4  Ä  =  360». 
h.f  Nebenwinkel.    Wir  haben  bisher  die  nach  ver- 
schiedenen Richtungen  [aufenden  (Jeraden  nur  soweit  ver- 
längert, dasfi  sie  eben  zusammentrafen  \  um  aber  die  Unter- 
suekung  über  zwei  derartige  Gerade  vollständig  zu  erledi- 
gttdy  müssen  wir  die  Geraden  (die  Winkeleohenkei)  noeb 
über  jenen  Punkt  binaiia  fortoetaen.   Verlängern  ^mx  nun' 
Fig  6.         vorerst  den  einen  Winkeieohenkel  >I0  über 
j|v  ^   0  hinaus^  so  entsteht  ein  zweiter  Winkel 

X.  '  A  üB,  welcher  der  Nebenwinkel  von 

y^fi^^  AOß  heisst;  umgekehrt  nennt  man  auch 

^  I  den  Winkel  AOB  d^  Nebenwinkel  von 

^  ÄOB*   £s  kommen  demnach  die  Neben«» 
Winkel  immer  paarwela  Yor  und  sind  daran  kesntliofa,  daea 
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sie  eineu  Schenkel  und  den  IScheitel  gemeinschaftlicli  haben, 
während  die  anderen  Schenkel  in  gerader  Linie  liegen.  Ber 
rücksiulitigt  man,  daBs  der  Winkel  AGA'  ein  gestrecktei^ 
also  =^2M  ist,  so  folgt  nach  dem,  was  über  die  Additioii  der 
Winkel  gesagt  worden  ist^  sogleich  der  Satss:  Nebenwin- 
kel betragen  Kusammetigenommen  immer  awei 
Rechte.  Da  alle  gestreckten  Winkel  einander  gleich  sind^ 
so  knüpft  sich  daran  noch  die  Folgerung:  Irgend  ein 
Paar  Nebenwinkel  beträgt  zusammen  ebensoviel 
als  irgend  ein  anderes  Paar  Nebenwinkel. 

Man  kann  den  vorigen  Sats  auch  umkehren ;  betragen 
nlUnlieh  irgend  zwei  Winkel  ausannnen  einen  gettreoktea 
Winkel^  und  legt  man  sie  so  an  einander  ^  dass  sie  de» 
deheüel  und  einen  Schenkel  gemein  haben,  so  mfissen  die 
\\  inkel  zu  Nebenwinkeln  werden  und  die  anderen  Sclicnkei 
in  einer  geraden  Linie  liegen.  Denn  wäre  dies  nicht  der 
Fall,  so  müsste  der  gestreckte  Winkel  (und  soviel  machen 
beide  Winkel  der  Voraussetscing  nach  zusammen  aus)  auch 
80  beschaffen  sein  können ,  dass  seine  dchenkel  nicht  in 
genider  Linie  l&gen,  was  aber -der  Definition  des  gestreck- 
^  ten  Winkels  and.  der  Bemerkung  widerspricht,  dass  alle 
gestreckten  Winkel  gleich  sind. 

C.  Scheitelwinkel.  Verhingern  wir  ausser  dem 
ersten  Winkel  schenke!  AO  auch  den  zweiten  BO  über  (J 
binaos;  so  entstehen  noeh  zwei  Winkel,  unter  denen  der- 
jenige, welcher  Ton  den  Verlängerungen  A'O  und  B'O  der 
Scbenkel  des  «rsprünglieben  Winkels  gebildet  ist,  der 
Seheitelwinkel  desselben  genannt  wird;  ebenso  heisst 
auch  L  AGB  der  Scheitelwinkel  von  L  A'OB',  so  dass  also 
Sciiuiteiwinkei  nur  paarweis  vorkommen.  Nach  dem  zwei- 
ten in  b*  erwiesenen  Satz  ist  tmn 

LA0ß  +  4,B0A:=^LBÖA'  +  LA'0B\ 
weil  die  links  «nd  rechts  stehenden  Winkel-  Nebenwinkel 
sind,   Nimmt  man  beiderseits  den  sich  selbst  gleichen 
Winkel  BOA'  weg,  so  bleibt 

LAOB=^LA'OB\ 
d.  ii.  Scheitelwinkel  sind  einander  gleich. 

Auch  hier  kann  eine  Umkehrung  des  Satzes  eintreten 
und  man  wird  sich  durck  sehr  einfache  Schlüsse  ähnlich 
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wie  in  b.  überzeugen,  dass  zwei  gleicbe  Winkel  jederseit 
als  Scheitelwinkel  betrachtet  und  in  der  That  so  an  ein- 
ander gelegt  werden  können,  dass  der  eine  von  den 
SchenkelyerläBgeniDgeii  deB  anderen  gebikiet  wird. 

§.  3. 
Drei  Gerade. 

Vergleichen  wir  die  Riehtttngen  dreier  in  einer  Ebene 

liegenden  Greraden,  so  sind  drei  verschiedene  Fälle  zu  un- 
terscheiden ;  entweder  nämlich  haben  alle  drei  Gerade  eine 
und  dieselbe  Richtung,  oder  zwei  von  ihnen  laufen  nach 
derselben  Richtung,  während  die  dritte  Gerade  eine  andere 
&iohtiu)g  einsdblMgty  oder  endlich,  jede  der  drei  Gteraden 
hat  eine  Tericbtedeiie  Riebtang.  Von  dieeen  drei  FlÜlen 
bedarf  der  erste  keiner  weiteren  Erörterung,  denn  ee  llüsst 
sich  von  drei  parallelen  Geraden  nur  wiederholen,  waü 
sciion  über  zwei  Parallelen  gesagt  ist,  und  wir  wenden  uub 
daher  sogleich  zum  zweiten  Falle« 

I.  Die  Parallelentheorie.  Haben  die  Geraden 
AM  und  A'B'  gleiche  Richtang,  laufen  sie  alao  parallel, 

und  iet  ansserdem  die  Gerade  CD  in 
euder  von  AB  verschiedenen  RickUing 
gezogen,  so  schneidf^t  nach  dem  in 
§.  2.  Tl.  ausgesprochenen  Grundsätze 
die  Gerade  CD  jede  der  Geraden  AB 
-Sf  and  A'B\  und  es  entstehen  an  den 
Dnrehechnittspunkten  Q  und  0*  im  Gän- 
sen aebt  Winkel,  a,  Cfd,a\h\  c',  d\ 
Diese  pflegt  man  auf  verschiedene  Art  paarweis  zusammen- 
zustellen :  man  nennt  nämlich  cor  res  p  o  n  d  i  r  e  n  d  e  Win- 
kel diejenigen,  welche  auf  denselben  Seiten  von  Aß  und 
A'B'  und  zugleich  auf  derselben  Seite  von  CD  liegen  (so 
liegt  a.  B.  a  oberhalb  AB,  ebenso  a  obi^hAlb  A*B\  and 
gngleicb  liegen  a  nnd  a'  links  von  CD)^  und  es  sind  daber 
die  conrespondirenden  Winkel: 

a  und  a' 

b   „    b  ^ 

4     „  4'y 
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läfist*  man  ferner  an  die  Stelle  des  einen  von  zwei  corre- 
spondirenden  Winkeln  seinen  Scheitelwinkel  treten  (wech- 
selt also),  so  entstehen  die  Wechselwinkel;  nämlich:  i 
.  •    .  a  und  C     r.  . 

«  "      nod-ji'>K  yZ,   "    "      ;       '\  L*       >  -      v'.i':!  . 

K  7/  M'f  f-i  a  i:  /     ^    jf    ^  y 

yon  denen  man  das  erste  und  zweite  Paar  unter  den  Na- 
men äussere  Wechselwinkel ,  sowie  das  dritte  und  vierte 
anter  den  Kamen  innere  Wechsel winkel  zusammenfasst; 
setzt  man  endlich  an  die  Stelle  eines  zweier  correspondi- 
renden  Winkel  seinen  an  derselben  Seite  von  CB  liegen- 
den Nebenwinkel,  so  erhält  man  äussere  und  innere 
Winkel  an  derselben  Seite,  nämlich: 

.„,..   a  und  d'  .  • 

.    ^        ^,       ..  .  ..•.:"::::K;H 

s!  ^          \^  '  c   V   b  .  ^ 

►  Die  Beziehungen,  welche  zwischen  diesen  Winkeln 
statt  finden,  lassen  sich  auf  folgendem  Wege  leicht  ent- 
decken. Da  nach  der  Vorraussetzung  AB  und  ÄB'  gleiche 
Richtung  besitzen,  so  ist  auch 

f.      die  Richtung  von  OA  =  der  Richtung  von  0' A ; 

da  ferner  OC  und  O'C  Theile  einer  und  derselben  Geraden 

sind,  so  muss 

l  die  Richtung  von  OC  =  der  Richtung  von  O'C 
sein;  mittelst  des  Grundsatzes,  dass  Gleiches  mit  Gleichem 
verglichen  Gleiches  liefert,  folgt  hieraus  auf  der  Stelle, 
dass  der  Unterschied  unter  den  Richtungen  von  OA  und 
OC  gleich  ist  dem  Unterschiede  unter  den  Richtungen  von 
(/Ä  und  O'C.  Vermöge  der  Definition  des  Winkels  heissl 
diess  aber  nichts  Anderes  als  L  AOC  =  L  ÄO'C  oder  kür- 
zer a  =  d ,  Ebenso  leicht  würde  mau  zu  den  Gleichungen 
^  ==  c  =  c  und  d  =  d'  gelangen  können  und  ist  hier- 
nach berechtigt,  den  Satz  auszusprechen :  Die  correspon- 
direnden  Winkel  sind  einander  gleich. 

Da  a  =  a  und  nach  dem  Satze  von  den  Scheitelwin- 
keha  a  =  c  ist,  so  folgt  a  =  c  und  auf  ganz  ähnlichem 

Scklömilcb,  Ceoiaalria.  l.  2 

•  -  •       .  .j     \,   ,  ... 
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Wege  auch  b^d'f  e^a'  nnd  ä=^b\  d.  h.:  Wechsel^ 
Winkel  sind  einander  gleich« 

Berücksichtigen  wir  endlich^  dass  « -f-  fr  =  M  und  fr=  b'  • 

ist,  so  folgt  ö-j-Z/'  =  2R]  setzt  man  dagegen  in  der  Glei- 
chung a  -\-  b  ~  2Ii  für  a  den  ihm  gloichon  Winken  a\  so 
folgt  ähnlich  a  -\-  b  =:=  2  M  \  d.h.:  Aeussere  Winkel  an 
derselben  Seite  und  ebenso  innere  Winkel  an 
derselben  Seite  betragen  zasammen  zweiBechte» 
£s  ist  übrigens  sehr  leicht,  alle  diese  Sätse  umznk^li- 
ren  und  z.  B.  aus  der  Oleichheit  der  correspoildirenden 
oder  Wechselwinkel  den  Parallelismus  der  beiden  Geraden 
zu  ersclilicößen.  Ist  im  ersten  Falle  a  =^  dy  so  weichen 
die  Richtungen  der  Geraden  OA  und  O'A'  von  der  Rich- 
tung der  Geraden  CD  um  gleichviel  (um  die  gleichen  Rich- 
tungsunterschiede a  und  a')  ab,  woraus  sogleich  folgt;  dass 
die  Richtungen  von  OA  und  0*A'  einander  gleich ,  mithin 
AB  und  A'S  einander  parallel  sind.  —  Setzt  man  die 
Gleichheit  der  Wechselwinkel  a  und  c  voraus,  so  folgt 
wegen  c  ~  d  zm  ä(  I  st  a  und  nach  dem  Vorigen  wieder, 
dass  AB  und  Äß  einander  parallel  laufen.  —  Hat  man 
endlich  +  &  =  2^,  so  ist  wegen  a  -^^  h  %B  nothwen- 
dig  auch  d  —  h,  woraus  wieder  der  Paralielismus  von  AB 
und  A^ff  folgt.  Betragen  dagegen  die  inneren  Winkel 
zusammen  mehr  oder  weniger  als  zwei  RechtCi  so  beträgt 
auch  a  mehr  oder  weniger  als  a';  daraus  ergiebt  sieh  wei- 
ter, dass  AB  und  A' B'  ungleiche  Riclitungen  haben,  und 
sich  folglich  nach  §.  2.  II.  schneiden  müssen. 

n.  Das  Dreieck.  Wenn  von  drei  Geraden  jede 
eine  andere  Richtung  verfolgt,  so  schneidet  nach  §.  2.  II. 
die  erste  Gerade  die^  zweite,  die  zweite  die  dritte  und  die 
dritte  die  erste;  es  entstehen  also  drei  Durchschnitte  wie 

pig,  Z,  M j  Nj  und  zugleich  bildet  sich 

xD  eine  nach  allen  Seiten  s^eschlossene 

\^  Figur:  das  Dreieck.  Die  drei  Durch- 

\  Schnittspunkte  Lj        N  heissen  die 

A  \    ü  ^^^^  Spitzen  desselben ^  die 

y  \       zwischen  denselben  liegenden  Theile 

^  ^     der  Geraden;  also  die  Strecken  LM^ 
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MN,  NLf  heissen  die  Seiten  des  Dreiecks  und  die  Win- 
kel ifZif,  LMN,  MNL  die  Winkel  desselben. 
'"  ;^^  X>hne  uns  nun  yor  der  Hand  auf  eine  tiefere  Untersn- 
ebnng  des  Dreiecks  einzulassen ,  wollen  wir  nur  diejenigen 

zwei  Eigenschaften  desselben  hervorheben,  welche  sich  un- 
mittelbar ergeben ,  wenn  man  einmal  die  Seiten  nnd  das 
andere  Mal  die  Winkel  des  Dreiecks  ins  Auge  fasst.  — 
Irgend  zwei  Eck(  n  des  Dreiecks,  s.  B.  L  und  M,  kann 
i^ui  1^  jwf  doppelte  Weise  yerbunden  denken,  einmal 
ft|l^^i^e\.Ger^  LM.  und  dann  durch  die  gebrochene 
E^e  über  A>  welche  aus  den  beiden  Seiten  Zif  und  NM 
Desteht.  Da  nun  die  gerade  Linie  zwischen  zwei  Punkten 
der  kürzeste  Weg  ist,  so  folgt  sogleich  der  Satz:  Zwei 
Seiten  eines  Dreiecks  betragen  zusammengenom- 
men mehr  als  die  dritte  Seite.  Man  schliesst  daraus 
^     4^  Zpsatz:  Die  Differenz  zweier  Dreiecksei- 

ifeniger  als  die  dritte  Seite. 
^^li^i  Ä^bn  sich  durch  eine  Ecke  (etwa  N)  eine  Pa- 
a'i'  8?6gentiberliegenden  Seite  Zilf  gezogen,  so  finden 
Wigende  Beziehungen  statt,  in  welchen  wir  die  Winkel 
dea  Breiecks  kurz  mit  Ly  Mj  N  bezeichnet  haben: 
'^•^      LL  =  L  AND'  als  cori 


correspondirende  Winkel, 


LM=L  MND'  als  Wechselwinkel. 
Purch  Addition  derselben  folgt  die  Gleichung 

LL+  LM=LäNM 
welche  sich  Imcht  in  Worte  fibersetzen  lässt,  wenn  man 

den  Winkel  ANM y  welcher  durch  Verlängerung  einer  Drei- 
ecksseite {LN)  entsteht,  den  Aussenwinkel  des  Drei- 
^ks  nennt;  jene  Gleichung  sagt  dann:  Zwei  Winkel 
eines  Dreiecks  betragen  zusammen  soyiel  als 
der  Aussenwinkel  an  der  dritten  £cke.  Addirt 
'man  der  eben  in  Worten  ausgedrückten  Gleichung  bei- 
ilerseits  den  Winkel  ÜT,  so  folgt  Z.  Z  +  ^  M,+  N=  L  ÄNM 
+  L  N,  cL  i.  =  2  /?,  weil  die  Winkel  ANM  und  N  Neben- 
winkel sind.  Diess  giebt  den  Satz:  Die  sännntlichen 
Winkel  eines  Dreiecks  betragen  zusammenge- 
nommen zwei  Rechte.  Sind  also  zwei  Winkel,  etwa 
L  nnd  Mj  von  einem  Dreiecke  gegeben ,  so  findet  man  so- 
deich  den  dritten,  n&mlich  N=%R  —  {L  +  M). 
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Die  Arten  der  Dreiecke.  .  Mau  kann  die  Drei^ck^ 
nach  einem  doppelten  Eintheilungs^ünde  eintliellen,  indem 
man  entweder  von  den  Seiten  oder  Von  den  ,  Winkeln  ans- 
geHt.  im  erste»  Fälle  ist     die  Gleichheit  oder  tJngleichr 

heit  der  Seiten;  worauf  man  achtet,  und  es  heisst  dann  eiii 
Dreieck  gleichseitig,  wenn  es  drei  gleiche  Seiten  hat, 
gleichschenklig,  wenn  es  zwei  gleiche  Seiten  hat,  und 
ungleich  seidig,  weiin  es  lauter  ungleiche  Seiten  besitzt. 
Sehr  oft  nennt  man  eine  von  den  Seiten  des.  Dreiecks  die 
•6rün dl inie  oder'  Bas i s  nhd  die  anderen  Sehe n  k el^ 
näinentlich '  im  gleichschenkUgen  Dreieck  gilt  die  tetztere 
Bezeichnung  für  die  beiden  gleichen  Seiten^  die  erste rc 
für  die  dritte  ungleiche  Seite.  —  Sieht  man  dagegen  auf 
die  Winkel  des  Dreiecks,  so  ist  zu  unterscheiden,  ob  das'^ 
selbe  nur  spitze  Winkel  entb&lt|  oder  ei^en  i^echten  und 
jtwei  spitze  Wickel,  oder  einen  stumplen  und  zwei  spitze 
Winkel.  Im  ersten  Fälle  Eeisst  deus' Dreieck'  ein.  spit^- 
Winkliges,  im  zweiten  ein  rechtwinkliges  und  im 
dritten  ein  stumpf w in k  1  igcs.    Im  rechtwinkligen  Drei- 
ecke insbesondere  führen  die  den   rechten  Winkel  ein- 
schliessenden  Seiten  den  Namen  Katheten  und  die  dem 
rechten  Winkel  gegenüber  liegende  Seite  d|Q  li^amen  Hy- 
potenuse. .  .  _ 

J.  Vollkommen  entsprechend  der  im  vorigen  Para- 
graphen durchgeführten  ÜntersucHuhg  lässt  sich  Das  he- 
handeln ,  Was'  von  vier  oder  tnehreren "  (geraden  in  einer 
Ebene  gesägt' werden  kann/'  Es'mOissen  nämlicK  Brn 
Geraden  auch  vier  Fälle  unterschieden  werden,  ob  nämlich 
nur  eine  und  dieselbe  Richtung  vorhanden  ist,  oder  ob  die 
Geraden  nach  zwei  oder  drei  oder  vier  verschiedenen  Rich- 
tungen vertheilt  sind.  ^  Der  erste  ^all  bedarf  keiner  wei- 
teren Untersiichung,  denn  über  vier  einander  pafairel  läu- 
fende Gerade  lässt  sich  nicht  mehr  als'  über  zwei  derglei- 
chen sagen,  "  Sind  zweitens  die  Geraden  nacK  iwei 'Ri'ch- 
tangen  vei'theilt,  so  gehen  entweder  drei  nach  der  einen 
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Richtung  und  eine  nach  der  anderen  Richtung,  9der  zwei 
Gerade  folgen  der  einen  und  zwei  der  anderen  Richtung; 
das  Erste  gäbe  drei  Parallelen,  durchschnitten  von  einer 
Geraden,  und  würde  nur  eine  Wiederholung  der  Parallelen- 
theorie sein,  das  Zweite  dagegen  ist  etwas  Neues;  es  ent- 
steht nämlich  durch  vier  solche  Gerade  ein  Viereck,  in  wel- 
chem jede  zwei  einander  gegenüberliegenden  Seiten  einan- 
der parallel  laufen,  d.  i.  ein  sogenanntes  Parallelogramm. 
Wendet  man  die  Sätze  der  Parallelentheorie  auf  die  vier 
Geraden  an,  so  findet  man  ohne  Mühe,  dass  die  an  einer 
Seite  liegenden  Winkel  eines  Paralle- 
logrammes  (z.  B.  L  BAD  und  L  ABC) 
zusammen  zwei  Rechte  ausmachen  und 
dass  ferner  die  gegenüberliegenden 
Winkel  (z.  B.  L  BAD  und  L  BCD)  ein- 
ander gleich  sind.  Hieraus  folgt  u.  A.  weiter,  dass,  wenn 
ein  Winkel  des  Parallelogrammes  ein  Rechter  ist,  sämmt- 
liche  Winkel  ebenfalls  Rechte  sein  müssen;  ein  derartiges 
Parallelogramm  heisst  ein  Rechteck,  und  wenn  ausser- 
dem zwei  in  einer  Ecke  zusammenstossende  Seiten  gleich 
sind,  ein  C^uadrat  . 

Sind  drittens  vier  Gerade  nach  drei  Richtungen  ver- 
theilt, so  müssen  zvs^ßi  Gerade  gleiche  Richtung  halten  und 
es  entsteht  in  diesem  Falle  ein  Viereck,  worin  nur  zwoi 
gegenüberliegende  Seiten  {^AB  und  CD) 
einander  parallel  sind;  dasselbe  heisst 
ein  Trapez;  die  grössere  der  parallelen 
Seiten  pfle£;;t  man  auch  wohl  seine  Basis 
ZU  nennen. 

Wenn  endlich  von  vier  Geraden  jede  eine  andere  Rich- 
tung einschlägt,  so  entsteht  ein  unregelmäsiges  Viereck. 
Sind  die  Seiten  desselben  gleich,  so  heisst  es  ein  Rhom- 
bus, ausserdem  aber  hat  man  keine  besonderen  Benen- 
nungen weiter  eingeführt.' 

Als  allgemeine  Eigenschaften  des  Vierecks  erwähnen 
wir  noch  folgende:  je  drei  Seiten  eines  Vierecks  betragen 
zusammengenommen  mehr  als  die  vierte  Seite,  ferner:  aus- 
ser den  vier  Seiten  des  Vierecks  giebt  es  noch  zwei  gerade 
Linien,  welche  ebenfalls  zur  gegenseitigen  Verbindung  der 
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Ecken  dienen;  diese  Geraden  entstehen  nämlich;  wenn  man 
die  gegenüberliegenden  Ecken  des  Vierecks  mit  einander 
Terbmdet,  and  sie  beissen  Diagonalen.  Jede  Diagonale 
tbeilt  das  Viereck  in  zwei  Dreiecke;  bierans  folgt  nocb^ 

dass  die  Siiiiiine  aller  Winkel  eines  Vierecks  vier  Recbte 
beträgt;  weil  sie  aus  den  Winkelsammen  jener  zwei  Drei- 
ecke zusammengesetzt  ist. 

II.  Wie  man  auf  dem  bisherigen  Wege  weiter  geben 
könnte,  bedarf  wobl  keiner  Auseinandersetznng  mebr;  es 
ist  aber  Hebt  zu  seben,  dass  die  Ergebnisse  eines  solcben 
weiteren  Fortschritts  zur  einen  Hälfte  nur  in  einer  langen 
Reihe  von  Definitionen  bestehen  würden,  welche  man  für 
die  einzelnen  Fälle  (ähnlich  wie  beim  Viereck)  aufstellen 
könnte.  Da  diese  aber  ebenso  wenig  ein  theoretisches  In- 
teresse als  praktische  W^ichtigkeit  besitzen,  so  übergehen 
wir  dieselben  und  entwickeln  nur  nocb  einige  allgemeine 
Eigenscbaften,  welcbe  jedem  ebenen  Vielecke  zukommen. 
Diese  Eigenschaften  betreffen  erstens  die  Anzabt  derjenigen 
Geraden,  welcho  je  zwei  nichtbenachbarte  Ecken  des  Viel- 
ecks verbinden,  d.  h.  die  Anzahl  der  Diagonalen,  und 
zweitens  die  Öumme  aller  Winkel  des  Vielecks. 

Stellen  wir  uns  an  die  eine  Ecke  eines  Vielecks  von 
n  Ecken  (n-Ecks),  so  können  wir  *von  bier  aus  gerade 
Linien  nacb  den  übrigen  n — 1  Ecken,  also  n  — t  Geräide 
ziehen;  zwei  von  diesen  Geraden  sind  Seiten  des  Vielecks 
(nämlich  diejenigen  Geraden,  welche  nach  den  beiden  Kach- 
barpunkten  gezogen  werden)  und  mithin  bleiben  n — 3  Ge- 
rade übrig,  welche  Ecken  des  Vielecks  verbinden,  obne 
Seiten  zu  sein;  d.  h.  man  kann  von  einer  Ecke  aus  n — 3 
Diagonalen  ziehen.  Dasselbe  l&sst  sieb  von  jeder  Ecke 
sagen  und  mithin  wäre  die  Anzahl  der  Diagonalen  =s 
n  (n  —  3) ;  dabei  ist  aber  jede  Diagonale  zweimal  gerechnet, 
nämlich  au  jedem  ilirer  Endpunkte  als  eine  besondere  ge- 
zahlt worden;  wir  mübsen  daher,  um  die  wahre  Diagonalen- 
zahl zu  erhalten,  noch  durch  2  dividiren.  Die  Anzahl 
der  Diagonalen  eines  Vielecks  von  n  Seiten- ist  dem- 
nach ss^l»  (n  —  3). 

Um  ferner  die  Summe  der  Winkel  eines  Vielecks  be- 
stimmen zu  k($nnen,  suchen  wir  eiäi  die  Frage  zu  beant- 
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Worten,  um  wieviel  die  Winkelsumme  einee  Vielecks  bu- 

nirarat,  wenn  man  dem  Vielecke  eine  neue  Seite  ansetzt, 
i Ist  nun  in  AB  irgend  eine  Seite  eines  Vielecks  p-^^^n^ 
und  denkt  man  sich  über       ein  Dreieck  con- 
stmirt,  dessen  Seiten  A€  und  BC  nicht  in  die 
Verlängerungen  der  anstossenden  Vielecksei- 
ten fallen,  so  hat  das  Vieleck  um  eine  Seite 
zugenommen,  indem  AC  und  BC  an  die  Stelle 
von  AB  getreten   sind.     Das  hinzugesetzte 
Dreieck  kann  nun  sowohl  außscrhalb  als  in- 
nerhalb des  Vielecks  zu  liegen,  kommen  und 
'^nmc^  jö^^  ersten' 
^  Falfe  nimn^^^^^      Winkelsumme  des  Vielecks  ciffenbar  lim 
'  Wie  cßei  ^ViTiiikel  A,  B  und  Cj  d.  h.  um  zwei  Rechte  bQ; 
^im  zweiten  Falle  vermindert  sich,  wie  man  aus  der  Figur 
'  sieht,  die  Winkelsumme  um  A  und  B,  wächst  aber  gleich- 
zeitig um  den  convexen  Winkel  bei  (7,  welcher  ~  2i?  -f- 
^'^A+B  ist,  sie  wächst  also  zusammen  doch  wieder 
•^'  i&j  an  dass  nun  in  jedem  Falle  die  Winkelsumme  um 
^^BU^i^mt/  sobald  die  Seilensahl  des  Vielecks  um  eine 
'  Einheit  veirmehrt  ivifd.   Öa  im  Dreieck  die  Winkelsumme 
^=z%B  ist,  so  folgt  hieraus,  dass  die  Winkelsumme  im 


5Eck  =  6Ä  =  3.2/^, 
i^^u^i      •        6Eck  =  8Ä=:4.2Ä 


ist  u.  s.  w.,  und  man  findet  hieraus  leicht  das  allgemeine 
Oesetz:  Die  Winkelsumme  eines  Vielecks  von  » 

Seiten  beträgt  («  —  2)  2 ^  (2«  —  4) /?. 

Hieran  knüpft  sich  noch  die  Consequenz,  dass  jedes 
Vieleck  wenigstens  drei  concave  Winkel  besitzen  muss. 
Denn  hätte  das  H-Eck  nur  2  concave  AViukel,  so  bcsässe 
es  n  —  2  convexe  Winkel,  und  da  ein  convezer  Winkel 
mehr  als  2Ä  beträgt,  so  betrügen  diese  convexen  Winkel 
zusammen  allein  schon  mehr  als  (« —  2)2i},  d.  h.  mehr 
als  die  Winkelsumme  des  Vielecks,  was  natürlich  nicht 
möglich  ist« 
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Der  Zusammenliang  unter  Bestandtheilen 

geradliniger  Figuren« 


Allgemieine  Erörterung. 

Wenn  von  irgend  eiueDi  Objecte  sämmtiiche  Bestand- 
theile  gegeben  sind  und  zugleich  die  Ordnung  Yorgeechrio- 
ben  ist,  in  welcher  diese  Bestandtheiie  auf  einander  folgen 
sollen,  80  kann  offenbar  nicht  der  g^ingBte  Zweifel  über  die 
Befichaffeoheit  des  Gegenstandes  selbst  stattfinden^  und  setzt 
man  in  der  Tliat  die  gegebuneu  Bcötandtheile  in  der  vor- 
gebciiiiebenen  Ordnung  zusammen,  so  wird  man  jedesmal 
dasselbe  Object  erhalten j  man  sagt  daher:  irgend  ein  Gegen- 
stand ist  seiner  Natur  nach  beatimmt|  sobald  seine  sämmt- 
liehen  Bestandtbeile  and  deren  Anordnung  bekannt  sind. 
.Von  diesem  ganz  allgemeinen  logischen  Gesetze  macht 
man  am  häufigsten  in  den  Katarwissenschaften  Gebränch; 
das  sogenannte  ßeötimmen  der  Pflanzen,  Mineralien 
u.  s,  w.  int  eben  nichts  Anderes  als  eine  Aufsuchung  der 
in  gewisser  Ordnung  auf  einander  folgenden  Bestandtbeile, 
aus  deren  Vergleiohung  mit  einem  gegebenen  Schema  der 
Platz  entnommen  werden  kann,  an  welchen  jene  Pflanze 
oder  jenes  Minerai  im  Systeme  gehört  Etwas  ganz  Aehn- 
liches«  lässt  ilich  nan  aach  in  der  Geometrie  leisten,  wenn 
man  solche  Gebilde  betrachtet,  deren  einzelne  Bestandtbeile 
nicht  mehr  von  willkuLrlicher  Grösse  sind  (wie  z.  B.  zwei 
Parallelen),  sondern  eine  gegebene  unveränderliche  Grösse 
besitzen,  d»  h.  mit  anderen  Worten,  wenn  wir  uns  an  die 
Betrachtung  geschlossener  Figuren  halten.  Es  ist  nach 
diesen  Bemerkungen  klari  dass  ein  Vieleck  ToUkommen 
bestimmt  sein  muss,  sobald  die  Seiten  und  Winkel  dessel- 
ben der  Reihe  nach  gegeben  sind,  denn  diese  bilden  eben 
die  Bestandtheiic  des  Vielecks.  Zugleich  erhellt,  dass  zwei 
Vielecke,  welche  in  allen  diesen  Bestandtheilen,  in  derselben 
Reihenfolge  genommen,  mit  einander  übereinstimmen,  nur 
ids  Wiederholungen  öder  Oopieen  von  einandergelten  können 
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und  dass  sie^  mit  den  gleichen  Seiten  nnd  Winkeln  auf  ein- 
ander gelegt,  zu  einem  einzigen  Vielecke  zusammenfallen 
müssen.  Derartige  Vielecke  nennt  man  einander  congru- 
ent  und  bezeichnet  ihre  Congruenz  mit  dem  Zeichen 
*•  Diese  Lehre  würde  sehr  kurz  ausfallen  und  sich  auf 
das  Gesagte  beschränken  müssen,  wenn  nicht  bei  den  Be- 
standtheilen  geometrischer  Figuren  eine  Eigenthümlichkeit 
stattfände,  die  man  sonst  nirgends  antriflFt.  Während  z.  B. 
die  Bestandtheile  naturwissenschaftlicher  Gegenstände  in 
keiner  gegenseitigen  Abhängigkeit  von  einander  stehen, 
(aus  der  Form  der  Blätter  z.  E.  folgt  noch  gar  nichts  über 
die  Form  oder  Farbe  der  Blüthen),  findet  zwischen  den 
Bestandtheilen  geometrischer  Figuren  ein  derartiger  Zu- 
sammenhang statt,  dass  man  aus  einigen  jener  Bestand- 
theile die  übrigen  finden  kann  und  mithin  nicht  alle 
Bestandtheile  eines  Vielecks  zur  Bestimmung  desselben 
erforderlich  sind.  Bleiben  wir  z.  B.  bei  dem  Dreiecke 
stehen  und  denken  uns  dasselbe  dadurch  gebildet,  dass  drei 
nicht  in  einer  Geraden  liegende  Punkte  durch  gerade  Li- 
nien mit  einander  verbunden  worden  sind,  so  sehen  wir  die 
Winkel  des  Dreiecks  mit  den  Seiten  gleichzeitig  ent- 
stehen und  finden  schon  hierin  eine  Hindeutung  auf  einen 
gegenseitigen  Zusammenhang  zwischen  den  Seiten  und 
Winkeln  eines  Dreiecks.  Diese  gegenseitige  Abhängigkeit 
der  Bestandtheile  der  Vielecke  zu  untersuchen,  ist  nun  der 
Zweck  dieses  Capitels  und  wir  fangen  die  Untersuchung 
natürlich  mit  der  einfachsten  Figur,  dem  Dreiecke,  an. 

Unvollständig  bestimmte  Dreiecke. 

Der  vorigen  allgemeinen  Erörterung  zufolge  haben  wir 
die  Frage  zu  beantworten,  wieviele  Bestandtheile  eines 
Dreiecks  gegeben  sein  müssen,  wenn  durch  dieselben  das 
Dreieck  bestimmt  sein  soll.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten 
wir  vorerst  die  sehr  einfachen  Fälle,  wo  von  dem  Drei- 
ecke nur  ein  oder  zwei  Bestandtheile  gegeben  sind.  Kennt 
man  einen  Bestandtheil  des  Dreiecks,  so  ist  dies  entweder 
ein  Winkel  oder  eine  Seite.    Im  ersten  Falle  steht  es  frei, 


—  «  — 

auf  jedem  Wink^fiobeiikel  einen  Punkt  willkUhrlicli  zuwfih- 

len  und  durch  geradlinige  Verbindung  dieser  Punkte  ein 
Dreieck  herzustellen,  welches  den  gegebenen  Winkel  ent- 
hält; man  sieht  augenblicklich,  dabs  sich  auf  diese  Weise 
uiendiich  viel  verschiedene  Dreiecke  mit  demselben  gege- 
benen Winkel  bilden  lassen,  dasa  aIbo  durch  einen  Winkel 
allein  das  Dreieck  nicht  bestimmt  wird*  Ist  aweltens  nur 
.eine  Seite  des  Dreiteoks  gegeben,  so  kann  man  die  £nd' 
punkte  derselben  mit  irgend  einm  ausser  ihr  willktlhrlidi 
gewählten  Punkte  geradlinig  verbinden  und  auf  diese  Weise 
ein  Dreieck  construiren,  welches  die  gegebene  Seite  ent 
hält;  auch  hier  zeigt  sich,  dass  unendlich  viel  verschiedene 
-Dreie<*ke  dieser  Art  möglich  sind,  dass  also  durch  eine 
ßeite  allein  das  Dreieck,  nicht  bestimmt  wird« 
.  .  Bei  awei  gegebenen  Bestandtheilen  sind  dreiFäile  an  uQ- 
tarscbetden,  jenai^dem  swei  Winkel ,  oder  eine  Seite  und  &n 
Winkel  oder  zwei  Seiten  als  bekannt  ^'üla^isgcäetzt  werden. 

a.  Sind  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  gegeben,  cO  kennt 
-jnan  nach  §.  #3,  IL  auch  den  dritten  Winkel,  und  um  nun 

ein  Dreieck  heraostellen,^  welches  diese  Winkel  enthält^ 
brandii  man  nnr  awei  der  gegebenen  Winkel^  etwa  A  und 
^  an  eine  willkObfllch  gewAblte  Basis  49  anratragen  und 

die  beiden  ftbrigen  Schenkel  AC  nnd 
ßC  bis  zu  ihrem  Durcbscbnitte  C  zu 
verlängern.  Zufolge  der  beliebigen 
Wahl  von  AI^  können  uuendlich  viel 
\    \  »   yerschiedene  Dreiecke  dieser  Art  con- 

 — stmirt  werden;  so  ist  z.  B.  in  der 

Figur  A'C IIAC,  BC' H BC  dMher  LA'^LA,  LB'^LB 
und  LC'=sLC,  aber  das  Dreieck  A'BC  wesentlich  Ter- 
schieden  vom  Dreieck  ABC,  Zwei  Winkel  bestimmen  dem- 
nach  das  Dreieck  nicht. 

b.  Es  seien  ferner  eine  Seite  AB  und  ein  an  liegten- 
4er  Winkel,  etwa  gegeben;  man  denke  sich  dann  auf 
dem  einen  Schenkel  dieses  Winkels  die  vorgeschriebene 
Strecke  AB,  auf  dem  anderen  Schenkel  die  beliebige  Strecke 
AB  abgeschnitten  und  die  Gerade  B€  gezogen^  so  hat 
man  ein  Dreieck  ABC  mit  den  gegebenen  Bestandthei- 
1q9.  Wegen  der  Wülkiihriichkeit  von  AC  sind  solcher  Drei- 
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ecke  unendlich  viele  v^rBchiedene  mOglicli ,  Tlg*  \% 
und  daher  ist  auch  hier  das  Dreieck  nicht 
bestimmt.  Werden  zwei  derartige  Dreiecke 
ABG^  und  JBC  mit  den  wilikührlichen  Seiten 
AC  und  AC  construirt  indem  man  AC'  >  AC 
nimmt,  so  gilt  aooh  für  die  Gegenwinkel  ABC 
nnd  ABC  die  Besielmng  L  ABC'  >  L  ABC\ 
d.  h.:  Daß  Dreieck  «it  der  grCTiseren 
wilikührlichen  Seite  hat  auch  den  grösseren  Ge- 
genwinkel. 

Wenn  ausser  der  Öeite  AB  der  gegenüberliegende 
Winkel  C  gegeben  ist,  so  kennt  man  die  Summe  der  an- 
liegenden Winkel,  nämiick  A.+  B^^R'-C.  £inen  d«^ 
'selben  Mann  man  wifikfllirUdi  (nnf  kleiner  «I«  211  —  €^ 
wählen ;  die  TOfige  Gleichung  giebt  dann  den  anderen  und 
wenn  man  jetzt  beide  Winkel  an  AB  anträgt,  so  erhält 
man  ein  Dreieck  mit  den  vorgeschriebenen  Bestandtheilen. 
Zufolge  der  wilikührlichen  Wahl  des  einen  der  beiden  Win- 
kel A  und  B  ist  auch  hier  das  Dreieck  nicht  bestimmt. 

e.  Wir  setken  endlich  voransi  daas  awei  Seiten,  etwa 
AB  Und  AC'  gegeben  seien.  Legt  ~tnan  dkselben  «o  an 
einander,  dass  sie  einen  beliebigen  Winhd  BAC  ein- 
schliessen  ,  und  verbindet  die  Endpunkte  B  und  (7  durch 
eine  Gerade,  so  kann  man  beliebig  viel  verschiedene  Drei- 
ecke mit  denselben  zwei  Seiten  AB  und  AC  bilden;  durch 
swei  Smten  ist  alse  das  Dreieck  nicht  bestimmt. 

Um  an  erfohren,  wie  die  dritte  ^Mte  BC  sich  änd^ 
wenn  der  Winkel  BA€  ^e  Aendmmg  erleidet ,  belracb- 
ten  wir  swei  Dreiecke-  ABC  und  ABC  weldie  in  den  Sei- 
ten  AB  und  AC~  AC'  über  ein  stimmen,  während  LBAC' 
^  L  BAC  ist.  Hierbei  kann  C  drei  verschiedene  Lagen  in 
Beziehung  auf  das  Dreieck  ABC  einnehmen;  es  fällt  näm- 
lich C  entweder  ausserhalb  des  Dreiecks  ABC'  od«?  auf 
die  Seite  BC  4^er  in  das  Dreieck  ABC*    iiennen  wir 


Fig.  14  ff.  1%.  14  p.         Flg.  14  r. 


Digitized  by  Google 


iniBier  D  den  DurchschDitt  von  ^6"  mit  d^r  nöthigenfidls 
▼eiiäDgerten  AC^.  so  ist  bei  dor  ersten  Lage 

FigiM«;  Flg.  Fi^l4y. 


im  Dreieck  AG'D  :  AD  -f-  CH  >  A(!^  . 
mithin  snsanunen  ^ 

jOAch  beidt^fseitiger  Wegüalime  von  AC=^AC'  bleibt 

BC  >BC, 

lÄQ..*»£ßiten  Falle  erhellt  unmittelbjSJ, .  dj^s  i?<?' > 
'Min(.wuuw   Bei  der  dritten  Lage,  liat  mfoi  ^ 

.    im: Dreieck  ACI^:  AC /-h  (fm  >.^Ja>,. 
.  mlAln  dwoh  bisUkmftige  Hinsnfügung  von  ß^: 

od§r  auch  '        !  '         s  ;  ^ 

AC  -f  i>'C   >  AC  +  t7J  +  BD., 
.^«etj^  man  alatt  t^i>  4-  i^i/  die.  w/exiiger  ^etr^ea^e  .^i^e  SC, 
<sa  ist  um  ßOiiAolir 

,( "  ■  .  BC  >BV. 

Man  kann,  daher  sagen:  Wenn  zwei  Dreiecke  in 
zwei  Seiten  aber^  nicht  im  zwischenliegenden 
Winkel  übereinfitimmen ,  so  sind  auc^die  di^itten 
Seiten  TeraobiedoD;  und  zwar,)iat  da^sjenige^Dx^i- 
eolc  die  grossere  dritte. Seite>  weri>n  die  ge^ebe* 

•rüOB^ieiieia-dea.gr&iserep:  Winkei^isii^^chliessf  n. 

Aift  allgemeiAes  Eesukat  dieser  ^(7ntersii<iIinDg  ergiebt 
sich,  dass  ein  Dreieck  durch  zwei  ßestandtheile  nicht  be- 
stimmt ißt;  man  bedarf  daher  wenigstens  dreier  ßestand- 
theile unter  denen  mindestens  eine  Seite  vorkommen  muss 
weil;  nach,  dem  nnter  a  Gesagten,  die  drei  Winkel  nicht 
aasreichen. 
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ße&timmuiig  des  Dreieck    aus  einer  8eite  und 
 zwei  Winkeln.  .i  jÜ  .wii  »li  :  •jÜj. 

ü.  von  einein 

ä^iWIkel)  und  eiiife  S^ite       gegebeü  8fe^   sio  kÖnÄiii 

wir  uns  denken  ^  das^  zuerst  die  gegebene  Seite  AB  ge- 
zeichnet worden  sei  und  an  diese  die  gegebenen  anliegen- 
den Winkel  A  und  B  angesetzt  werden.  Dies  gesehielit 
dadurck,  daiss  "wir  den  Scheitel  des  Winkels  -4  auf  den 
Endpunkt  Ä  Ser  gegebenen  Qeraddü  und  den  einen  Bei- 
her ScBenkel'  auf  ^1^  legeii;  ;jt^^  Schenkel  von  A 
giebt  dänn'^dii'lhcttnn-  an,  fi^W^er  die  Creieckseite 
jfC  liegen  muss.  Verfahren  wir  ebeiiso  mit  dem  Winkel 
Bj  so  erlialtni  wir  die  Kichtung,  in  welcher  die  Seite  BC 
^u  suchen  ist.  Ijeide' Richtungen  durchschneiden  sich  in  C 
uüd  dieser  Punkt  muss  nun  die  Spitze  des  Dreiecks  sein, 
weil'^/^dfB  Dürchnitt  der  beiden  anderen  Dreieckseiten, 
sowbid  in  der  einen  als  in  der  anderen  Seite,  also  anekln 
der  einen  wie  in  der  ' aideren^icbtüng  liegen  mu8B.  Da 
sich  aber  zwei  Gerade,  hier  die  jedesmaHgetfirtveJJtÖlif  8clietf- 
kel  der  Winkel  A  und  /?,  nur  in  einem  Tunkte  schnei- 
den (§.  2.  II.),  so  entsteht  auch  nur  ein  ganz  bestimm- 
tes Dreieck;  welches  die  gegebenen  Bestandtheile  ent- 
hält, d.  h»  Ein  Dreieck  ist  durch  eine  Seite  und 
Bwei  Winkel  bestimmtr  Hieraus  folgt  weiter:  Zwei 
•  Bs0i«eke'^i(ihidr  xcongruent,  sobald  sie  in; .«ii^pr 
Seite  und  zwei  ähnlich  liegenden  Winkeln  über- 
einstimmen. 

b.    In  dem  einfachen  Falle,  wo  die  beiden  an  der  Seite 
^  liegenden  Winkel  einander  gleich  sind,  ist  es  leicht, 
"auch  das  Verhältniss  der  Seiten  AC  und  BC  ausündig  au 
ÄMUiben.    Denkt  inin  BVsh  tiälAlich  döÄ  .      Fig.  15.     !  ? 
l^lLet  C  i^^  ^n^'^Gö^Me  talbirt,  ■     ' ' 

weiche*  "^If  in  *  i>  schneidet ,  so  tMSAH  ' 
das  Dreieck  ABC  in  zwei  andere  Drei- 
ecke ACB  und  BCD]  diese  besitzen  die 
^iSeite  (7Z>  gemeinschaftlich  und  sthumen 
ammhub  noch  in  zwei  Winkeln  überein;  es  ist  nämlich 
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LBAC=^L  ABC  wegen  der  VorMiMeteaiig,  und  L  ACD  » 

L  BCD  durch  Construclion.  Hieraus  zusammen  folgt, 
dass  die  Dreiecke  ADO  und  BDC  congruent  sind,  also  in 
allen  Bestandtheilen  ilber einstimmen  und  dass  mithin  auch 
AC  =3  BC  iBt;  giebt  den  Satz:   Zwei  gleichen 

Winkelii  eines  Dreiecks  liegen  ancb  gleiche 
Seiten  gegenüber^  oder:  Ein  Dreieck  mit  swei 
gleichen  Winkeln. ist  auch  ein  gleichschenkliges 
Dreiec  k. 

c.    Mit  Hülfe  dieses  Theoremes  lässt  sich  der  Fall, 

dass  A  grösser  oder  kleiner  als^  B  is^ 
etwas  näher  erörtern.  Ist  etwa  ^  der 
grössere  Winkel,  so  denke  man  sich  den 
Winkel  B  davon  subtrahirt,  nfimlich  AD 
so  gelegt,  dass  L  BAD  =  L  ABD  ist ;  das. 
Dreieck  ABD  hat  dann  zwei  gleiche 
Winkel  und  mithin  sind  nach  dem  Vorigen  die  Seiten  AD 
lyid  BD  einander  gleich.  In  dem  Dreiecke  ACD  ist  nun 
weiter 

AD  +  CD>AC  {%.  3.  n.), 
oder^  urenn  man  statt  AD  die  gleiche  Seite  BD  setzt 

BD  -h  CD  >  AC  oder  BC  >  AC, 
d.  h.:  Dem  grösseren  Winkel  in  einem  Dreieck 
liegt  auch  die  grössere  Seite  gegenüber. 

§.  8. 

Bestimmung  des  Dreiecks  aus  zwei  Seiten  und 

einem  WinkeL 

Nachdem  wir  die  Bestimmung  eines  Dreiecks  aus  einer 
Seite  und  zwei  Winkeln  erörtert  haben,  gehen  wir  weiter, 
indem  wir  für  den  einen  Ton  jenen  Winkeln  eine  Seite  auf* 
nehmen  und  ansehen,  ob  sich  ans  zwei  Seiten  und  einem 
Winkel  ein  Dreieck  bestimmen  lässt.  Dabei  sind  aber 
zwei  Fälle  zu  nnterscheiden,  ob  nämlich  der  gegebene  Win- 
kel zwischen  den  gegebenen  Seiten  liegt  oder  nicht. 

I,  fl.  Sind  von  einem  Dreiecke  zwei  Seiten  und  der 
.Winkel,  welchen  sie  einschli essen,  gegeben,  so  denke  man 
(Hoh  aaerat  den  Winkel  gezjeichnet  und  auf  seine  Schenkel 
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vom  Scheitel  aus  die  gegebenen  Seiten  aufgetragen.  Auf 
den  Schenkeln  des  Winkels  erhält  man  hierdurch  zwei 
Punkte,  welche  man  nur  noch  durch  eine  Gerade  zu  ver- 
binden braucht,  um  sogleich  ein  Dreieck  zu  bekommen, 
welches  in  der  That  die  gegebenen  Bestandtheile  enthält. 
Da  es  aber  zwischen  zwei  Punkten  nur  eine  einzige  Gerade 
giebt,  so  ist  jenes  Dreieck  auch  das  einzige,  welches  die 
gegebenen  Bestandtheile  enthält;  d.  h.:  Ein  Dreieck  ist 
durch  zwei  Seiten  und  den  von  ihnen  einge- 
schlossenen Winket  bestimmt.  Hieraus  folgt  weiter: 
Zwei  Dreiecke  sindcongruent,  sobald  sie  in  zwei 
Seiten  und  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Win- 
keln übereinstimmen.  ,-.  • 

b.  Einige  Aufmerksamkeit  verdient  noch  der  Fall, 
wenn  die  zwei  gegebenen  Seiten  des  Dreiecks  einander 
gleich  sind:  AC=BC.  Denkt  man  sich  hier  die  Halbirungs- 
linie  CD  des  Winkels  C  gezogen,  so  entstehen  die  beiden 
Dreiecke  ACD  und  BCD'^  in  diesen  ist  yi^.  17. 

der  Voraussetzung  nach  AC=^BCy  fer- 
ner CD  beiden  gemeinschaftlich,  endlich?  »t  r? 
L  ACD  —  L  BCD  vermöge  der  Construc- 
tion.  Die  beiden  Dreiecke  ADC  und  ^ 
BCD  stimmen  also  in  zwei  Seiten  und„. 
dem  eingeschlossenen  Winkel  überein,  sind  folglich  con- 
gruent  und  lassen  daher  die  Folgerung  LBAC  ABC  zu; 
d.  h.:  Die  Winkel  an  der  Basis  eines  gleichschenk- 
ligen Dreiecks  sind  einander  gleich,    ».-t -.^^»f- 

Auf  das  gleichseitige  Dreieck  angewendet  giebt  dies 
noch  den  Satz:  Die  Winkel  eines  gleichseitigen 
Dreiecks  sind  einander  gleich  und  zwar  istje- 
der=|Ä  =60^ 

c.  Sind  dagegen  die  Seiten  AC  und  BC  ungleich,  etwa 
AC  die  grössere,  so  schneide  man  von  C       p.^  jg 

aus  die  kleinere  auf  der  grösseren  ab,  so 
dass  CD  =  CB  wird ;  es  entsteht  hierdurch 
ein  gleichschenkliches  Dreieck  und  in  die- 
sem ist  nach  dem  Vorigen  L  CBD  = 
L  CDB.  Der  letztere  bildet  zugleich  den 
Aussen  Winkel  des  Dreiecks  ABD  und  ist  deshalb  =  L  ABD 


t  - 
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Aoft-derBo  geiyeoiiiiaiieii.Unglekihttiit.t  CAB  ^  Al^folgt 
nttnr  togl^ioliy  wenii.  ititt  L  CDB  der  ihm  gleiche  L 

ge&etzt  wird,  L  CBD  ^  L  UAB\  uin  eio  mehr  aber  ist  ge- 
wiss L  CBA  L  CAB y  weil  jetzt  an  die  Stellt;  deö  ohne- 
hin Grösseren  etwas.- noch  Grösseres  gesetist  worden  ist; 
idiot-  Der  grosseren-  Seite  ein««  -Qjreii^eks 

II.-  Ib  dem  xmhen»Fdl&,  .wenn.  swei^eik«&:detDr^^ 
^elni  und  einer  der' nicbt  . eingeschlossenen  Winkel  gegeben 

bind,  uDtorsclieiden  wir,  ob  der  Winkel  der..grQfip^r§i\  o4ex 
der  kleineren  jener  Seiteii  gegen überliegt.  ; 

Fig.  19.  ^indi  nun  erstlich  gegeben.. ^i'l^.'^ß 

-..2f-       -  -nnd  £  ii>--wobei         ^J?  ist,  s^  cen- 

i         /f\    *  ■t'iubr^ '  man. JAtetBl^  4^n:  Winkel  Ä  lüvA 

^     /       \' '  ndMfte /von  seinem  ite^^iMI«: Aal  d^in 

•  •  ^z'.„../  \ einen  seiner  Schenkel :  eine  Strecke  = 

^^^^^  ^  c 

— „i^,  so  hat  zwei  Ecken  A  und  B  des 

fraglichen  Dreiecks.  Um  nun  die  dritte  Ecke  zu  tinden, 
berücksichtige  mau  dass^.  dieseÜae  .  eiii^rs^ts.c.f^uf  deii^ 
Winkelschenkel  Hegen,  ansserdem -eher  pQpb  von  B 
um  die  gegebene  G«smde  entfiel  «eijtiininfs« .  D<^t 
man  sick  aus  )S  mh  dem  :HalbmeS8et  BC  fm^  y^v^  be- 
iMshrieben,  so  bildet  dieser  den  Inb^^ff  iJler  derjenigen 
Punkte,  welche  von  B  um  BC  entfernt  sind,  und  folglich 
muss  sich  der  Punkt  6' auf  dieser  Kreislinie  befinden;  da 
er  ausserdem  noch  auf  dem  Winkelschenkei.  4-0.  liegen  miisi^ 
eo  giebt  jetzt  der  Durchschnitt  des  Kreises  und  des  in 
Rede-  «teilenden.  Winkelsebenkda  die:  dritte.  JB^ke  .un4 
mi^  däs'gaase  Dreieek*:  Es  adbneidel  aber,  id^r,  Sreiji  4^ 
Winkelschenkel  oder  dessen  Verlängemi^  zzum-*  sw^tem 
Male*)  in  6'',  und  so  wäre  es  wohl  möglich,;  dass  hier 
aus  den  gegebenen  Bestandtheilen  zwei.  Dreiecke  herzu- 
stellen wären;  dem  ist  jedoch  nicht  so;  das  Dreieck  ^.ßC 
stimmt  awar  in  awei  Seiten  (dB  »       und  BC  =  B.G) 

*)  Da  AB  kleiner  als  der  Kreishai biiiess er  CB  ist,  so  liegt  A  im  In- 
neren des  in  Kede  stehenden  Krei-oa  uiid  folg'lich  muds  üiue  Ge- 
rade durch  A  den  Kreis  wenigstens  zweimal  schneiden,  beim  Ein- 
tritte in  den  Kreis  und  beim  Austritte  aus  demselben.  Dass 
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mit  dem  Dreiecke  ABC  überein,  dagegen  besitzt  es  nicht 
den  Winkel  BAC^  sondern  dessen  Nebenwinkel;  demnach 
gielA nur  m  einciges  Dreieck  ^  welbhes  die  gegebenen 
BMaaidlh«ile  etothftit,  d.h.:  Ein  Dreieck  ist  darch 
*str%l  Si^iiten  nnd  den  der  grösseren  Seite  gegevi- 
Uberliegenden  Winkel  b  estiui  m  t :  oder  auch:  Zwei 
Dreiecke  Bind  eon  c^rii  e  n  t ,  wenn  sie  in  zwei  Sei- 
ten übereinstimmen  und  ausserdem  die  denje- 
desmäli'gfen  grösseren  Seiten  gegenüberliegen- 
d'^ih^Wli^kel  beiderseits  gleich  sind. 

-JäiftgKifs  gestaltet  sich  die  Sache ^  wenn  der  gegebene 
WSiriWl'^il^leht  der  grösseren,  sondern 
der   kleineren   d^r   crogebenen  Seiten 
gegenüberliegt,  uo  umgekehrt  BC  klei- 
ner als  Aß  ist.    Die  vorige  Construc- 

iS^n  bleibt  Sich  dann  zwar  gleich^  aber  

^  mMAei  siweite  Durchschnitt  C  nicht  "  "'^ 

iilf^BÄ^' Verlängerung  von  AB,  sondern  zwischen  A  und 
und  hier  giebt  es  in  der  Tliat  zwei  (in  den  (^rnudiiuien 
AC  \u\il  AC)  verschiedene  Dreiecke  .IBC  und  ABC/, 
welche  gleichwobi  in  zwei  Seilen  (  iB==:AB,  BO'^BC) 
ttod  ebenso  in  einem  Winkel  (BAC)  übereinstimmen.  Dem- 
füfcch  »ft^itt  diesem  Falle  das  Dreieck  im  Allgemeinen  nicht 
IM^ftliat^'' im  Ocgentheile  findet  gewöhnlich  eine  Zwei- 
adiftgkef^'Sfatt. 

Bestimmung  des  Dreiecks  ans  seinen  drei  Seiten. 

Betrachten  wir  endlich  noch  den  letzten  Fall  der  Be- 
atimmnng  eines  Dreiecks,  denjenigen  nämlich,  in  welchem 


die  Gerade  den  Kreis  nicht  v.nn\  dritten  Male  8chnei4et|  erhellt  ao« 
Wäre  />  der  dritte  Durch«clinit(^punkt,  so 
müsste  wegen  der  Gleichheit  aller  Halb- 
messer BD~BC  und  nnch  BJ)=.BC  sein; 
aus  dem  ersten  fulgt  L  HDO^LBCD  und 
.  aus  dem  zweiten  LBDC^LBCCx  also  ^  ^. 

wäre  auch  L  BC l)  =  LBCCf  ^  was  unmög-   " 

lieb  ist ,  weil  der  Aussenwinkel  BC D  mehr  betragen  muas  als  der 
gegenüberliegende  Innenwinkel  ^CC'. 
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die  drei  Seiten  desselben  gegeben  sind.    Denken  wir  nns 
zuergt  die  eioQ  Seite  des  Dreiecks,  und  zwar  die  längste, 
Flg.  82.  •  hingelegt,  so  niuss  der  iundpunkt  C 

^         der  zweiten  Seite  AC  offenbar  auf  etnar 
«       y'^K       Kiei&lhue  su  sttclieii  Sfan,  weiche  am«  A 

™*  ^™  Halbinewer  JC  beechriebaB  wer- 
x~     |~/ ^        ^^'^  >  denii  auf  dieser  KrewUnie  He- 
;/        gen  alle  l^inkte,  welche  von  A  um  AC 
c'  abstehen.    Da  abor  C  niclit  nur  der  End- 

punkt von  AC^  sondern  auch.dei:  i^udpunkt  der  drit^ü 
Seite  BC  ist  und  folglich  um  dia  gegebene  Entfernung  BC 
von  B  entfernt  sein  mu99,  so  ist  aus  ein««»  ft|inUpfaen  Grun^ 
der  Punkt  C  auch* auf  derjenigen  Kreialinie  ssu  suchen, 
welche  um  B  mit  dem  Halbmesser  BC  bescbrieben  werden 
kann.  Der  Punkt  C  liegt  aber  nur  dann  auf  beiden  Kreis- 
linien zugleich,  wenn  er  der  Dnrchscbnittspunkt  dorselbpn 
ist^  und  hierdurch  erhält  man  die  dritte  Ecke  C  des  Drei- 
ecks und  somit  das  gansie  Dreieck.  Es  könnte  nun  aber 
seini  dass  sich  die  Kreise  no<^  mehrmals  schnitten ,  auM^ 
im  Funkte  (7»  z.  B.  noch  im  Punkte  (fy  es  würden  dann 
offenbar  noch  mehr  Dreiecke,  wie  hier  ABC\  entstehen, 
welche  aus  denselben  drei  Seiten  wie  ABC  zusammengesetzt 
sind.  Um  zu  entscheiden,  ob  diese  anderen  Dreiecke  von 
dem  ersten  verschieden  sind  oder  nicht,  bringen  wir  ein« 
'  derselben  in  eine  solche  Lage,  dass  C  und  C*  auf  entgegen- 
gesetzten Seiten  von  AB  liegen  (wenn  diese  Lage  nicht 
von  Hause  aus  statt  finden  sollte),  und  ziehen  die  Gerade 
CC\  Da  nach  der  Construction  AC=zAC'  und  BC^-ßC 
ist,  so  sind  die  Dreiecke  ACC'  und  BCC  beide  gleich- 
schenklig und  mithin  haben  wir 

L  ACC'^  L  AC'C, 

LB€€'z:^LBC'C; 
durch  Addition  dieser  Gleichungen  folgt  augenblicklich 

LACB^LAC'B', 
die  Dreiecke  stimmen  also,  ausser  in  den  Seiten  noch  in 
einem  Winkel,  mithin  in  zwei  Seiten  und  dem  ( in^-eschlos- 
senen  Winkel  überein  und  sind  folglich  congruent.  Wir 
haben  daher  den  Satz:  Ein  Dreieck  ist  durch  seine 
drei^Seiten  bestimmt,  oder:  Zwei  Dreiecke  sind 
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congruent,  sobald  sie  in  den  drei  Seiten  der 
Reihe  nach  tiberein  stimmen.        r  .  r     •  •»  • 

Fassen  wir  nun  Alles  zusammen,  was  wir  über  die  Be- 
stimmung der  Dreiecke  kennen  gelernt  haben,  so  können 
wir  sagen:  ein  Dreieck  ist  durch  drei  Bestand- 
theile,  unter  denen  sich  wenigstens  eine  Seite  be- 
finden muss,  vollkommen  bestimmt;  kürzer  noch 
läsßt  sich  dies  so  ausdrucken:  drei  von  einander  un- 
abhängige Best  and  th  eile  reichen  zur  Bestimmung 
eines  Dreiecks  hin,  wo  der  Fall  dreier  Winkel  durch 
den  Zusatz  „unabhängig"  ausgeschlossen  ist,  indem  der 

dritte  Winkel   von  den  zwei  ersten  abhängt  [C  =  2B   

(A-^-B)],  Als  Ausnahme  von  diesem  Satze  ist  einzig  und 
allein  der  zweideutige  Fall  zu  betrachten ,  in  welchem  zwei 
Seiten  und  der  der  kleineren  von  ihnen  gegenüberliegende 
Winkel  gegeben  sind,  f        «  - 

Unter  besonderen  Umständen  kann  eine  geringere  An- 
zahl von  Bestandtheil  en  zur  Bestimmung  des  Dreiecks  aus- 
reichen, nämlich  dann,  wenn  das  Dreieck  einer  ffpeciellen 
Classe  von  Dreiecken  angehört.  So  ist  z.  B.  das  gleich- 
schenklige Dreieck  schon  durch  zwei  Seiten  (nämlich  (irund- 
Ünie  und  Schenkel)  oder  durch  eine  Seite  und  einen  Win- 
kel beatimrat;  das  gleichseitige  Dreieck  bestimmt  sich  durch 
eine  Seite  allein.       ^    .         .    ,,f{^.  ..f.M^.,,  - 

r  '■      §.  10.  .       •  '  '  i« 

Eigenschaften   und  Bestimmung  der  Tier-  und 

Vielecke. 

I.  Da  sich  jedes  Vieleck  durch  Diagonalen  in  Drei- 
ecke zerlegen  lässt,  so  ist  leicht  einzusehen,  auf  welche 
Weise  man  die  Frage:  „wieviel  Bestimmungsstücke  gehö- 
ren zu  einem  Vielecke?"  zu  beantworten  im  Stande  sein 
wird.  Bleiben  wir  zunächst  bei  einem  Vierecke  ABCD 
stehen  und  denken  uns  die  Diagonale  AC  desselben  gezo- 
gen, so  zerfallt  es  in  zwei  Dreiecke  ^^6' und  ACD,  welche 
die  Seite  AC  gemeinschaftlich  besitzen.  Es  ist  unmittelbar 
klar,  dass  das  ganze  Viereck  bestimmt  sein  wird,  wenn 
seine  beiden  Theile,  die  Dreiecke  ABC  und  ACDj  bestimmt 
sind,  und  demnach  wären  2.3  =  6  Bestandtheile  nöthig^ 

3* 
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da  aber  die  Sehe  AO  in  beiden  Dreiedkefi  vMoBiiiit,  so 

fallen  zwei  von  den  sechs  Bestandtheilen  jener  Dreiecke 
(oder  des  Vierecks)  in  einen  einzi^n  zusammen  und  es 
bleiben  daher  nur  noch  fünf  übrig,  d.  h.:  Zur  Bestim- 
mung eines  Vierecks  sind  im  Allgemeinen  fünf 
fiestandtheile  nothwendig. 

Wir  sagen  bier  ,^m  Allgemeinen'',  weil  man  ancb  mit 
einer  geringeren  Zahl  Bestandtheile  auskommen  kann,  ecK 
bald  das  Viereck  kein  beliebiges  ist,  sondern  einer  bestimmten 
Klasse  angehört,  und  ebendeswe<^en  besondere  Eigenschaf- 
ten besitzt.  Wir  wollen  diese  Untersuchung  genauer  durch- 
führen. 

«,   Das  Trapez.   Zieht  man  in  dem  Trapez  ABCP 
.^^       die  Diagonale  AC^  so  werden  wie  bish^ 
d!  ^  Stficke  anr  Bestimmung  des  Dreiecks 

ABC  erfordert,  welches  den  ersten  Theil 
des  p^anzen  Trapezes  ausmacht.  Von  dem 
zweiten  Dreiecke  ACD  kennen  wir  nun  erst- 
lich die'' Seite  ACy  ferner  den  Winkel  ACDy  weil  vermdge 
der  Definition  des  Trapezes  CD  parallel  zu  Aß  liegeUi  mit- 
hin L  ACD  =  L  BAC  sein  mnss^  und  demnach  fehlt  amr  Be- 
stimmung des  Dreiecks  ÄCB  nur  noch  ein  einaiger  Bestand- 
theil;  dieser  giebt  mit  den  Bestandtheilen  'des  Dreiecks 
ABC  zusaniDicn  vier  Bestandtheile,  d.  h.:  Zur  Bestim- 
mung ei  n  e s  Trapezes  sind  nur  vier  Bestandtheile 
eif  or  d  eriich. 

Das  Parallelogramm.  Die  beiden  Dreiecke 
ABC  und  ACB^  in  welche  das  Paralle- 
logramm ABCb  durch  die  Diagonale 
AC  »erlegt  wird,  haben  die  Seite  AC 
gemeinschaftlich ;  ausserdem  sind  die 
7     ''       7  AVinkel   n ÄC  und  DCA  als  Wechsel- 

winkel  und  aus  demselben  Grunde  die  Winkel  ACB  und 
CAD  einander  gleich;  die  in  Bede  stehenden  Dreiecke 
stimmen  demnach  in  einer  Seite  und  awei  Winkeln  über- 
ein, sind  folglich  congruent  und  fähren  deshalb  an  den 
Gleichungen  AB  ==  CD  und  BC  ts^  CA,  d.  h.:  In  einem 
Parallelogramme  sind  die  Gegenseiten  einander 
gleich.   Man  wird  übrigens  leicht  bemerken,  dass  dieser 
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Satz  auch  umgekehrt  gilt,  d.h.:  Ein  Viereck  mit  glei« 
Qliea  Gegenseiten  ist  ein  Parallelogramm. 
itniiZie^t  man  noch  die  «weite  Diagonale  BD^  welche  die 
er«t9  in  M  idm^dety  so  serfälll  das  F«nülelogr«iiim  in  vier 
Dreiecke  I  tob  denen  awei  einander  gegenüberliegende 
congment  sind«  In  Besiehnng  anf  die  Dreiecke  ABM  und 
CDM  h?it  man  z.  B.  nach  dem  Vorigen  AB=zCDy  L  ABM 
.  =  L  CDM  und  L  AMB  ~  L  CMD  (als  Scheitelwinkel),  mithin 
Ui&begreini&timmung  in  einer  Seite  und  den  Winkeln,  folglich 
«sch  GoDgruenz.  Vemöge  der  letzteren  ist  AM  =  CM  und 
BM^BMi  d«  b,:  Die  Diagonalen  eines  Parallelo- 
grammes  balbiren  sieb  gegenseitig«  Auch  dieser 
Satz  kann  umgekehrt  werden ^  n&mlieh:  Ein  Viereck, 
dessen  Diagonalen  einander  iialbireni  ist  ein  Pa* 
ralleiogranim. 

Aus  den  angegebenen  Eigenschaften  folgt,  dass  das 
BMäUelogram»  ABCD  bestimmt  ist,  sobald  man  entweder 
•etile  HttlftOy  nUmliob  das  Dreieck  "ABC^  oder  eins  der 
Dreiecke  ABMj  BCM,  CDM,  BAM  kennt;  in  jedem  Falle 
heisöt  dies:  Zur  Bestimmung  eines  Paral  1  ci ogi  am- 
mes  sind  nur  drei  Bestandtheile  erforderlich. 

c*  Das  Rechteck.  Einfacher  gestalten  sieb  die  yo~ 
rigen  Verhältnisse,  wenn  die  Winkel  des  Parallelogranimes 
l^eii^b  werden,  also  letzteres  in  ein  Rechteck  fibergebt. 
Ausser  der  Gleicbbeit  der  Gegenseiten  findet  bier  noch  die 
Gleichheit  der  Diagonalen  ststt,  weil  die  Dreiecke  ABC  und 
BAD  in  zwei  Seiten  ^Aß  =  BA  und  BC  ==  j,,  ^ 
DA)  und  in  dem  rechten  Winkel  überein-  ^  '  *  ^ 
stimmen,  mithin  congruent  sind.  Da  fer- 
MT  von  gleichen  Linien  aoob  die  Hälften 
glMob  se^  mttssen,  so  bat  inan  weiter  if^ 
xsJfi9»ilfCs=sjKI»eder  in  Worten:  Der  Darcbschnitts- 
puiikt  der  Diagonalen  eines  Rechteckes  ist  von 
den  £cken  desselben  gleich  weit  entfernt  ''). 

t*)  Betrachtet  manilf  als  den  Mittelpunkt  der  Hypoteuuse  des  recht- 
winkligen Dreiecks  ABC^  so  kann  man  den  ohigen  Satz  auch  fol- 
genderomaasen  aussprechen:    In  jedem  rechtwinkligen  Drei- 
ecke iit  der  Mittelpunkt  der  Hypotenuse  von  den  drei 
Spitsen  des  Dreiecks  gleich  weit  entfernt« 
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Mittelst  der  Bemerkung^  dMn  dal  RedMe^k'  «Üb  -llfts 

Doppelte  eines  rechtwinkligen  Dreieckes  angesehen  werden 
kann,  und  dass  letzteres  durch  seine  beiden  Kallioten  schon 
bestimmt  ist^  hat  man  noch  den  Satz:  Ein  Rechteck 
wird  durch  zwei  in  einer  Ecke  zuBammenstos-' 
sende  Seiten  bestimmt« 

'  d.  Der  Rlioinbus.    Wenn'  ein  Viereck  gleiche 
Sdite  erfa&lt ,  so  ist  AB=BC=€D^  BA,  und  «s  stimmen  - 
'  Fig.  20.  daher  die  Dreiecke  ABC  und  CDA  in  al- 

'€  len  Seiten  überein;  hiLiaus  folgt  ihre 
Con^a'uenz  und  weiter  L  CAB  =  LAOB, 
mithin  AB  //  CJ),  ebenso  L  BOA  =  L  DAC 
und  BCIIDA\  d.  k.:  Ein  BkombuB 
kann  als  Parallelogramm  mit  ewei  gleiefa^en  am- 
liegenden  Seiten  {AB^AS)  betrachtet  werden. 

Zieht  man  noch  die  zweite  Diagonale  BDj  welche  die 
erste  in  M  schneidet,  so  ist  AB  =  CBj  ferner  wie  bei  jedem 
Parallelograinnin  MA~MC,  endlich  ilf^  sich  selbst  gleich; 
die  Dreiecke  AßM  und  CBM  sind  demnadi  wegen  der 
Uebereinstimmong  in  allen  drei  Seiten  congrueot,  üiid  ea 
folgt  daraus  die  Gleichheit  der  Nebenwinkel  AMB  und  OKA» 
sowie  die  Congrueia  der  vier  lOraecke  ABM,  CIW,  CBM^ 
ABM,  d.  h.!  Die  Diagonalen  eines  Rhombus  schnei-- 
den  sich  rechtwinklig  und  theilen  das  Viereck  in 
vier  congruente  Dreiecke. 

Da  hiernach  der  Rhombus  ABCD  als  das  Vierfache  des 
rechtwinkligen  Dreieckes  ABM  betrachtet  werden  kann^  so 
hat  man  den  8atz:  Der  Rhombus  Ist  durch  zwei  Be< 
standtheile  bestimmt. 

e»  Das  Quadrat  kann  ebensowohl  als  gleichseitiges 
Rechteck  wie  als  rechtwinkliger  Rhombus  betrachtet  wer- 
den und  daher  linden  alle  obigen  Sätze  statt,  nämlich:  Die 
Diagonalen  des  Quadrates  sind  einander  gleich, 
schneiden  sich  rechtwinklig*  und  theilen  dati 
Viereck  in  vier  congruente  gleichschenklig- 
rechtwinklige Dreiecke. 

Für  die  Bestimmung  des  Quadrates  hat  man  den  ein- 
fachsten aller  bisherigen  Sätze,  nämlich:  Das  Quadrat 
ist  durch  seine  Seite  allein  bestimmt. 
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"1  II.  Wie  man  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen 
und  dadurch  die  Anzahl  der  Bestandtheile  finden  könnte, 
welche  zur  Bestimmung  von  Fünf-,  Sechsecken  u.  b.  w. 
nothwendig  sind,  erhellt  aus  dem  Bisherigen  ohne  Schwie- 
rigkeit; um  aber  der  Betrachtung  selbst  gleich  das  allge- 
meinste Gepnige  zu  verleihen,  wollen  wir  die  Frage  zu  be- 
antworten versuchen,  wieviel  im  Allgemeinen  Bestandtheile 
gegeben  sein  müssen,  damit  ein  Vieleck  von  n  Seiten  be- 
stimmt sei.  —  Denken  wir  uns  ein  Vieleck  von  beliebig 
vielen  Seiten  und  über  einer  Seite  AB  dessel- 

Fig.  27. 

ben  ein  Dreieck  construirt,  dessen  Seiten  AC 
und  BC  nicht  in  die  Verläugerungen  der  an- 
stossenden  Vieleckseiten  fallen,  so  nimmt  das 
Vieleck  um  eine  Seite  zu.  Von  dem  ange- 
setzten Dreiecke  müssen,  wenn  dasselbe  be- 
stimmt «ein  soll,  drei  Bestandtheile  gegeben  sein,  und  da 
einer  derselben,  die  Seite  AB  von  Hause  aus  bekannt  war, 
so  bedarf  es  nur  noch  der  Angabe  zweier  Bestandtheile 
dieses  Dreiecks,  d.  h.  des  ganzen  Vielecks,  weil  das  Drei-- 
eck  ein  Stück  vom  Vielecke  ist.  Mit  anderen  Worten: 
wenn  die  Seiteuzahl  eines  Vielecks  um  Eins  zunimmt,  so 
wächst  die  Anzahl  der  zur  Bestimmung  des  Vielecks  nöthi- 
gen  Bestandtheile  um  Zwei.  Gehen  wir  nun  von  dem 
Dreiecke  aus,  zu  dessen  Bestimmung  drei  Bestandtheile 
erfordert  wurden,  so  folgt,  dass  zur  Bestimmung 

eines  4  Ecks  gehören  5  =  2.4  —  3  Bestandtheile, 
„    5    „  pp      7  =  2.5  —  3  „ 

„    6   „         „      9  =  2.6  —  3  „ 

u.  s.  f. 

Zur  Bestimmung  eines  Vielecks  von  n  Seiten  ge- 
hören demnach  im  Allgemeinen  2n  — 3  Bestand- 
theile. 

Auch  hier  können,  wie  beim  Viereck,  Fälle  eintreten, 
in  welchen  man  mit  einer  geringeren  Anzahl  von  Bestand- 
theilen  auskommt.  Bei  einem  Vielecke  z.  B.,  dessen  Sei- 
ten und  Winkel  gleich  sind,  d.  h.  bei  einem  regelmässi- 
gen Vielecke,  kennt  man  die  Winkel  gleich  von  vornherein 
[da  nämlich  die  n  gleichen  Winkel  zusammen  die  Winkel- 
Bumme  (2n  —  4)B  ausmachen  sollen,  so  muss  jeder  der 
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f|i*Tli#il  iroii  (%f^4)R  m&m],  und  bau  bed^f  folglich  nur 

noch  der  Kcüntniss  der  Seiten,  d.  h.  einer  Seite^  weil 
ßämmtliche  Seiten  einander  gleich  sein  sollen.  Dies  giebt 
den  Satz:  Ein  regelmässiges  Vieleck  iat  durch 
eine  seiner  Seilen  bestimmt. 

Der  Torige^  von  der  BeMimmmig  des  QoiMkato.  hai^ 
ddnde  6«tB  ist  mur  ein  specieller  Fall  dieses  Tbeoremss; 
das  regnlftre  Viereck  nftniHeb  und  das  QQadrat  sind  eine 
und  dieselbe  Figur,  wie  man  boglcich  aus  den  bisher  ent- 
wickelten Eigenschaften  des  Quadrate  erkennen  wird. 


Constructionen  zu  Cap*  IL 


Wenn  wir  in  dem  Voiliergehenden  gezeigt  hahen^  dass 
ein  Vieleck  völlig  bestimmt  ist,  sobald  nur  eine  gewisae 
Anzahl  seiner  Bestandtheile  gegeben  vorliegt;  so  haben  wir 
damit  bewiesen,  dass  es  jederaeit  mö glich  sein  muss,  ans 
einer  -hinreichenden  Anaahl  gegebener  Bestandtheile  dia 
übrigen  noch  nn bekannten  Theile  ett  finden,  und  dieser 
Nachweis  w  indc  für  eine  rein  theoictisehe  Aufia^iung  der 
Wissenschaft  hinreichen.  In  der  Praxis  verlangt  man  aber 
mehr ;  hier  genügt  die  Möglichkeit  nicht,  das  Unbekannte 
Enden  zu  kbonen,  man  will  vielmehr  dasselbe  in  Wirk- 
lichkeit  hergestellt  sehen.  Sowie  ma^  n«n  in  dar  Arith*^ 
metik  unbekannte  Grössen  ans  gegebenen  Ghrössen  ableite^ 
wenn  jene  mit  diesen  in  einem  bestimmten  Zusammenhange 
stehen,  so  kann  man  auch  in  der  Geometrie  unbekannte 
Gebilde  aus  bekannten  oder  gegebeniBn  Gebilden  ableiten, 
wenn  zwischen  beiden  ein  Zuslunmenhang  statt  findet,  und 
sowie  dort  die  unbekannte  Grösse  gefunden  wird,  wenn 
man  die  gegebene  Grössen  auf  gewisse  Weise  duvch  Bech- 
nung  mit  einander  verknüpft,  so  entsteht  auch  hier  das 
unbekannte  Gebild  aus  den  bekannten,  indem  man  letztere 
auf  gewisse  Weise  zu  ferneren  Gestalten  mit  einander  ver- 
bindet. Eine  solche  Verbindung  gegebener  Gebilde,  welche 
zur  KenntnisB  eines  gesuchten  unbekannten  Gebildes  führt, 
heisst  eine  geometrische  Oonstraotion  und  winl 
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durch  diesen  Nainen  in  so  fern  passend  bezeichnet,  als  in 
der  That  ein  solches  Verfahren  mit  einem  Zusammenbau 
gegebener  Stücke  Aehnlichkeit  besitzt.  Um  aber  derartige 
Constnictionen  ausführen  zu  können,  muss  man  wenigstens 
eine  oder  einige  der  einfachsten  Constructionen  selbst  erst 
voraussetzen,  da  sich  das  Verwickeitere  nur  leisten  lässt, 
wenn  man  das  Einfache  bereits  kennt;  in  der  That  macht 
auch  die  Geometrie  derartige  Voraussetzungen,  indem  sie 
annimmt,  dass  man  erstlich  zwischen  zwei  gegebenen 
Punkten  eine  Gerade  zu  ziehen  und  zweitens  aus 
einem  gegebenen  Punkte  mit  einem  vorgeschrie- 
benen Halbmesser  einen  Kreis  zu  beschreiben 
verstehe  (mechanisch  ist  dies  bekanntlich  mit  Hülfe  des 
Lineals  und  Zirkels  sehr  leicht).  Jede  Constructiou,  welche 
nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Wiederholungen  dieser 
Grundconstructionen  besteht,  heisst  eine  elementar-geo- 
metrische, dagegen  gehört  jede  Construction,  welche  noch 
andere  Hilfsmittel  als  Gerade  und  Kreis  voraussetzt,  m 
das  Gebiet  der  höheren  Geometrie. 

1.  Aus  den  drei  gegebenen  Seiten  eines  Drei- 
ecks das  Dreieck  selbst  zu  construiren.  Sind  a 
b,  c  die  gegebenen  Seiten,  so  beschreibe 
man  aus  dem  einen  Endpunkte  von  a  einen 
Kreis  (oder  auch  nur  Kreisbogen)  mit  dem  , 
Halbmesser  by  und  aus  dem  anderen  End- 
punkte von  a  ebenfalls  einen  Kreis  mit  dem 

•  Halbmesser  c;  den  Durchschnittspunkt  bei-        i  ^  1 

der  Kreise  verbinde  man  mit  den  Endpunk-  ' — ^  • 

ten  von  a  durch  gerade  Linien ,  so  hat  man  das  verlangte 
Dreieck,  wie  sich  aus  den  in  §.  8  durchgeführten  Betrach- 
timgen  auf  der  Stelle  ergiebt.  Sollten  sich  die  mit  den 
Halbmessern  b  und  c  beschriebenen  Kreise  nicht  schneiden, 
80  wäre  aus  den  jKreisen  a,  b  und  c  auch  kein  Dreieck 
möglich;  dieser  Fall  würde  z.  B.  eintreten,  wenn  b c 
nicht  mehr  betrüge  als  «.  .. 

Berücksichtigt  man,lda88  es  mittelst  des  angegebenen 
Verfahrens  immer  möglich  ist,  ein  Dreieck  zu  construiren, 
welches  mit  einem  gegebenen  Dreiecke  in  den  Seiten  über- 
einstimmt, und  bedenkt  man  weiter,  dass  bei  einer  solchen 


\ 
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Copie  des  Dreiecks  j^leichzeitip:  die  Winkel  eopirt  werden,  so 
hat  man  gleich  eine  Coi Instruction  für  die  folgende  Aufgabe : 

2.  An  den  Endpunkt  einer  gegebenen  üora- 
den  eine  zweite  Gerade  so  anzulegen)  dass  beide 
einen  gegebenen  Winkel  einscblieseen*    iBt  AG 

^  die  gegebene  Gerade  und  W  d«  gege- 

'  bene  Winkel,  so  Terbinde  man  zwei  waÄ 

den  Schenkeln  desselben  beliebig  ge- 
wählte Punkte  L  und  A  durch  eine  Ge- 
■  rade  und  construire  nun  ein  Dreieck, 
weiekee  die  Seiten  AB^LMi BC^LN 
^  und  €A^MN*\iak\  dana  aiitd  die  Drei^^ 
BA€  und  £MN  wegen  der  Uebereinstfnimwsg  in  allen 
Seiten  congruent  und  fol^ulirh  ist  /.  BAC  -~  LZ.)7A--  U%  wie 
verlangt  wurde.  In  der  Praxis  ist  es  am  bequemsten,  die  Sei- 
ten LM  und  MN  einander  gleich  zu  nehmen,  so  dass  fV der 
Winkel  an  der  Spitze  eines  gleichsehenkl^genDreiediswiaNL 
Yen  diesem  Verfahren  aur  Abträgtmg  oder  Uebertragitiiig^ 
einesWinkels  von  ein«r  Stelle  am  andern  läest  Bioliein  T0rdieil«H 
hafter  Gebrauch  zur  Lösung  <kr  folgende  Aufgabe  maohen: 

3.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ge-*-' 
Fig  30  rade  zu  ziehen,  welche  einer  ge- 

gebenen  Geraden  parallel  läuft.« 
p/     sf  Ifit  AB  die  gegebene  Gerade,  und  P  der 
"/  (auseer  ibr)  gegebene  Punkt,  to  ver-- 

A  Tfe  *-Ji   binde  man  denselben  mit'  irgend  einem: 

'  Punkte  p  der  Geraden  AB  durch  eine 

gerade  Linie  EPQ  und  trage  den  entstehenden  Winkel  RQB 
so  an  dass  LEPB  ^  L  RQB  wird;  es  ist  dann  der  Win- 
kelschenkeli^i^'  oder  die  Gerade  A'B'  parallel  zu  wie 
sogleich  aus  dem  Satse  folgt,  dass  awei  G^erade  parallel 
laufen,  sobald  sie  mit  einer  dritten  gleiche  correspondirende 
Winkel  bücton. 

Unter  den  Aufgaben,  welche  sich  durcii  Zielien  von 
Parallelen  l()sen  In^sen,  ist  die  folgende  besonders  wiciitli]^: 

4«  Eine  Gerade  von  gegebener  Längein  eine 
vorgeschriebene  Anaabl  gleicher  Tlieile  au  thei* 
len.  Man  lege  an  die  gegebene  Gerade  AF  unter  einan  be« 
liebttgen  Winkel  eine  aweite  Gerade     weMie  den  Anfimga- 
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pnnkt  mit  der  ersten  gemein  hat;  auf  dieser  zweiten  Gera- 
den trage  man  eine  Strecke  Ab  von     .        Fig.  31. 
willkührlicher  Länge  mehrmals  hin-  f    ^  ^ 


ter  einander  auf  (^Ab^bc  =  cä=  ^-..W 
de  =  ef)  und  zwar  so  vielmal ,  als 
die  Anzahl  der  gleichen  Theile  be-  ^ 
trägt,  in  welche  AF  getheilt  wer-   »  tiÜ  t 

'"den  soll;  den  letzten  so  erhaltenen       f^'  ,  /*\ 

Punkt  /*  verbinde  man  mit  dem  Endpunkte  F  der  gegebe- 
nen Geraden  und  ziehe  nun  durch  a,  b,  c,  d  u.  s.  w.  Paral- 
lelen zu  fFj  so  theilen  diese  AF  in  die  verlangte  Anzahl 
gleicher  Theile.  —  Zunächst  ist  leicht  zu  sehen,  dass  AF 
bei  diesem  Verfahren  in  ebenso  viel  Theile  getheilt  wird 
wie  Af\  denn  da  die  Parallelen  bBy  cC^  dD  u.  s.  w.  nicht  zu- 
sammen treffen,  so  schneidet  jede  die  Gerade  AF  in  einem- 
anderen  Punkte  und  mithin  entstehen  auf  AF  ebenso  viel 
Theilungspuukte,  als  auf  ^/"vorhanden,  also  vorgeschrieben 
waren.  Dass  aber  die  Theile  AB,  BC^  CD  u.  s.  w.  auch  ein- 
ander gleich  sind,  erkennt  mau  leicht,  wenn  die  Geraden 
bm,  CTij  dp  u.  s.  w.  parallel  zu  AF  gezogen  werden;  es  ent- 
stehen dann  die  Parallelogramme  BCmby  CDnc,  DEpd  u.  s.  w., 
und  in  diesen  sind  nach  §.  10  I.  die  Gegenseiten  einander 
gleich,  also  BC—btHy  CD^cn,  DE^dp  u.  8.  w.  Kann 
man  nun  nachweisen,  dass  AB^  bm,  cn,  dp  u.  s.  w.  unter  sich 
gleich  sind,  so  folgt  augenblicklich  nach  dem  Vorigen,  dass 
jetzt  auch  AB,  BC,  CD  u.  s.  w.  einander  gleich  sind.  Die 
sämmtlichen  Dreiecke  AbBy  bcm,  cdn,  dep  u.  s.  w.  stimmen 
aber  erstlich  überein  in  den  Seiten  Ab,  bc,  cd  u.  s.  w.  (ver-" 
möge  der  Construction) ;  ferner  in  den  correspondirenden 

-  Winkeln  BAb,  mbc,  ncd  u.  s.  w.  einerseits  und  AbB,  bcm,  cdn 
n.  s.  w.  andererseits  und  sind  mithin  sämmtlich  congruent; 
daraus  folgt  denn  AB^bm  =  cn^dp  u.  s.  w.,  und  nach 
dem  Obigen  AB  =  BC=^  CD  =  DE  u.  s.  w. 

In  dem  Falle,  wo  es  sich  um  eine  Theilung  in  nur 
zwei  gleiche  Theile  handelt,  kann  man  sich  auch  eines  an- 
deren Verfahrens  bedienen,  welches  wir,  da  es  kürzer  als 
das  vorige  ist,  noch  besonders  erwähnen  wollen. 

5.  Eine  Gerade  von  gegebener  Länge  zu  hal- 
biren.  Man  beschreibe  über  und  unter  der  gegebenen  Ge- 
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raden  AB  gleicf^chcnkligo  Dreiecke  ABC  und  ABDy  was 
Hg.  nacli  No.  1  ausfuhreu  läöst,  wenn  maa 

Aß  =  a  uod  ^  =  c  mmmt ;  die  SpiUen  die- 
::'7^;  ser  Dreiecke  verbinde  man  durcii  m%  Ge- 

y  j  \       rade  CJ>^  so  «ehaiddat  difiM  die  gagebeae 
/    i   \     «Gerade  im  Halbinmgapimkte  if.  Die 
'4<      1^   )a   Dreiecke  ^(7/^  und  j5<?2^  «timiiMii  nämlich 
\  '    /       in  den  Seiten  AC  und  />  6 ,         und  BD 
überein  (vermö^^e  der  Construction)  und 
"  besitzen  die  boite      gs^meinschaftlich;  sie 

silid  mitfain  na^  9  cos^gment^  woraoa  LAQB^LBQD 
folgt  Die  Dreieeke  AMO  und  haji>en  oim  amtlicli  die 
Seile  C^JV  gemein,  fefiier  iet  in  ihnen  AG^BC  (verm^^ 
der  Construction)  ,  und  ausserdem  sind  nach  dem  Vorigen 
die  Winkel  ACM  und  BCM  gleich;  daraus  zusamraeu  folgt 
die  Congruenz  der  fraglichen  Dreiecke  (nach  §.  8  L)  und 
mithin  l«t  aveh  AM  -=  BM,  ako  M  der  Mittelpunkt  von  AB. 
Mea  kjMm  aaeh  bemerken,  da««  aogleieh  LAMQ^LBMC^ 
{olgBek,  weil  beide  Winkel  «QMMnmeii  swei  JUelite  au»; 
machen ;  jeder  gleich  einem  Rechten  sein  muis;  die  Gerade 
CD  bildet  also  mit  AB  einen  rcclitcu  Winkel,  oder,  wie  der 
Kunstausdruck  ist,  CD  steht  senkrecht  auf  AB, 

Nachdem  wir  gezeigt  habeB^  wie  sich  Gerade  in  be- 
liebig gleiiobe  Theiie  theilen  lasseui  mäetien  wir  nun  iMgeat* 
üfih  zeigeD^  wie  nmii  die  Tbeäosg  y^m  Winkeln  aiuwip 
führen  hftite.  Dieee  An^be  Ubersteigt  ab«  die  Kr&ite 
d<  r  Klementargeometrie;  man  kann  mit  Hilfe  der  geraden 
Linie  und  des  Kreises  einen  beliebigen  V\  inkel  nur  in  zwei 
und  ausserdem  noch  den  rechten  Winkel  in  drei  gleiche 
Theile  verlegen,  wie  wir  in  dem  Nachfolgenden  zeigen  wollen, 
a.  £inen  gegebene.»  Winkel  au  halbiren.  Auf 
den  Sohenkein  AO  nnd  BO  des  gegebenen 
Winkele  AOB  nehme  man  vom  Scheitel 
0  auö  zwei  gleiche  Abschnitte  OM  =  OJV, 
so  dass  also  das  Dreieck  OMN  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck  fiein  würde  ^  über  MH 
als  Basis  beschreibe  man  nun  mn  nweitea 
gleiohacbenkligee  Dreieck  MNP  (am  be- 
quemeten  nimmt  mm^MP^  OM),  so  iüi  die  Gerade  QP  cto 
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Halbirungslinie  des  Winkels  AGB.  Da  nämlich  durch  die 
(Joiistraction  GM  ~  GN  und  MP  ~  NP  geworden  und  die 
Oerade  UP  den  Dreiecken  OMP  und  GNP  genieinschattiich 
isty  80  stimmeii  letztere  in  allen  Seiten  überein  und  sind 
lo^Koii  eongnteiit.  Man  hat  daher  aoeh  Z.  HO/»» 

h.  der  Winkel  ÄOB  ist      swei  gletehe  Tbeile  getheilt. 
?/J44ssfcf>ie  rmtehende  Constraetien  ändert  sich  in  ÜHchCs, 
wenn  der  Winkel  AGB  ein  gestreckter  sein  sollte^  der  halbe 
Winkel  MOP  ist  in  diesem  Falle  ein  rech-         Fig.  34. 
ter  und  man  hat  also  dann  die  Aufgabe:  .J^ 
A»i^^.^>Auf  ein^p  gegebenen  Gera- 
lif«!W'€lil*eti!^  ei^neü^  in  ihr  gegebenen 
■aWliilt'e^fce^genkrechte  au  ertieb- 
ien^  SU  gleiidher'  'Zelt  mit  gelöst. 

8.  Einen  rechten  Winkel  in  drei  gleiche 
iFheile  th eilen.  Auf  dem  einen  Schenkel  BO  des 
g^^henen  rechten  Winkels  BOC  nehme  man  vom  Sohmtel 
^*'au»  einen  beliebigen  Abschnitt  GN  Pig,  3jy. 

iMf^'Mläte  fiber  diesem  ein  gleichseiti- 
ges Dreieck  ONU\  halbirt  man  noch  dm 
'Winkel  NOU  desselben  durch  die  Oerade 
'X)Vf  so  theüen  die  Gerolden  GU  und  GV 


ir. 


/ 


den  Winkel  BOC  in  drei  gleiche  Theile.  L> 
iDa  nämlich  (nach  §.  Sb)  LNGU=IR  -         ^  ^ 
ist,  so  muss  LCGU=R-'^R=z^B  sein ^  und  da  femer 
jeder  der  gleichen  Winkel  UOV  und  NOV  die  Hälfte  von 
IfOüf  d.  h.  die  Hälfte  von       ausmacht,  so  beträgt  jeder 
\Rj  also  ebenso  viel  wie  L  COÜ,  *        '  ^ 

^•'V  * Kehrt  man  diese  Betrachtung  um,  so  erhält  man  die 
Auflösung  der  praktisch  nicht  unwichtigen  Aufgabe: 
^^'  9,  Auf  einer  gegebenen  Geraden  eine  durch 
fftf^n  Endpunkt  gehende  Senkrechte  zu  errich<f 
ten.  Ist  nämlich  0  der  £nd{»mikt,  so  nehme  man  den 
beliebigen  Abschnitt  Olf^  beschreibe  über  demselben  das 
gleichseifige  Dreieck  NUGy  halbire  den  Winkel  NUG  und 
macht'  darauf  L  UüC  ~  LUO  Fy  so  ist  der  entstehende  Win- 
kelöclienkel  GC  die  gesuchte  Senkrechte.  Der  Winkel  NGO 
besteht  nämlich  aus  den  Winkeln  NOU  und  UOC,  d.  h« 
JiOU  und  ^mir,  und  ist  folglich 
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In  den  beiden  Aufgaben  7  und  9,  deren  Lösungen  sich 
hier  mit  ergaben,  lag  der  Funkt,  durch  weichen  die  auf 
einer  Geraden  senkrecht  zu  errichtende  Linie  gehen  sollte^ 
der  Geraden  selbili  iQr  den  Fall  aber»  dass  er 
ausserhalb  derselben  liegt,  gestehet  sich  die  Sedie  wie  fetgt. 

10.  Anf  eine  gegebene  Gerade  von  einem  be- 
stiiiuntcn    Punkte    ausser    ihr    eine  Senkrechte 
herabzulassen.    Man  verbinde  den  gegebenen  Punkt  P 
Fig.  3^        nut  einem  beUebigeo  Punkte  M  der  gege- 
^       benen  Geraden  AB  durch  die  Gerade  MP^ 
maebe  auf  der  andern -Seile  der  Geraden 
^  den  Winkel  BMO       dem  Winkel 
BMF  und  nehme  MO=MP,  so  steht  die 
Gerade  PQ  senkreclit  auf  AB,  —  Da  näin- 


lieh  MP^jVir,  LOMP=LOMQ  und  die  Seite  MO  den 
Dreiedcen  MOP  und  MOQ  gemeinschaftlieh  ist,  so  sind  die 
letoteren  naeh  §.8I.  ooi^^enl;  daraus  folgt  LMOP^ 
L  MOQy  nnd  da  beide  Winkel  den  gestreckten  Winkel  POQ 
ausfüllen,  so  ist  der  letztere  in  swei  gleibhe  Theile  ge- 
theilt,  d.  h.  LMOP  =  LMOQ  ^^R, 

Zu  bcmorkon  ist  noch,  dass  die  (Gerade  MF  jederzeit 
grösser  als  die  Senkrechte  PO  sein  muss,  weil  MP  immer 
dem  grösseren  Winkel  gegenüberliegt.  '  Unter  allen  Ver- 
bindungslinien swiacken  einem  Punkte  o^d  einer  Geraden 
ist  also  die  Senkrechte  Ton  jenem  auf  diese  die  kürseste 
und  heisBt  deswegen  auch  die  Entfernung  des  Punktes 
von  der  Geraden. 

11.    Einen  rechten  Winkel  so  äu  legen,  dass 
seine  Schenkel  durch  zwei  gegebene  Punkte 
B)  gehen  und  seine  Spitze  auf  eine  gegebene  Ge- 
Fig.a?.         rade  {DE)  f&llt   Vermöge  der  Be- 
j^. —  merkung,  dass  in  einem  reehtwinkligea 

/y  i  "^x      \        Dreiecke  die  Spitze  des  rechten  Win- 
!  \  \    \       kels  ebenso  weit  vom  Mittelpunkte  der 

/Ty  '\  "jat  *^>k5»  Hypotenuse  entfernt  ist,  als  dieser  von 

\\  !  den  Endpunkten  der  Hypotenuse,  ar- 

'^l^::^,.'-'^'        giebt  sieh  folgende  Oonstmotion:  man 
V  halbire  die  Gerade  AB  in  M  und  be- 

schreibe aus  M  mit  MA  =  MB  als  Halbmesser  ^inen  Kroia ; 
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schneidet  dieser  die  Oorade  DE  in  den  Punkten  C  und  C\ 
so  sind  ACß  und  AC'D  die  gesuchten  Lagen  des  recliten 
Winkels.  Dass  in  der  That  sowohl  ACB  als  AC'B  ein  rech- 
ter Winkel  ist^  kAnn  mitiekt  der  Hilfslinie  MC  oder  MC' 
^mO^m^^^  es  eBtitehen  nämlieh  ewei  gleicbschenklige 
lhtMi»A€M  und  B€M\  in  dem  ersten  ist  L  MAC=  L  MCA 
.  und  der  Aussenwinkol  CM^  L  MAC-^  L  MCA  =  2  Z.  MCA ; 
im  zweiten  Dreiecke  hat  man  ähnlich  L  AJ /JC  ^  L  MCB  und 
den  Aussenwiiikel  CMA  ^  L  MBC  -|-  L  MCB  MCB,  Da 

EUiüriÜr  Summe  der  beiden  Anssenwinkei  zwei  Eechte  be- 
tcigl^v«!  bAi  man  Aiieh:  •  f  .'ikm^ 
.  M^MCA^^LMCB^^R  oder  LMCA  +  LMCB=^ B, 
täm  A^ACM^Mf  wie  verlangt  wurde.    Für  den  Winkel 
AC'B  ist  der  Beweis  ganz  analog,  indem  nur  6''  für  C  ein- 
tritt. 

Wenn,  wie  oben  vorausgesetzt  wurde,  der  Jb^reis  die 
Gerade  «Weimal  schneidet ^  so  giebt  es  naeb  immer  swei 
Auflösungen  des  Problems;  diese  können  verschieden  oder 
gleich  sein.  Der  erste  Fall  findet  statt,  sobald  die  Geraden 
AB  und  BE  sich  unter  irgend  ei|im  spitzen  Winkel  sehnei- 
den, denn  es  sind  tkuui  die  Dreiecke  ABC  und  ABC  nicht 
congruent;  dae^egen  entstehen  zwei  gloichc  Autiosungen 
(Z^ABCQ^A  ABC)  wenn  entweder  parallel  oder  recht- 
winkiig  m  AB  geht  die  Gterade  BE  durch  einen  der 
gegebenen  Punkte  A  und  so  degeoerirt  eines  der  Dreiecke 
ABC  und  ABC  au  einer  geraden  Liilie,  hat  sie  femer  mit 
dem  Kreise  nur  einen  Punkt  gemein,  so  giebt  es  nur  eine 
Auilü.Himfr,  trifft  ciidlich  der  Kreis  die  Gtirade  gar  nicht,  so 
hat  die  Aufgabe  keine  Lösung.  Will  man  sich  alle  diese 
Fälle  der  Reihe  nach  zur  Anschauung  bringen y  so  braufiht 
man  die  Gerade  BE  nur  um  einen  Punkt von  ihr^  dessen 
Abstand  von  AB  kleiner  als  der  Kreishalbmesser  ist,  hemm-, 
mdrehea  und  in  verschiedenen  Lagen  die  Construction  au 
wiederholen;  man  wird  dabei  bemerken,  dass  jederzeit  zwei 
Auflösungen  existiren,  so  lange  der  Durchschnitt  von  AB 
und  BE  awischen  die  Punkte  A  und  B  fällt. 
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Die  Vergleichung  und  Ausmessung  der  FUUshen 

geradliniger  Figuren* 


^    §.  11. 

Vergleichung  der  Fiäehen  von  Dreiecken  -and  ^ 

Parallelogrammen« 

Wir  nehmen  den  am  Ende  von  §.  10  abgebrochenen 
Faden  wieder  auf,  um  jetzt  die  e^eradlinigen  Gebilde  aus 
einem  neuen  von  selbst  sich  darbietenden  Gesichtspunkte 
ZM  betrachten.  Die  bisherige  Untersuchung  beschränkte 
eich  auf  die,  so  zu  sagen,  äusseren  Besiandtheüe  der  ge- 
radlinigen Gestalte,  auf  die  Oeraden  nfimfi^,  aus  denen 
*  -sie  snsammengesetzt  sind,  und  auf  die  Winkel^  w^ohe  die 
letzteren  mit  einander  bilden.  Sobald  aber  ein  Oebild  zu 
einer  geschlossenen  Figur  wird,  tritt  etwas  ganz  Neues  her- 
vor, nämlich  die  begränzte  Fläche,  welche  gewissermaas- 
sen  den  Inhalt  der  Figur  bildet.  Haben  wir  nun  bisher 
die  Vielecke  nach  ihren  Seiten  und  Winkeln  verglielieni  so 
liegt  es  uns  jetzt  ob,  auch  die  Fliehen  derselben  einer  Be- 
trachtung zu  unterwerfen.  Diese  Untersuchung  würde  sehr 
kurz  ausfallen;  wenn  wir  uns  dabei  auf  cone^-ruente  Vielecke 
beschränken  wollten,  denn  es  ist  unmittelbar  klar,  dass 
congruente  Vielecke  auch  gleiche  Flächen  haben;  aber 
man  sieht  leicht  ein,  dass  zur  Gleiehheit  der  Fliehen  die 
Congmens  der  betreffenden  Vielecke  gar  nicht  nothwondig 
isft  Sohneiden  wir  z.  B.  von  einem  Vielecke  durch  eine 
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Diagonale  ein  Dreieck  ab  und  setzen  dieses  in  einer  andern 
Lage  irgend  wo  an  das  üebrige  wieder  an,  so  entsteht  ein 
«weites  Vieleck,  das  offenbar  dieselbe  FlAohe  wie  das  «r* 
i)^Hfcl^>li^  baelMy  ohM  ilita  cetighte&t  m  ftein.  Et  e^ 
H^sl^tütti  Amus  eogl^iflek  4ie  SVage,  womit  whr  uni  im 
hmokMgfin  hAben;  sie  kittet;  unter  welchen  Umständen 
sind  \  ielecko,  ah;4«>;^olien  von  ihrer  Gestalt,  einiindüi'  au 
Flüche  ghjich?  L)i('  hi'-ranf  bezüfilirlic  LuteiöUciiung  würde 
miA-  <ii<^m  >«ijalach&len  ruly^ouu,  nämlich  mit  dem  Droieoi^ 
aiMfani^  vsein,  man  kann  aber,  ofine  etwAe^  Wese&tUefaet 
Wfliitf»iA/?kn^  dae^^mUelogfaoiin  ra^  Aosg^iigs^unkte 
«WAritf/  iMl  ^e»  lE^reieck  als  die  HäHte  eine«  Parallelb^ 
g|HMBBMW^  itfil'^edokeki  werden  dftrf*^ 

^-^^    I.    Sind  zwiyclicii  ]jar;dlelen  Geraden  zwei  i^aralleio- 
grainiiic  ABCD  uüd  A'ii'C  ß'  gezogen^  w^lj;)he  in  den  Sei* 
ten  AB  und  Ä'S'  (den  Grundlinien)  ^ 
übe]^giai^^men',.><eo  entstehen  zwei  : 

lg  gfllbraoht  werden^;  kön^' 
nen,  wenn  man  das  zweite  um  AB 
=  A  Jj  verselnebtj  bis  JW  auf  AD 
WXt,  Hierauö  folgt  uomitieibar  die  Cungrueuz  dieser  Tra- 
und  daraus  die  Gleichheit  ihrer  Flächen,  ^immt  man 
^(MMlbetiL  das  ^^iptmiB4^JJt\C  weg^  '  bleibt 
■tutfUil  .(fcititi  ]ritin^  JiuMjttetograinm  ABCBy  yom  sBweiteo 
(tüiiitltiiiilli  nmii  A'B'-G'B'\  diese  Reste  müsy^en  aber 
nach  einem  bekannten  Grundsätze  gleich  sein,  d.  h.r  Pa- 
rallelogramme, welche  zwischen  denselben  Pa- 
rallelen liegen  und  gleiche  Grundlinien  haben, 
besitzen  gleiche  Flächen. 

Man  kann  diesen  wichtigen  Bafta.  noch  auf  einen  an- 
deven  Ausdruck  bringen ,  welcher  sieb  durch  seine  Kürae 
empfoklt.  L&sst  man  nimlieb  Yon  swei  Punkten  M  und  S 
einer  Parallelen  Senkrechte  auf  die  andere  Parallele  herab- 
fallen, so  Bind  diese  Senkrechten  MP  und  einander 
parallel,  weil  sie  mit  der  Geraden  PQ  gleiche  correspon- 
dirende  Winkel  bilden;  das  Viereck  MNQP  ist  mithin  ein 
ParaUelogramm  (speaicller  ein  Bechteck),  und  in  diesem 
sind  die  Gegenseiten  MP  und  EQ  gleich;  d.  h«:  Parallele 
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Gerade  baben  überall  gleiche  Entfernung'  von  einander. 
Nennen  wir  nun  Höhe  eines  Parallelogrammes  die  Entfer- 
nung der  Grundlinie  von  der  Gegenseite,  so  lautet  der 
oben  aiuipeBprQehene  Satz  folg^ndermaaaoen:  Farallelo^ 
gramme  von  gleichen  Gf*iaadii]ii«]i  und  gltticken 
H6hon  baben  gleiche  Flfrcben. 

Da  Y<m  swei  glaieben  GWtoion  aneh  die  HWIm  glMdb 
sind;  so  iolgt  hieraus  unmittelbar  der  Satz:  Dreiecke 
von  gleichen  Grundlinien  und  gleichen  Höhen 
besitzen  .gleiche  Flächen. 

II.  Der  vorigen  Vergleichung  sveier  Parallelogramme, 
die  in  em«r  Seite  {det  fiasis),  nicbt  aber  in  den  WiiAebi 
übereinstinunen,  läBst  Bich  eine  andere  Vecgleiebnug  gegen- 
über^len,  bei  weli^r  die  ParallelegraaBmae  eintn  gemein- 
samen Winkel,  aber  verschiedene  Seilen  besitzen.  Zieht 
Pig^  89.  ^^^^  nämlich  durch  einen  l'unkt  F  in 

der  Diagonale       eines  Farallelogram- 
''j^     T      1^  mes  ABCJ)  Parallelen  zu  den  Seiten  dea 
J  .  ]'  Jf     L  ViereokB,  so  Berfiült  dseeee  in  viet  ^tif' 
^     •  r^'^>J     raUelognomne  BEFQj  ÄEPl^  CGFHf 
^  i  BHFIy  von  denen  das  erste  und  letzte 

in  Dreiecke  getbeüt  sind^  dabei  gelten  folgende  Beziehun- 
gen: 

in  dem  ParaUebgnuBme  ABCD,  AABD^A  CDB, 

n     n  ff  BBFl,  A  FMI  ^AEBF^  . 

Natten  wir  die  beiden  letstmi  Fiaoben  yen  der  ertten 

weg,  so  müssen  gleiche  Flächen  übrig  bleiben;  linker  Hand 
besteht  dieser  Rest  aus  dem  Parallelogramme  AIFEj  rechts 
aus  dem  Parallelogramme  CGFHy  diese  Flächen  sind  aiao 
gleich,  und  man  hat  daher  den  Sats:  Legt  man  durch 
einen  Punkt  der  Diagonale  eines  .Parailelogram- 
mes  Parallelen  su  den  Seiten  desselben,  so  sind 
die  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Diagonale 
liegenden  neuen  Parallelogramme  an  Fläche 
gleich.  ' 
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Ver^leiciiuag  der  Flächen  vou  Eechtecken 
,  uud  Quadraten* 

L  •  Das  am  Ende  det  Toctgea  Paragraphen  «nsgesprck 
okene'  Theorem  geststtort  eine  wichtige  Anwendung  auf  das 
Rechteck  ABCB,  und  zwar  ist  es  hier  von  Interesse,  den 
Punkt  F  so  zu  wählen,  dass  eiaa  Fi^. '4ö;  *^ 

derEechiSBoke^i'*Ä:undCÖ/W,etwa  ^  '  ^ 
d«a  kletere,  zu  einem  Quadrate  wivd; 
man  «nreicht  diee  leiobt^  indem  nrnni 
*d«n  reiften  Winkel  bei  0  Imlbivt  nnd 
zum  Punkte  F  den  Durchschnitt  der 
Haibirungslinie  mit  der  Diagonale 
BD  nimmt.  Es  ist  nun  das  Quadrat  €GFH  gieiob  dem 
Rediteoke  AEFI^  desaen  Beiten  sich  näher  angeben  lamen, 
w«&n  man  F^-  in  D  eine  Senkveehte  enriehtet,  welite 
die  Veriftngenmg  von  in  iT  eobneidet*  Znfolge  dieeer 
Gcmstraetion  iet  ntboBÜel»  '  \ 

.     '  L  EBF  ^  L  EUK  ^  R ,    •         /  '.---iMi 
oaadererseitfi  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BEF  ^ 

'  :  LEJ)F'\-LI>FEi=Ji,    'i'^'  i  '  .  -y^Vx.  ^ 

ttoMaoL  dnreh  beiderseitige  Vergleichung  u  i  :  \vV  n 
-»iii,^.  '  .  2,  V   •     ^^^^ -'^ 

>i^hDh  Dreiecke  FDJt  nnd  MFB  stimmen  ^nleo':  m-  M 
gleichnamigen  Winkein  überein ^  sie  sind  feiner  JbeideYecbtv 
winklig,  endÜLli  ist  noch  ED  =  HFy  weil  beide  Linien  s=  FG 
sind;  aus  dieser  Uebereinstimmung  in  einer  Seite  und  zwei 
Winkeln  folgt  nun  die  Congruenz  der  Dreiecke  EDK  und 
if^B,  darmiB  EE—HB  oder  Eit^EÄi  In  Beziehung 
auf  das  rechtwinklige  Dreieck  iPi>Ar  betraehtetji  hett  di» 
Quadrat  CGFM  das  Perpendikel  zur  Seite;  und  d£siSei^ 
ten  des  Rechtecks  AEFI  bestehen  aus  den  Abschnitten  EF 
und  EK=  EA  der  Hypotenuse,  und  wenn  das  rechtwinklige 
Dreieck  FDK  zuerst  gegeben  wäre ,  so  würde  man  dasselbe 
immer  zu  der  obigen  Figur  ergänaen  können ;  demnaeh  gilt 
allgemein  der  Satz:  In  jedem  recktwinkligen  Drei« 
ecke  Ist  das  Quadrat  über  dem  von  der  Spitie 
des  rechten  Winkels  aaf  die  Hypotenuse  gefäll- 
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teil  Perpendikel  an  Fläche  gleich  dem  Beehtecke 

aus  den  AbBchnitten  der  Hypotenuse. 

II.  Das  rechtwinklige  Dreieck  bietet  noch  eine  zweite 
Gelegenheit  zur  Vergleichung  der  Flächen  eines  Quadrates 
und  eiaee  EediteOtkes,   ist  nämlich  ACB  ein  bei  C  recht- 
« 7i9»4t;  V    '     winkliges  Dreieck  und  ACDE  dm 
:        V  /> '  '  i        i  Qttsdrat  der  einen  Kathete  deseelbea^ 
if/^^w^p  mitfnn  AEI/CDf  so  kann  man  ans 

den  Seiten  AB  und  AE  leicht  auf  die 
Weise  ein  Parallelogramm  construi- 
~j8  ren,  dass  man  CD  über  D  hinaus  ver^ 

längert  und  durch  E  eine  Parallele  zu  AB  legt^  bis  sie  jene'^ 
Yeiiängerang  in  F  schneidet.  Die  Parallelogramme-^iCiSM 
nnd  ABFE  hesttsen  jetat  gleiche.  H^hen  und  gleiche  Grande 
Imien  (€B^Aß=BI^f  mithin  ist  das  Qnadrat  JC^  99k 
Fläche  gleich  dem  Parallelogramme  ABFE.  ^  Fftllt  man 
weiter  von  A  und  B  aus  auf  die  (nüthigenfalls  verlängerte) 
Gerade  EF  die  Senkrechten  AG  und  BH,  8o  haben  die  Paral- 
lelogramme ABFE  und  ABHG  die  Gerade  AB  zur  gemeinsam 
men  Grundlinie  und  ausaerdem  die  nämliche  Höhe  AG==iBH^ 
also  wi^defrmn  gleiohe  Flttehcn*  £b  ist  aleo  euier8eita<4AW 
aACDE,  andererseits  i^j:s=»^i7^,  mithin  das  Quadrat 
ACDE  gleich  dem  Rechtecke  ABB&,  Letet^res  hat  nur  einen 
Seite  AB  die  Hypotenuse  des  Dreiecks  ABC,  die  andere  Seite 
Bff  bebtimmt  sich,  wenn  man  von  C  auf  AB  die  Senkrechte 
CA  herablässt.  Aus  ähnlichen  Gründen  wie  in  No.  h  ist  dann 
LACE  =  LCBE,  oder  wenn  man  für  letztern  den  correspan? 
direnden  WmkelBFM  weUtt,  LACKt=::^LBFM^imm  LAEC*m 
LBHFt:s^Mf  endlich  ACx=^BF^  weil  beide  Linien  ^AE  siadi 
Die  Dreiecke  ACE  und  BFS  stimmen  also  in  einer  Seite  und 
zwei  Winkeln  ttbereiui  sind  mithin  congruent  und  liefern  die 
Beziehung  AK^BHj  welche  zeigt,  dass  die  Rechtecksseite 
BH  gleich  dem  an  der  Kathete  AC  liegenden  Abscbnittte  des; 
Hypotenuse  ist.  Dies  giebt  den  Satz:  Fällt  man  in  eine» 
rechtwinkligen.  Dreiecke  eine  Senkrechte  Toa  dey 
Spitae  des  rechten  Winkels  auf  die  Hypotenusey 
so  ist  das  Quadrat  irgend  einer  Kathete  gleicb 
dem  Rechtecke  aus  der  Hypotenuse  und  dem  an 
jener  Kathete  liegenden  Abschnitte  dfirselben«^ 
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Man  kann  diesen  Satz  mit  Hilfe  einer  neuen  Benennung 
etwas  anders  ausdrücken.  Lässt  man  nämlicb  von  den 
Endpunkten  P  und  Q  einer  beliebigen  geraden  oder  krum- 
men Linie  Senkrechte  auf  eine  Gerade  AB  herab  und  be- 
zeichnet die  Fusspunkte  dieser  Senkrechten  mit  P'  und 
80  nennt  man  nicht  selten  die  Strecke  P'Q'  die  Projec- 
tion  der  Linie  P0\  der  obige  Satz  lautet  dann:  Projicirt 
man  die  Katheten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
auf  die  Hypotenuse,  so  ist  das  Quadrat  irgend 
einer  Kathete  gleich  dem  Rechtecke  aus  ihrer 
Projection  und  der  Hypotenuse. 

HL  Das  vorstehende  Theorem  führt  zu  einer  bemerkens- 
werthen  Folgerung,  wenn  man  dem  Rechtecke  eine  etwas  an- 
dere Lage  giebt.  Ist  nämlich  ABNMda&  Quadrat  der  Hypote- 
nuse und  Cj^L  die  bis  zum  Durchschnitte  Fig.  42. 
mit  My  verlängerte  Senkrechte,  so  hat  man 
Quadr.  über  AC  gleich  dem  Rechteck  AKLM^ 

w  B^    }}       V         ff  BKLN\ 

durch  Addition  ergiebt  sich  links  die  Summe 
der  Quadrate  über  AC  und  BC^  rechts  das 
Quadrat  ABNM^  welches  j  ener  Summe  gleich 
sein  muss;  d.  h.:  In  jedem  rechtwink- 
ligenDreieckeistdieSummederKa-jM 
th etenquadrate  gleich  dem  Hypotenusenquadrat. 

Nach  seinem  Erfinder  führt  dieses  Theorem  den  Namen 
des  Pythagoräischen  Lehrsatzes.*). 


*)  Ein*  sehr  anschaalicher  Beweis  desselben  ist  folgender.  ABC  sei 
das  rechtwinklige  Dreieck,  über  dessen  Hypotenuse 
BC  daa  Quadrat  BCDE  construirt  ist;  klappt  man  das 
Dreieck  ABC  um,  so  dass  es  in  die  Lage  MßC  kommt, 
so  zerfällt  der  rechte  Winkel  BCD  in  zwei  Winkel 
BCM  und  MCD  oder  LBCM  +  L  MCD  —  Ii ;  ausser- 
dem ist  aber  auch  L  BCM-k-  L  CBM=R  \  durch  Ver- 
gleichung  mit  dem  Vorigen  und  durch  beiderseitige 
Subtraction  von  L  BCM  folgt  hieraus ,  dass  L  MCD 
=  L  CBM  ist.  Man  gewinnt  also  Platz,  um  das  Drei- 
eck ABC  zum  zweiten  Male  in  das  Quadrat  zu  ^ 
legeu,  and  zwar  so,  dass  die  Hypotenuse  auf  CD  und  die  längere  Kathete 
an  CM7.XX.  liegen  kommt  und  demnach  CDN  das  zweite  zu  yi/?C  congruente 
Dreieck  ist.  Man  übersieht  auf  der  Stelle,  wie  sich  dieses  Verfahren  fort- 


'  §.13.  ;  . 

Die  Verwandlung  der  Vielecke  in  andere  von 

gleicher  Fläche.  . 

.  1.  Die  S»toe  der  vorigen  Piragfaphen  Hefern  die 
Mittel,  um  Vielecice  in  andere  m  Terwasideln;  wddhe  dieu 


iietcta  Ui0t  und  dMi  hierbei  das  Quadrat  BCX>£  in  ffinf  jMeke  «erfiOlis 
in  die  vier  so  ABC  congraentea  Dreiecke  BCM,  CDN,  DEP,  EBQ  und  in 
das  Quadrat  ilfW/^,  dessen  Seite  nichts  Anderes  als  der  Unterschied  un- 
ter den  Katheten  des  ursprünglichen  Breiecks  ist  (man  hat  nämlich  MN 
—  crr-^  CM^AB-^AC^  ebenso  NPsa  DP--  DN  =  Aß  —  AGn,  9.  w.) 
|)tfff^  fitt^  üMtufwiaMiSla  ]m«B  sich  aber  auch  auf  andere  Weise  anord- 
ntn»  TTiinn  itftT  ninlick  die  vier  Dreiecke  niqkt  uit.den  Katheten ,  wie 
es  hier  der  Fall  ist,  sondern  mit  denHjyotenmin  >Beinand»r  l9gL  Dia« 
geschieht  auf  folgende  Weise. 


Fig.  44  te. 


Wir  s  t  eile  n  in  Fig.  43|l  anerst  das  Dreieck  SCM  auf  und  lehnen  daran 
das  «weite  Dreieck  {CDN in  Fig.  43«)  so,  dass  die  HTpotenusen  amMHn- 
aaenfiiiilen  qmI  «in  Beehtacdk  ^JIC#  entsteM.  Daneben  l9^%n  wir  das 
dritte  Dreieck  O&JSi (te  Fig.  48«^^  i»d  an  dieses  da«  vi«ite,  aWielb 
wie  Torhi%  so  dass  beide  aasammen  das  Baehteek  C0Mi  MMawahoa»  la 
den  Winkel  FW  bringen  wir  endUoh  noch  das  fünfte  Stück  (in  Fig.  48« 
MNPQ),  so  dass  jetzt  ein  Sechseck  27ilf(r/rXi:  entstanden  fot,  welohea' 
dieselbe  Fläche  wie  das  frühere  Quadrat  BCBB  besitzt.  Verlängern  wir 
die  Gerade  KL^  bis  sie  MG  in  S  schneidet,  so  zerfällt  jenes  Sechseck  in 
zwei  Rechtecke  BMSK  und  SGUL^  über  welche  Folgendes  zu  bemerken 
ist.  £  s  war  IL=CS  der  Unterschied  beider  Katheten  und  CM  die  kleinere 
Kathete  ,  beides  zusammen  giebt  die  grössere  Kathete,  mithin  ist  MS^ 
Mßf  folglich  das  Rechteck  BMSK  ein  Quadrat  und  zwar  das  über  der 
grössern  Kathete  construirte  Quadrat;,  femer  war  CG  die  grössere  Ka- 
thete, der  Unterschied  beider  Katheten  CS  davon  abgezogen,  giebt  die 
kleinere  Kathete,  nithia  ist  SQssiQM,  foigliah  das  fiechteck  ÜQML  ein 
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selben  Fl&chen  aber  weniger  Seiten  besitzen.  Ist  z.  B. 
das  Vieleck  ÄBCDEFG  gegeben,  so  pj^  45^ 

schneide  man  davon  mittelst  der  Dia-  '  '  e  ^, 
gonale  AF  ein  Dreieck  AFG  ab  und  7 

lege  dur^h  G  eine  Parallele  zur  Dia-  -^p^-  --W*' 

gonale.  Verlängert  man  darauf  die  ^V;"  '  ' 
Seite  EF,  bis  sie  jener  Parallele  in  G' 
begegnet,  und  zieht  AG'^  so  entsteht  c 
ein  Dreieck  AFG'y  welches  dieselbe  Fläche  wie  AFG  besitzt. 
Wenn  man  nun  zu  dem  übrigen  Vielecke  FABCDE  das 
Dreieck  AFG'  hinzusetzt,  so  ist  an  die  Stelle  des  wegge- 
nommenen Dreiecks  {AFG)  ein  gleich  grosses  getreten  und 
demnach  hat  sich  die  Fläche  des  ganzen  Vielecks  nicht 
geändert,  dagegen  enthält  das  neue  Vieleck  ABC D EEG' 
eine  Seite  weniger  als  das  ursprüngliche,  weil  EF  EG' 
in  gerader  Linie  liegen,  also  nur  eine  Seite  EG'  ausmachen. 
—  Dieses  Verfahren  kann  mehrmals  nach  einander  ange- 
wendet werden,  um  successiv  die  Seitenzahl  des  Vielecks 
(jedesmal  um  Eins)  zu  vermindern;  beim  Dreieck  aber 
verbietet  sich  die  weitere  Anwendung  von  selbst  durch 
den  Umstand,  dass  das  Dreieck  keine  Diagonalen  besitzt. 
Jedes  Vieleck  lässt  sich  demnach  in  ein  Dreieck 
von  gleicher  Fläche  verwandeln, 
t  Wäre  man  auf  dem  vorigen  Wege  zu  dem  Dreiecke 
ABC  gelangt,  so  kann  man  dieses  noch  Fig.  4Ö. 
in  ein  Parallelogramm  umsetzen;  halbirt 
man  nämlich  eine  Seite  BC  in  D,  zieht 
durch  D  eine  Parallele  zu  AB  und  durch 
B ß\ne  Parallele  zu  AC,  welche  die  erste 
Parallele  in  F  schneidet,  so  ist  in  den  Dreiecken  DCE  und 
DBF  der  Construction  zufolge  BD=CD^  ferner  LBDF  — 
LCDE  (Scheitelwinkel)  und  L /^^/'^  Z.  Z?C^i5:  (Wechselwin- 
kel). Die  Dreiecke  BFD  und  CED  sind  demnach  congruent 


Quadrat  und  zwar  das  Quadrat  der  kleiueru  Kathete.  Die  beiden  Quadrate 
BMSKnnd  SO/IL  füllen  zusammen  das  Sechseck  BGMHLK  und  dieses 
kommt  dem  Quadrate  BCDE  in  Fig.  43  a  gleich ,  es  ist  also  in  der  That 
das  Hypotenusenquadrat  aus  denselben  Stücken  zusammengesetzt,  wie 
die  Summe  der  Kathetenquadrate.  '*       "  ^ 


,  Google 


(|.  7)  «Ito  iMNh  Ton  gMolier  FlftAt.  BehMMtf  mm  tw 

dm  Dreiecke  ÄBC       Dreieok  €M£  ab  und  ffltet  sMI 

dessen  das  gleiche  Dreieck  BI>F  vn  ^  so  ist  da«  enttlekeiide 

ParaUelograinni  ABFE  dem  Dreiecke  ABC  an  Fläche  gleich  j 
man  hat  daher  den  Satz:  Jedes  Vieleck  lässt  sich  in 
ein  Paraiieiogramm  von  gleicher  FlüQ^e,  yex- 
wandeln. 

Fällt  man  ven  den  Punkten  E  und  auf  die  yerlia* 
Fig.  47.  gerte  AB  die  Senkrechten  imd  Jff, 
V  j!»  so  entsteht  ein  Recbteok  SFBGy  wel- 

 .   ^ 

chcß  dem  Paralleloaiamme  AEFß  an 


 — Fläche  gleich  komnit,  d.  h.:  Jedes 

Vieleck  kann  in  ein  Kechteck  von  gleicher  Fläche 
▼erwandelt  werden. 

Um  endlich  aus  diesem*  Reclitecke  ein  Quadrat  «a 
machen^  benuta^  wir  den  in  §•  12, 1.  bemeeenen  Sat»  in 
Verbindung  mit  der  Aufgabe  11.  im  Ankange  au  Ga^.  II. 
Eö  kommt  nämlich  darauf  an,  ein  rechtwinkligem  Dreieck 
zu  construiren ,  in  welchem  die  Rechteckseiten  EF  und  EG 
als  Abschnitte  der  Hypotenuse  erscheinen;  das  Quadrat 
des  ainf  die  Hypotenuse  gefällten  Perpendikels  wäce  dann 
das  gesuchte  ^adrat»  Alan  .  emiolit  dies  leiehet,  wenm 
Flg.  4a.  nui^  auf  der  Verlängamag  von  FM 


i 


— *'\  Strecke  BMs=tEG  mmmiy  femer 

\^  ,  GE  verlängert  und  einen  rechten  Win- 
kel so  legt,  dass  seine  Schenkel  durch 
die  Punkte  F  und  K  gehen  und  seine 
r  Spitze  auf  die  Verlängerung  von  GE 
fällt,  wenn  man  also  FM  im  M  halbirt  und  mit  3iK  als 
Halbmeeser  aus  M  einen  Kreis  bescbreibti  welcher  die  wet^ 
längerte  EG  in  dem  gesuchten  Winkelscheitel  sehneidet. 
Ist  hiermit  die  Seite  EL  des  gesuchten  Quadrats  bestimmt, 
so  kann  man  sagen:  Jedes  Vieleck  läsbt  sich  in  ein 
Quadrat  von  derselben  Fläche  verwandeln. 

II.  Wir  denken  uns  jetzt  mehrere  neben  einander  lie- 
gende Vielecke  und  jedes  derselben  .mittelst  d^  obigen 
Constructionen  in  ein  Quadrat  verwandelt;  wir  haben  dann 
ebensoviel  einzelne  Quadrate,  und  es  entsteht  von  selbst 
die  Frage;  ob  sich  diese  Flächen  nicht  z\x  einem  einzigen 
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Quadrate  vereinigen  lassen.  In  der  Beantwortung  dieser 
Frage  liegt  nun  die  Bedeutung  des  Pythagoräiechen  Satzes  : 
Sind  nämlich  zwei  Quadrate  vorhanden,  von  denen  das 
t&ne  die  Seite  AB^  des  andere  die  Seite  AC  n^.  49. 
beriM,  so  kran  maa  diese  fieüaa  nt  Kaibe- 
teft ^es  reehtfriokHgeB  Dreiecks  BAC  xieh> 
men  und  es  ist  da»  Quadrat  über  der  Hypo- 
tenuse BC  gleich  der  Summe  der  Quadrate 
über  den  Katheten  AC  und  Durch  mehr- 
^m^ig^AiäUtmAmg  dieses  Verfahrens  ist  man 
ii  ilHwidej'  lTfrliinhi(r  "rirln  Qoedrate  m  einem  einsigen 
QdeMhe  ineemmenauziehen^  Mit  Ricksielit  auf  das  Yofige 
giebt  dies  dencSafis:  Beliebig  viel  gegebene  Vieieeke 
lassen  sich  jederzeit  zu  einem  Quadrate  vereini. 
gen,  dessen  Fläche  die  Summe  von  den  Fl&chen 
Jener  Vielecke  ausmacht. 

...iMr 'Pythagortfische  Sata  Termiftelt  übrigens  nieht 
aar  die  Addition,  aoadern  aaek  die  Sabtraetlon  der 
lÜskon,  sobald  letatere  jederaeÜ  auf  Quadrate  anrttckget* 
fühlt  sind.  Das  Quadrat  irgend  einer  Kathete  ist  nämlich 
der  Unterschied  zwischen  dem  Ilypotenusenquadrate  und 
dem  Quadrate  der  anderen  Kathete;  will  man  also  zwei 
^uadiatisoiie  Fl&eben  von  einander  subtrahireni  80-br««ekt 
flian  nnr  ein^tecfatwinktiges-  Dreteek  latt  eonsiarnireiii  wel^ 
«bei  die  8Mte  des  grt^sseni  Quadrats  snr  Hypotmise  «nd 
die  des  kleinem  inr  EaÜiete  bat^  die  andere  Katiiete  ist 
dann  die  Seite  desjenigen  Quadrats,  dessen  Fläche  den  Un- 
terschied unter  den  Flächen  der  gegebenen  Quadrate  dar?>tellt, 
Nicht  minder  leicht  ist  die  Multiplication  der 
QpAdratOi  d.  h.  die  Coastroction  eines  Quadrats,  dessen 
FlAebe  ein  Vielfisekes,  etwa  das  afacbe  einer  gegebenen 
Qnadralflftebe  ausmabht*  Stellt  man  nXmKeb  dae  gegebene 
Quadrat  nmal  zwischen  zwei  Parallelen  auf,  und  rückt 
diese  n  Quadrate  auseinander,  so  entsteht  zunächst  ein 
Rechteck,  welches  das  gegebene  Quadrat  nmal  enthält. 
IHeses  Kechteek  l&sst  sich  wieder  iii  ein  Quadrat  verwän- 
de^ und  letateres  bt  das  gesackte  Quadrat. 
^Hf^üm  endlieh  die  Division  der  Quadrate  ausattfübrenf 
dT  b.  um  ein  Quadrat  zu  construireu,  dessen  Fläeke  der 
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nftelwi  die  eiiie  Seifte  des  gegebeMo  Quadrate  in  n  g^eielie 

Hieile  and  m.eki  dnrck  alle  Theilpnnkte  senkrechte  Gerttde. 
Das  Quadrat  zerfällt  jetzt  in  n  congruente  Rechtecke  und 
es  ist  mithin  eine  solche  Kechtockääche  gleich  dem 
Theile  der  Quadratääche  ^  verwandelt  man  dieses  Beoiit* 
eck  in  ein  Quadvat,  ao  genügt  letifterto  den  Bediägwngen 
der  Aufgabe.  ' 

An  die  biesmit  beendigten  Vcrglttobsngan  und  Ver« 
wandlang  der  Flfteben  gerädKniger  Vieleoke  sehüesst  sich 
die  sogenannte  Ausrae ßsung  deröelbcn.  Dieser  muss 
aber  die  Ausmessung  der  Seiten  vorangehen,  und  wir  holen 
daher  an  dieser  iiSteiie  joach,  wes  im  Anfange  des  §.  2 
ftbeigamgen  wnide«  > 

§.  14. 

Die  Lüngen^^rgleichung  gerader  Linien» 

Wenn  swei  begränzte  Gerade  vorliegen,  so  können 
zwei  verschiedene  Fälle  eintreten ;  entweder  ist  nämlich  die 
längere  von  beidea  mn  Viel£acbes  der  küreeran  eder  nicht. 
Im  ersten  Falle ,  we  ako^  wie  man  an  siigen  pftegi|  die 
klamere  Linie  in  der  grteeren  anfgekt,  nennt  man  die 
efsle  daa-  genaue  Maaaa  der  aweiten;  wenn  dagegw  die 
kleinere  Linie  in  der  groisseren  nicht  anfgeht,  so  sind  zwei 
Lntcrfälle  möglicli;  es  giebt  nämlich  entweder  eine  dritte 
Linie,  weiche  sowohl  in  der  einen  als  in  der  andern  auf- 
gebt|  oder  es  existirt  keine  solche  Linie.  Bezeichnen  wir 
awei  gegebene  Linien  knra  mit  a  und  bf  wobei  m  die  klei« 
nere  sein  mdge^  ao  nennen  wir  eine  dritte  Linie  ei,  welche 
iniv  und ^  gluehaeitig  aufgeht,  daa  gemeinaehaftliehe 
Maas  8  von  a  unAb  und  wir  sagen  dann  von  a  und  b:  sie 
seien  c ommensurabel,  dagegen  heissen  a  und  b  incom- 
mentiurabel|  wenn  sie  kein  gemeinschaftliches  Maass 
iiaben*)» 

Wir  sind  Her  zu  den  ineoiB]|ieii8iirab«In  Linien  durch  eine  rein 
logische  Unterscheidung  gekommen ,  aus  welcher  sich  nicht  heurtheüen 

lässt,  ob  es  derg'leichcn  Linien  giebt  oder  nicht,  Dass  aber  in  Wirklich- 
tcGit  ineommcnsurable  Jbioieo  Torkommeni  werden  wir  bald  an  einem 
3ei«jpiele  sehen» 
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Es  knüpft  sich  an  dicHe  Erklärungen  noch  eine  ein- 
fache BemerkuDg.  Geht  m  in  ä  auf,  so  geht  es  offenbar 
'  auch  in  3^;  4ef  u.  8.  w.  auf,  d.  h.:  das  ]^^aas8  einer  Linie 
iil  >piiglM€ii  eki  MaAMibyte  Vielfadieii.  Nehman  wir  eine 
gweiti'^^rrdaBero  Linie.  «  jhi]iflii>  irelche  eben£ftUa  m  mm 
^fewwise  hat,  no  geht  nun  m  auch  in  e  ±_  d,  e  ±^24,  e  +  3d 
u.  s.  w.  otF j  bezeicLiit'u  (luliur  mit  X  eine  ganze  posi* 
tive  Zahl,  so  haben  wir  den  6a,tz:  Wennm  ein  gemein- 
6«44iiiilicheB  Maass  von  d  vind.e  i^i,  ao  niaaa  ea 

^mm%  ÜyjiiirfuA  iwfei'  fierade  «  und  6  gegeben,  lo  konimiea 
VoAlHIllfe^^tfaniiiß  4»,  an  entfteh^iden,  ob  sie  dn  genMM»» 

Bchaftliches  Maass  besitzen  oder  nicht,  ob  aia  also  cuminen- 
enrabel  od(  r  ineoinuieusurabel  sind.  Hierzu  dienen  fol- 
gende Betrachtun- (1).  —  Wir  nehmen  die  kleinere  des 
Linien  (ap  air^^t  von  der  grösseren  (b)  weg,  als  es  geht^ 
dl j||aiiiiii jimMuoheD, *  imTielmal  a  in  b  entiiallen  ist) 
bMMil'wnrd  (wenn  nicht  b  gerade  ein  Vielfacbea  wva  m 
aotfiä^ht)  ein  Best  r  M^ben^  welcher  weniger  als  a  be- 
trägt. Rennen  wir  A  dir  Zahl,  welche  angiebt,  wievielmal 
'  a  wn  b  weggenommen  wurde,  so  haben  wir  die  Gleichung 
b^  Jm  ^r  oder 

Nehmen  wir  jetzt  r,  welches  kleiner  als  a  ist,  soviel- 
mal als  möglich  von  a  weg,  so  bleibt  im  Allgenieinen  wie-  ^ 
der  ein  Kest,  der  r,  hcissen  möge  und  kleiner  als  r  ist; 
bezeichnen  wir  mit  kg  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  r 
von  a  weggenommen  wurde,  so  Ist  weiter  a  —  lif  =  ri 
oder  .        ■    ;  ^  t  " 

Wiedenun  nehme»  wir  jetijst     so  oft  als  möglich  von 
r  weg  und  kommen  so  auf  einen,  ferneren  Rest     <  ri,  ^ 
nnd  wenn  jene  Wegnahme     ma|  geschah,  so  ist  r  —  l^r^ 
=  r,  oder  < 

•  '  '     '  .  ■" 

Man  4ibersiehl  auf  der  Stdle,  wie  sich  dieses  Verfah- 
ren weiter  IbrtselBen  ISsst  und  daas  man  damit  die  folgende' 

Reihe  voxi  Gleichungen  erhält;       ,  .  •  •      '  . 
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T  —  /IjT,  -f-  r^j 

vom 

MBcb  Reike  bÜdea,  indem  jede  dere^ben  kleinor  ak  dio 

vorhergehcDclc  oder  grösser  als  dio  nachfolgende  ißt.  — • 
Bei  der  Ausführung  dieses  Verfalirens  können  nur  zwei 
verschiedene  Jb'äile  eintreten ;  entweder;  nämlich  kommt  man 
eimaftl  auf  einen  Best  gleich  Kuli,  oder  di»  fiette  gehen, 
nuner  kleiner  werdend,  in's  Ünendüehe  iex%,  ohne  «m  Ifnll 
n  wcvdm  (wie  s.  B,  .die  ^rllolie  ^,  ^,  ^,  |  u«  e,  w.)«  DieM 
FttUe  bedürfen  enier  gena»^  ünterBtioliung« 

I.  Wird  irgend  einer  der  Reste  gleich  Null,  etwa 
r^f  80  erhalten  wir  eine  endliche  Reihe  von  Gleichungen, 
nämlich: 

Hier  ist  nun  r«  ein  Maass  von  r«,  weil  es  darin  mal 
enthalten  ist,  und  inaii  kann  daeer  sagen,  Bei  das  ge- 
meinachalÜiQbe  Maaaa  von  und  r,»  Da  il«  eine  ganse 
Zahl  bedeutet,  so  folgt  hieraus  nach  dem  früheren  Satae, 
dass  in  Xtr^  +  r^,  d.  h.  in  aufgeht;  weil  aber  ri  Tor- 
hin  auch  in  aufging,  so  ist  jetzt  7\  das  gemeinschaft- 
liche Maas 8  von  und  r^.  Nach  dem  schon  einmal  be- 
nutzten Öatze  geht  jetzt  auch  in  A^r,  + d.  h.  in  aaf, 
mithin  geht  es  in  und  ri  angleieh  auf;  ist  also  das  ge- 
meinschaftliche' Maass  ron  und  r|.  Ebendeswegen 
geht  nun  in  +'t»  d.  h.  in  r  auf«  fol^ch  gieicliaei- 
tig  in  Ti  und  r,  und  ist  daher  das  gemeinscbaftHche  Maass 
von  und  r.  Daraus  folgt  weiter,  dass  in  il,r  +  r,, 
d.  h.  in  a  aufgeht  und  somit  das  gemeinschaftliche  Maass 
von  r  und  a  ist.  Weil  endlich  r«  in  r  und  a  augleich  anf* 


Digitized  by  Google 


—  dl  — 

geht,  80  geht  es  auch  in  Xa  -f  ry  ä,  h.  in  b  auf  und  ist  folpf- 
lich  das  gemeinschaftliche  Maass  von  b  und  a.  Der  letzte 
Rest  ist  also  das  gemeinschaftliche  Maass  von  a  und  b, 
vnd  a*  am  a«f  itar  Spelle  flberMlit^  dMB  di^^ifMiScUOMi 
in  jddmn  Fidle  angemndet  werdm  ktfnneii,  wo  es  Uber* 
hanpt  einen  letzten  Best  giebt,  so  haben  wir  den  Sali; 
Sobald  einer  der  Reste  r,  r, ,  7\  u.  s.  w.  verschwin- 
det, sind  die  Linien  a  und  b  cora mensurabel  und 
der  letzte  nicht  yerftobwinde&de  üest  ist  ihr 
neittse^AMiehes  Mmss. 

n.  Wenn  dagegen  keiner  der  Beste  r,  r« ,  r,  n,  s.  w« 

versehwindet,  so  sind  die  vorigen  Schlüsse  nicht  mehr  an- 
wendbar, und  dies  scheint  darauf  hinzudeuten,  dass  es  in 
diesem  Falle  kein  gemeinschaiiiiches  Maass  für  a  und  b 
giebt.  Un  darüber  in's  Klare  aa  kommen,  wollen  wir  an- 
es  Musüre  ein  sakshes  gemeiiisclialfcliQlMe  Maass  m, 
«ad  flMsehenf  was  demits  folgt  Stellen  wir  die  vorigett 
Qleicfanngen  in  der  nachstehenden  Form  dar: 

r        — Xa  , 

n.  8*  f.f 

so  gelten  folgende  Schlfisse.  Weil  m  der  Voranssetsimg 
nach  in  a  und  b  aufgeht  und  X  eine  ganze  Zahl  ist,  so  muss 

es  nach  dem  Früheren  auch  in  b  —  A«,  d.  h.  in  raufgehen 
und  ist  folglich  zugleich  das  gemeiiischaftiiche  Maass  von  a 
nnd  r.  Ebendeswegen  muss  m  in  a  —  Air,  d«  h.  in  aaf- 
gehen,  d.  h.  das.  geitteinschaftUcbe  Maass  von  r  und 
sw«  £ine  weitere  Folge  hiervon  ist,  dass  m  in  r^Ü^Ti, 
d.  in  r«  anfgeht  n.  s.  w.  Man  flberaleht  gleich,  dass  die 
Fortsetzung  dieser  Scliiussweise  zeigt  ^  dass  m  gleichzeitig 
in  allen  Resten  r,  r^,  r,,  u.  8.  w.  aufgehen  muss.  Diese 
Beste  sind  also  Vielfache  von  m  und  daher  können  wir^ 
ndit  litf  (Hf  ihf  j^n  u.  6.  w.  ganae  positiv<e  Zahlen  beaeiobn 
«end,  TsssfMi,  tivcs^^m,,  räcss^n  n.  s»  w*  seWii»  Nna 
bilden  «ber  die  Beste  r,  r^,  r,  u*  e«  w«  euae 
Beihe^  nnd  daher  müsste  jetst 
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das  keisftl 

f*>Mi  >l«»>l»»  .  •  . 
Mit.  Wem  mok  eine  Belbe  ganeer  posiliyer  ZttkleD,  Vim 

ifgeiid  einer  Stelle  snAmgend/  fqftwifafend  •  »Tinfaintit,  to 

nmss  nothwendig  eine  von  ihnen  der  Null  gleich  werden; 
also  gäbe  es  auch  einen  Rest  ^  0,  Dies  widerspricht  aber 
der  Voraussetzung y  dass  die  Koihe  der  Koste  in's  Unend- 
liche fortgekt,'  obae  d$m  einer  verschwindet^  es  mass  daher 
die  VoranssetsiiDg,  dass  fibr  a  n»A  b  ein  gmeiaeokilttidMe 
lAiuHiB  m  ezisiire,  falach  gewesen  sein,  und  wir  kOnnen  dee- 
li«lb  kehAnpten;  Wenii  keiner  der  Rette  r^, 
u.  8.  w.  ver  ach  wind  et,  gicbt  es  kein  gemeinschaft- 
liches Maass  für  die  Linien  aand  b\  letztere  sind 
dann  incommensurab%L- 

Hiermit  sind  wir  also  zn  einem  EennielehlMl 'gelingt^ 
aaeh  welekem  sieh  m  jedem  Falle  die  OeüaieaenrsbiliMI 
oder  laooBimenBiimbilitftt  afnreier  LSftien  eieher  eatselieideti 
Iftsst. 

§.15. 

Das  Verh&ltniss  zweier  begranüten  Geraden. 

I.  Hat  man  von  zwei  commensurabelii  Geraden  a  und 
b  daö  gemeinschaftliche  Maass  ?n  gefunden,  so  ist  es  immer 
leicht,  das  numerische  Verhältniss  derselben  anzugeben^ 
nennen  wir  nämlich  a  die  Zahl,  welche  angiebt,  wie  oft  m 
in  a  enthalten  ist,  und  ebenso  die  Zahl,  welche  sagt, 
wievielmal  m  in  b  steckt,  so  nennen  wir  den  Quotienten 

das.Verbäi^iss  der  Geraden  amid  b  (inden^  siph  b  stxiu 

wte*  ß  an  a  verhitlt).    Die  Zahlen  k  nnd  ß  lassen  sieli 

immer  aiismitteln,  wenn  man  das  gemeinschaftliche  Maass 
m  sowohl  in  a  als  in  b  einträcrt  und  zusieht,  wie  oft  das 
Eintragen  möglich  ist;  man  kann  aber  auch  einen  etwas 
anderen  Weg  einschlagen ,  welchen  man  am  besten  ana 
einem  Beispiele  erkennen  wird.  £»  seien nnd  CB  die 
gegebenen  'Oeraden  a  nnd  h\  .man  findet  dann  nw^  dem 
im  vetigen  Paragraphen  beschriebenen  Verfahren 
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Fig.  50. 


5^ 


I' 


'    ff  » 


*    I  • 


t  J  irr        +  r  , 

a  =  3r  +  ^1  > 
r  =2r,  +  r,, 

^2  =  27-3 , 

und  da  r,  der  letzte  nicht  verschwindende    i,  ^ 
Rest  ist,  so  haben  wir  hiermit  das  gemein-  |  t^.  j^» 
schaftliche  Maass  (r,  =  w)  von  ö  und  b  gefun-  ^ 
den.    Setzen  wir  statt  r,  in  der  vorletzten .  . 
Gleichung  seinen  aus  der  letzten  Gleichung 
fliessenden  Werth  S/'j,  so  wird 

r,  =  1  .  2r3  -h  r,  =  Sr,, 
und  dies  giebt,  in  die  drittletzte  Gleichung 
eingeführt, 

r  =  2.3r3  +  2r=8r,;^'"  ^  • 
Setzen  wir  ferner  in  der  zweiten  Gleichung 
für  r  und  r,  ihre  Werthe,  so  wird  £[ 

Ö  =  24r3  +  3r3  =  27r3,  ^ 
und  jetzt  verwandelt  sich  die  erste  Gleichung  in  * 

.t  =  27r.+  8r.  =  35r„  

dass  also  das  gemeinschaftliche  Maasö  V3  in  ö 'Wmal 
und  in  b  35  mal  enthalten  ist.  Demnach  giebt  der  Bruch 
35 

—  das  Verhältniss  beider  Geraden  an ,  oder  man  hat  b :  a 
27  ' 

=  35  :  27.  Dass  eine  solche  von  der  letzten  Gleichung  an 
rückwärts  schreitende  oder  aufsteigende  Substitution  jeder- 
zeit möglich  ist,  wird  aus  diesem  Beispiele  hinreichend  er- 
hellen. 

II.  Anders  gestaltet  sicli  die  Sache  in  dem  Falle,  wo 
a  und  b  incommensurabel  sind,  weil  hier  keine  letzte  Glei- 
chung existirt  und  folglich  eine  von  unten  nach  oben  ge- 
hende Substitution  keinen  Anfang  fände.  Wir  wenden 
dann  folgendes  Verfahren  an.  —  Von  der  grösseren  Linie 
b  nehmen  wir  wie  vorhin  die  kleinere  a  sovielmal  als  mög- 
lich weg,  wodurch  wir  die  Gleichung 

&  =  jiflf  -j-  r 

erhalten,  worin  x  wie  früher  A  eine  ganze  positive  Zahl 
und  der  Rest  r<Ca  ist.  Von  dem  Reste  r  bilden  wir  nun 
ein  Vielfaches,  am  bequemsten  das  Zehnfache,  und  tragen 
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a  sovielmal  al6  möglich  in  die  neue  Linie  lOr  ein;  da  a  , 
ismd  r  kein  gemeinschaftliches  Maas«  haben,  so  muss  hier- 
bei ein  Rest  bleiben,  und  wir  erhalten  so  eine  Gleichung 
von  der  Form 

'irobei  Xi  diejenige  ganze  Zahl  bezeichnet,  welche  angiebt, 
wie  oft  sich  a  von  der  Linie  tOr  wegnehmen  l&sst,  and  der 
Best  Ti  <a  ist.  Verfahren  wir  mit  ganas  so,  wie  vor- 
hin mit  r,  80  ergiebt  sich  eine  zweite  Gleichung  von  der 
Form 

worin  r,  ebenfalls  weniger  als  a  beträgt.  Gehen  wir  anf 
diese  Weise  weiter,  so  gelangen  wir  zu  dner  ganzen  Beihe 

solcher  Gleiciiuugen,  nämlich 

u«  s«  w. 

LasBcp  wir  ann  die  erste  Gleichung  Qf  ==sita+r)  on- 
gettndert, '  dividiren  dagegen  die  zweite  Gleichung  dureh 
10,  die.  dritte  durch  10%  die  vierte  diiräi.tO*  u.  s.  w.,  ßo 

wird  ,  .... 

b  =  xa   -fr  , 

.'^  10^^10' 
10  *^io«""*"io«' 


wobei  sämmtliche  biaher  erschienenän  Reste  ''i^r, .  •  «r; 
weniger  als  s  betragen« .  .  , 

Durch  successive  Subetitution  erhalten  wir  hieraus  die 

folgende  Gleichung: 

oder 
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LasBen  wir  nun  das  letzte  (iiied  weg;  so  ist  oüenbar 

oder 

^)  7  ^ To     hP"^  •  •  •  "*"UM» 

setzen  wir  dagegen  an  die  Sielie  ron  r,  im  letzten  Gliede 
«,  so  haben  wir  anviel  genommen^  weil  r,<^a  ist  nnd  mit- 
bin haben  wir 

*<(*  +  7ir+nf.+---+w-.+T5-.)* 

oder 

Durch  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2)  ist  nun  daa 
VerhIütniM  der  Linien  b  und  a  in  zwei  Gränsen  einge* 

schlössen,  deren  Diflferenz  —  beträgt.    Daraus  folgt  auf 

^der  Stelle^  daes  man  diese  Gränzen  einander  so  nahe^  als 
es  nur  Terlai^t  wird^  bringen  kann^  wenn  man  die  Zahl 
$  fortwlUirend  sunehmen  l&sst,  d«  h.^  wenn  man  das  be- 
schriebene Verfahren  immer  weiter  fortsetzt.   Das  genane 

VerLaltiiiss  selbüt  ist  diejenige  Zahl,  welcher  sich  jene 
Gränzen  bei  ihrem  Zusainiiieiiriieken  fortwährend  nähern, 
sie  existirt  aber  nur  in  der  Idee  und  ist  die  Summe  der 
unendlichen  Reihe 

7  =  ^  +  To +Ff'+ nr»  +  •  •  • 

Von  swei  incommensurabeln  Grössen  lässt  sich  daher 
das  Verhältniss  nicht  vollkommen  genau,  wohl  aber  mit 
jedem  beliebigen  Grade  der  Genauigkeit  angeben.  Man 

nennt  ein  bolches  A  (.aluiltuiss  ein  irratio  liaies,  während 
ein  vollkommen  genau  augebbares  Verhältniss  (das  der 
couimensurabeln  Linien)  ein  rationales  beisst. 

Um  diese  Lehren  finf  einen  bestimmten  Fall  anzuwen- 
den, betrachten  wir  das  Verhältniss  Ewischen  der  Diiigo- 
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nale  und  Seite  eines  Quadrates.    Nehmen  wir  auf  der 
Fig.  51.  Diagonale  AC  von  C  aus  den  Ab- 

7  ^       schnitt  CB'=CB,  so  ist 

>w  oder 

X  •       3)        AC=  AB  +  AB\ 

Stellen  wir  ferner  B'C  senkrecht 

,/\c'  }       ist  aus  sehr  naheliegen- 

r^"l   denOründeu  r^.und 
^        wenn  wir  C'B  =  C'B'  ueiimeni 
AB  =  BC'  +C'B"  ^AB'' 
oder  nach  der  vorigen  Bemerkung 

4)  AB  =  2AB'  +  AB'\ 

Ziehen  wir  weiter  B"C'*  senkrecht  auf  AB  und  nehmen 
CB^'^C^'B" ,  so  ist  AB"  ^B"C'^B'C"=C"B"'  und 

AB'==  B'O"  +  C'B  "'  +  AB'", 

d.  1. 

5)  AB'==2AB''i'AB'\ 

Mau  übersieht  leicht, den  Fortgang  dieser  Schlüsse; 
bes^chnen  wir  wie  folgt:  * 

AB=sa,  ACssb, 
AB'  =  r,  AB*'^r^,  AB  "  =     u.  s.  w., 
so  nehmen  die  Gleichungen  3),  4),  5)  folgende  Gestalt  an: 

6  =  a   +  ^  > 

n  =  2r,  +  rt. 
u.  s.  f.' 

und  da  hier  keiner  der  Reste  r,  r,,  r,  .  r,  u.  s.  w.  v  er- 
schwindele so  folgt  aus  ihnen  der  schöne  Satz:  Die  Dia- 
gonale eines  Quadrates  ist  gegen  die  Seite  des- 
selben incommensurabel. 

Um  nun  das  angenäherte  Verh&ltniss  beider  Linien  zu 
finden^  setzen  wir  wieder 

nehmen  von  rc=AB'  das  Zehnfache  und  tragen  soviel- 
mal als  möglich  in  lOr  einj  es  findet  sich,  dass  dies  vier- 
mal geht^  also 

10r  =  4a-J-rt 
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igt.  ^  Trägt  man  weiter  a  in  das  Zeliniaohe  von  oin,  so 
gebt  dies  einmal,  also 

weiter  Ux  dann  nach  demselben  Verfahren 

10rt«4ö  +  r,, 

n.  s.  w. , 

mithin  nach  dar  in  diesem  Paragraphen  auseinandergeseta- 
ten  Methode 

d.  i. 

Irzs  1,4142... 

Bricht  man  den  Dezimalbruch  ab,  so  ist     ;>  1,4142, 

dagegen  1,4143. 

Nach  den  bisherigen  Erörterungen  hat  es  nun  keine 
Schwierigkeit  mehr,  gerade  Linien  auszu  in  essen.  Be- 
stimmt man  nämlich  von  jeder  der  gegebenen  Geraden 
d^  Verhältniss,  in  welchem  sie  zu  einer  willkührlich  an- 
genommenen, sich  aber  immer  gleich  bleiben  den  Geraden 
Bteht,  so  dient  die  letztere  als  Maassstab  oder  JSinheit  für 
die  übrigen  Linien,  und  man  sagt  von  diesen,  sie  seien 
lut  Zalilcii  :^obracht  oder  in  Zahlen  gegeben. 
Diese  \  eriuiitiiisszahlen  selbst  wollen  wir  die  Längen- 
zahlen der  Geraden  nennen. 


§.  16. 

Die  Ausmessung  der  ii'lächen  geradliniger 

Figuren. 

/  Das  ei;itaciiste  der  Paralle!oHT;i  uiiue,  näiiilich  das  Recht- 
eck, ist  bekaiintlicli  durch  zuci  in  einer  Ecke  znsammcn- 
fitossende  Seiten  bestimmt  und  mithin  muss  sich  aus  diesen 
2wei  Seiten  auch  seine  Fläche  nach  irgend  einer,  noch 
aufzusuchenden  Regel  herleiten  l^tsBen.  -  Wie  dies  geschieht, 
zeigen  folgende  Betrachtungen. 
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L   Wenn  mf  der  einen  Sttte  ÄB  (der  Bmic)  eineii 

Paiallelogrammes  ABCD  mehrere  gleiche  Strecken  nach 

einander  aufgetragen  sind  und  durch  den 
^  Endpunkt  jeder  Strecke  eine  Parallele 
'  zur  Nebeneeite  BC  gelegt  wird,  so  zer- 
/  .  /  .  ,/  fftUfc  das  Parallelogramm  in  eben  soviel 
-0  congmente  kleinere  Paralieiogramme, 
und  wenn  auf  der  Grusdlinie  ein  St^k  übrig  bleibt^  klei- 
ner als  einer  der  aufgetragenen  Theile,  so  föllt  au<A  das 
entsprechende  Parallelogranun  kleiner  aus  als  die  übrigen. 
Zwei  Parallel oi^^ramme  ABCD  und  EFfiHy  welche  gleiche 
f  ig.  53.  Winkel  {LB  =  LF),  gleiche  Ne- 

JQ.  c     B  Ä  benseiten  (BC^FG)  und  ver- 

/  /     /     /   schiedene  Grundlinien  (AB  und 

^  ^     ^  JSF)  besitzen^  lassen  sich  daher 

ebenso  von  einander  wegnehmen  oder  vervielfachen ,  wie 
ihre  Grundlinien,  d.  h.  man  kann  auf  die  Flächen  beider 
Parallelogramme  genau  dieselben  Operationen  der  Ver- 
gieichung  (§§.  14  und  15)  wie  auf  ihre  Grundlinien  anwen- 
den, und  es  muss  hierbei  die  Vergleichung  der  Flächen 
dasselbe  Verhältniss  liefern,  wie  die  Vergleichung  der  Grund- 
linien, welches  auch  sonst  dieses  Verhältniss  sein  möge« 

Findet  sich  aUo  £F  =  —  AB,  wo  //*  und  n  irgend  welche 


m 

H 

m 
n 


Zablen  bedeuten,  so  muss  entsprechend  EFGH^^-  —  ABCD 

sein;  hieraus  folgt  die  Proportion 

ABCD  i  EFGH  ^  AB  i  EF, 

d.h.:  Die  Flächen  zweier  gleichwinkligen  Paral- 
lelogramme von  verschiedenen  Grundlinien  und 
gleichen  Nebenseiten  verhalten  sich  wie  die 
Grundlinien. 

Man  kann  diesen  Satz  weiter  benutzen  ^  um  die  Flä-- 
chen  zweier .  nur  in  den  Winkeln  übereinstimmender  Pa- 
rallelogramme auf  ein  bestimmtes  Verhältniss  zu  bringen. 
Sind  nämlich  ^^i^  und  A  B' CD'  zwei  derartige  Parallelo- 
gramme,  so  lässt  sich  ein  drittes  Parallelogramm  MNPO 
construiren,  welches  dieselben  Winkel  besitzt,  dessen  eine 
Seite  dem  Parallelogramme  ABCD^  dessen  andere  Seite  dem 
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FirAUdlogf»miB0  Ä'B'C'ü'  Fig.  54. 

entiLommeii  ist  (JfilTa  ABy 
NP=iB'C'),  mid  welolieB 
nnn  sowohl  mit  ABCD  als 

mit    A  B' C  D'    verglichen  ^ 
werden  kann.  R.trnchtet  man  erstlich ^i?  und       aU gleiche 
Jiebexiseiten,  i?6'  und  NP  als  verschiedene  Grandlimeiiy  00  ist 

ÄBCDiMNPO^BC:NP\ 
sittht  inan  sweitens  B'C  und  NP  als  gleiche  Nebenseiteii, 
A'B'  und  JfilT  «Ib  yenchiedene  Ormidliiiieii  an^  «o  ist 

A'B'C'D ' :  MNPO  ^A'BiMN; 
die  Zusammenziehung  beider  Pntportionen  giebt 
ABCD  .  A'B'C'D'  ^  MN  .BC'.A'B'  .NP, 
oder  wegen  MN=^ABy  NP=B'C\ 

ADCD:A'B'C'B'^AB,ßCi  A  B\B'C\ 
d,  h.:  Di«  Flächen  zweier  gleichwinkligen  Pa^ 
rallelogramme  verhalten  sich  wie  die  Prodncto 
ans  den  awei  Seiten  derselben. 

Da  die  Hälften  zweier  Grössen  in  dem  nämlichen  Ver- 
hältnisse zu  einander  stehen,  wie  die  Orosöcn  selbst,  so 
knüpft  sich  an  den  obigen  Öatz  noch  die  Folgerung:  Die 
Flächen  zweier  in  einem  Winkel  tibereinstim- 
ntf^nder  Dreiecke  verhalten  sich  wie  die  Prodacte 
der  jenen  Winkel  einschliessenden  Seiten« 

>  U.  In  gleicher  Weise,  wie  die  Ansmesenng  einer  be- 
gränzten  Geraden  nichts  Anderes  ist  als  die  Bestimmnng 
des  Verhältnisses  ihrer  Länge  zur  Länge  einer  unverän- 
derlichen Geraden  (der  Längeneinheit),  verstehen  wir  unter 
Ausmessung  einer  begränzten  Fläche  die  Ermittelung  des 
VerhältnisseSy  in  weichem  ihre  Grösse  zu  der  Grösse  einer 
bestimmten  Flftche  steht;  letatere  bildet  dann  den  Maass- 
stab,  nach  welchem  Flächen  gemessen  werden«  Man.  be» 
dient  sich  hierzu  des  Quadrates  der  Längeneinheit,  die 
Fläche  desselbeii  heisst  die  Flächeneinheit,  die  Zahl, 
welche  angiebt,  %\  if-\  i(  J  mal  die  Flächeneinheit  in  irgend 
einer  andern  Fläche  enthalten  ist,  oder  mit  andern  Wor- 
ten, das  Verhäitniss  einer  gegebenen  Fläche  aur  Flächen^ 
sinheit  nennt  man  die  Flächen  aahl  jener  geschlossenen 
Figur, 
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Vergleichen  wir  zunächst  ein  beliebiges  Rechteck  mit 
der  Flächeneinheit,  bo^  können  wir  beide  ala  gleichwinklige 
Parallelogramme  ansehen  nnd  haben  wie  vorhin 

ABCD    AB .  BC    Aß      BC  ^ 

A'B'C'D'       A'B' .  B'C  A'B'  '  B  C  ' 

verstehen  wir  unter  A  B' C  D'  das  Quadrat  der  X4&iigeiiiein' 
heit,  so  ist  der  linker  Hand  Yorkommende  Quotient  das 
Verhältniss  der  Reohteoksfläcbe  sur  Flächeneinheit^ 

A'B' CD'  also  die  Flüchenzahl  des  Rechtecks;  rechter  Hand 

bedeutet         das  Verfaftltniss  der  Grundlinie  AB  des  Recht- 

ecks  zur  Längeneinheit  A'B'y  d.  b.  diü  Längenzahl  der 

Grundlinie,  und  in  ganz  derselben  Weise  ist  (wegen  B'C* 

BÖ  ' 

=  A'B*)  der  Quotient        einerlei  mit  der  Längenzahl  der 

'  Rechteckshöhe  BC\  Alles  zusammengenommen  giebt  den 
Satz:  Die  Fl&chenzahl  eines  Rechtecks  ist  daH 
Product  aus  den  Läugensahlen  seiner  Grund- 
linie und  Höhe. 

Sind  die  Seiten  des  Reehteeks  einander  gleich  ^  so  ha- 
ben wir  den  einfacheren  Satz:  Die  Flächenzahl  eines 
Quadrates  ist  die  zweite  Potenz  von  der  Längen- 
zahl seiner  Seite. 

Da  nach  §.  11  jedes  Parallelogramm  dieselbe  Fläche 
besitzt  wie  ein  Rechteck  Ton  derselben  Grundlinie  und 
HShe,  so  gilt  die  wdtere  Regel:  Die  Fl&ohenzahl  eines 
Parallclogrammes  ist  das  Product  aus  den  Lftn* 
genzahlen  seiner  Grundlinie  und  Höhe.  ' 

Aus  der  einfachen  Bemerkung,  dass  jedes  Dreieck 
als  die  Hälfte  eines  Parallclogrammes  angesehen  worden 
darf|  welches  mit  ihm  gleiche  Grundlinie  und  Höhe  hat, 
folgt  weiter:  Die  Flächenzahl  eines  Dreiecks  ist 
das  halbe  Product  aus  den  Längenzahlen  seiner 
Grundlinie  und  Höhe. 

Zieht  man  in  einem  Trapeze  eine  Diagonale,  so  zer- 
fällt dasselbe  in  zwei  Dreiecke,  welche  die  parallelen  Sei- 
ten des  Trapezes  zu  Grundlinien  und  die  Entfernung  der 
parallelen  Seiten  zur  gemeinschaftlichen  Höhe  haben.  .Be- 
rechnet man  die  Flächen  dieser  Dreiecke  nach  der  vorigen 
Regel  und  vereinigt  sie  darauf^  so  gelangt  man  leicht  zu 
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dem  Satze:  Die  Flächenzahl  eines  Trapezes  ist  das 
Product  aus  der  halbes  Summe  der  parallelen 
Seiten  und  der  I^dhe. 

'  'Hit  Hilfe  dieser  "^äfitse  hat  es  nicht  die  mind^e 
Schwierigkdty  dicf  ^äche  jeder  geradlinigen  Figur  zu  be- 
rechnen,  indem  i man  jetstere  durch  Diagonalen,  welche 
sich  nicht  im  Innern  dt38  Vieleckä  schneiden  dürfen, 
Preiecke  zerlegt. 

Sehr  häuiig  wird  auch  die  Zerlegung  in  Dreieci;e  und 
Trapeze  An^'gpn^tt,  ^^^^  erreicht  man  dieselbe  dar 
4iurch|  da^P  Tom  von  allen  £nd- 
lWrt|pll>».^i/ffiTg*.t>.  eines  gege- 
hMl  KQqMm  Senkrechte  AA', 
BB\  C(j  ,  .  .  auf  eine  willkührlich 
gf'wälilte  Oorade  MJ^  hcrablässt. 
pierdureh  wird  z.  B.  das  Sechs- 
eck ABCJ^J^  iarlegt  in 
ydaa  4ßB'M=^  Trapez  ABB'A'  —  Dreieck  AA'M, 

das  Trapez  BCC'B\ 

das  Dreieck  CC'N^ 

das  Viereck  DEE'J!^  =  Trapez  DEE'D'  —  Dreieck  DD'N, 

das  Trapez  EFF'E\ 
f  das  Dreieck  FF  M, 
^d  daher  ist  seine  Fläche: 

wj. — - — .  A  jf  y- — 5 — .    6  +  ^ 

 2  2  +  2  +  —  2"^ 

wobei  die  Längenzahlen  der  einzelnen  Strecken  ebenso  be- 
ieichnet  wMen  sind>  wie  letztere  selbst.  Die  Rechnung 
vereinfacht^  sibh  etwas,  wenn  man  die  Gerade  MN  so  legt, 
äass  rie  ss#ei'  gegenüber  liegende  Ecken  (hier  A  und  D) 
verbindet. 

\m  Fall  die  Gerade  MN  ausserhalb  des  Vielecks  liegt, 
tritt  ei^e  kleine  Modification  ein,  die  man  leicht  finden 
wird. 
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§.  17. 

Zahlenverhältnisse  zwischen  den  wichtigsten 

Linien  des  Dreiecks« 

1,    Man  kann  von  den  im  vorigen  Para;^raphen  ent- 
wickelten Lehren  noch  einen  anderweiten  Gebrauch  machen, 
wenn  man.  sich  eriniiert^  dass  wir  in  §.12  Beziehungen 
swiscfaen  verschiedenen  Flächen  kennen  gelernt  haben; 
diese  geometrischen  Beziehungen  müssen  sich  nämlich  in 
arithmetisehe  yerwandeln,  sobald  man  die  betreffenden 
Flächen  in  Zahlen  ausdrückt.    Setzen  wir,  um  dies  gleich 
bestimmter  nachzuweisen,  in  einem  reehtwinkliiipn  Drei- 
ecke ABC  die , Hypotenuse  BC=:a,  ferner  die  Katheten 
Fig.  56.         AC^by  AB  =  Cf  wo  nun   a,  h,  c  die 
^         Längenzahlen  der  betreffenden  Geraden 
^x^K       bezeichnen  y  so  verwändeh  sich  der  Pj- 
>^  /  I  \     tbagoräische  Satz  in  die  arithmetische 

M  A' — ^  Formel 

nach  welcher  es  möglich  ist,  aus  zwei  Seiten  eines  recht- 
winkligen Dreiecks  die  dritte  Seite  zu  berechnen.  Sind 
nämlich  die  Katheten  h  und  c  gegeben  ^  so  findet  sich  a 
mittelst  der  Formel   

1)  äss/ä'  +  c«; 

ist  dagegen  die  Hypotenuse  a  und  die  eine  Kathete  b  ge- 
geben, so  folgt 

2)  e  =  y  ¥^^  =r  j/{a  -f  d)  (a  —  h), 

Menneu  wir  ferner  a  die  Längenzahl  der  Senkrechten 
AA'  und  setzen  die  Abschnitte  A'B=s&ai  und  A'Cz=s,a^ 
80  liefert  der  in  §.12  bewiesene  Satz  die  Gleichung 

himtue  folgt  die  Formel 

3)  a  =  /ä^^, 

welche  dazu  dienen  kann,  um  a  aus  «,  und  zu  berechnen« 
IL  Wir  denken  uns  Jetzt  unter  ABC  ein  ganz  belie- 
biges Dreieck^  dessen  längste  Seite  BC=iü  sein  mdgOy 
setzen  wie  Torhin  AC^b,  ABsrsc,  AA'^ssa,  halbiren  fer- 
ner die  Basis  BC  in  JU  und  bezeichnen  die  Längenzahlen 
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Ton  AM  und  MA'  mit  m  und  d\  es  gelten  dann  folgende 

Anwendungen  des  Pythagoräischen  Satzes 

im  Dreieck  AA  'B,  (4a+d)'  +  «*  ^  t^, 
„      „      ÄÄ'M  if  +  a«  =  jii«, 

dsnm»  folgt  nun  durch  Sabtraotion 

in  ähnlicher  Weise  hat  man 

im  Dreieck  AA'C,  {^—ä)^  +  «« =  ^« 
„  AAM         4* = 

durch  Subtraction 

Durch  Addition  der  Gleichungen  4)  und  5)  ergiebt  noh 

2  (4fl)«==*^+c»— 2iii* 

oder 

6)       '  (ia)»4.w«  =  i(J*-f-A 

was  sich  leicht  in  Worte  fassen  läset ^  wenn  man  m  die 
Mittellinie,  b  und  c  ihre  einschiiewenden  Seltnen  nennt  Für 
die  Länge  der  Mittellinie  findet  man 

m  -  ^r  •  /  2      +     —  fl^ 
und  kann  auf  ähnliche  Weise  die  übrigen  Mittellinien 
des  Dreiecks  berechnen. 

III.  AusBer  den  Mittellinien  sind  noch  die  Mühen  des 
Dreiecks  Ton  Interesse,  zu  deren  Bestimmung  man  wie- 

deram  mittelst  der  Dreiecke  AA*B  und  AA*C  gelangt,  in 
welchen  wir  die  Absclmitte  A'B—  \U'\-äViin\  A'C~  \a — d 
durch  fl,  und  äf,  bezeichnen  wollen.  Die  vorhin  schon  er- 
wähnten Beziehungen  lauten  dann 

^  )(<,.)• +  ««=8», 

nnd  SOS  ihnen  folgt  durch  Bnbtnustiön 

Dividirt  man  diese  Gleichung  durch 

8)  a,-j-a,  =  a, 
so  erhält  man  die  Gleichung 

9)  flfj_ö,==--^, 

welche  in  Verbindung  mit  8)  sur  Berechnung  der  Absehnitttf 
Ol  und  a,  benutst  werden  kann.  Die  halbe  Summe  der 
Gleichungen  8)  und  9)  ist  nämlich 
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10)   ^JLL 

und  die  halbe  DiÜerenz 

Mit  Hilfe  von  einer  der  Gleichungen  7)  lässt  sich  nun 
auch  die  Höhe  a  berechnen,  wenn  nian  %,  B*  der  zweiten 
Formel  die  Gestalt 

12)  -  (öf,)  *  =    +  «0  (^»~«,) 

giebt  und  darauf  den  Werth  von  aus  11)  substituirt. 
Man  hat  so 

 2i  

2a  2«  ' 

ferner  ^ 


\  — (a  —  b)^    ^  (e-^tt  —  bj  (c — a-^b) 

2a  ta 
und  folglich,  wenn  man  die  Werthe  von  und  b  — 

in  die  Formel  12)  substituirt, 

ä      (a-^  b'^cj  (a'{-  b  —  cj  (a  —  c    bJ  (—  a+  b  c) 

oder  besser  geordnet 

«»  —  . 

Man  kann  diesem  Ausdrucke  eine  elegantere  Form  er- 
tbeilen^  wenn  man  i 

setzt,  wo  also  S  den  Umfang  des  Dreiecks  bezeichnet.  Es 
ist  dann 

a-^b  +  c  =  S         =2.  »S, 
<i— ft  +  c  =  S  — 2^  =  2,(4Ä— 

ntid  wenn  man  dies  in  Ko.  13)  substituirt,  so  wird 

=     •  *^  (4^-^) 
und  mithiii  dtmib  Wu^aselaufsiehung  ' 

14)       «  =  l  j/ 1 Ä  (4^-«)  i^-b)  (i5-c). 
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Bes^iehntn  wir  nodi  die  FlSobemaU  des  Dreiaek«  naji 

/,  80  ißt  r=z^^  mithin  vermöge  des  Werthes  von  iK  ^  — 

nach  welcher  Formel  sich  also  die  Fläche  des  Dreiecks 
AUS  seinen  drei  gegebenen  Seiten  berechnen  lässt. 
pftBsendee  BeiBpiel  hierzu  bieten  die  Zahlen  13,  14,  15  dar, 
woraus  man  F=^  findet. 

>,.  ,JV«  So  wie  wir  hier  geometrisoh^BeBtehungen  (s^i* 
sehen  Flächen)  in  arithmetische  Besiehmagen  verwandelt 

haben,  können  wir  auch  umgekehrt  arithmetische  Tlieoreme, 
so  zu  sagen,  ins  Geometrische  übersetzen,  wenn  in  jenen 
Theoremen  mir  Producte  aus  zwei  Factoren  vorkommen. 
Das  Mittel  zn  einei^lerartlgen  Ueb ertragung  besteht  in  der 
einfachen  Bemerkung ^  dass  jedes  Product  aas  awei  Zahlen 
g  ttnd  h  als  die  Flftchenzahl  eines  Rechtecks  angesehen 
werden  darf,  dessen  Seiten  durch  die  Lftngenzahlen  g  und 
h  gemessen  sind  und  folglich  mittelst  einer  willkührlichen 
Längeneinheit  construirt  werden  können.  Als  Beispiel  für 
eine  derartige  Uebertragung  wählen  wir  die  bekafuitß.arith- 
metische  Formel  ■  '-^  >  ^  . 

16)  + 

-  ■  Denken  wir  mts  •  als  die  LiUigeniahi  einer  Geraden 
ABy  so  ist      die  Flflohenzahl  des  "über  ihr  constrnirten 

Quadrates  ABCD\  verstehen  wir  unter  h  ähnlich  die  Län- 
genzahl von  AE,  Fo  ist  ¥  die  Flächenzahl  des  Quadrates 
AEFG'^  die  Ditlerena  —  ^  bedeutet  ^ig.  57,  -  ' 
folglich  die  Flächenzahl  des  Sechsecks  j9___^_Li_jr 
BBCJH^F.  Ziehen  ^'vc  aber  FH  paraüei 
ni  BB9  so  serflllh  dieses  Sechseck  in  die 
beiden  Rechtecke  CDGH  und  EBBF,  von 
denen  wir  das  zweite  in  die  Lage  t'HlK 
bringen  können,  weil  CH  =  FH  ist.  Hierdurch  entsteht  das 
neue  Rechteck  welches  Gl  ~  GH  +  Ml^  AB -^^  AE 

=  fl  +  ft  zur  Grundlinie  und  GD~AD  —  AG^a  —  h  zur 
Habe  bat  und  dessen  Fläche  demnäcb  Sl.  ÜB^{a^b)  (#-^) 
istj  wie  es  zufolge  der  Gleiebung  1 6)  sein  muss.  Man  komile 
daher  die  letztere  gleich  unrnittelbar  geometriseb  deulen, 
weun  maa  sagte:  Die  Differenz  zweier  Quadrate  ist 


■  • 

Digitized  by  Google 


an  Flftche  einem  Rechtecke  gleiofa,  welehea  die 
Sumne  von  den  Seiten  jener  Quadrate  aar  Grnnd* 
linie  nnd  ikre  Differenz  zur  Hohe  hat* 

Aehnliehe  Beispiele  f^r  solche  üebertragangen  bieten 
die   bekannten  Formeln   [a      ö)*  =  2ab  +  ^  und 

(a—by  =  0*  —  2a^  -f  ^«  dar. 


€•1.  lY.  > 

Die  Aehnlichkeit  geradlimger  Figuren. 


§.  J8. 

Die  Aebnlicbkeit  der  Dreiecke. 

An  jeder  geometrischen  Fi^^ur  lassen  Bich  im  Allge- 
meinon  zwei  Merkmale  unterscheiden,  nämlich  die  Gröaae 
und  die  Gestalt,  und  es  kann  daher  eine  dreifache  Ver- 
gleichung  der  Figuren  statt  ßnden,  wenn  man  nämlieb  ent- 
weder eine  gieicbseittge  Uebereinitinunung  in  Grdsse  und 
Gestalt  verlangt  (Cengraens  Cap.  I.),  oder  nur  Gleichheit 
der  Grösse  ohne  Rücksicht  auf  die  Gestalt  (Flächenver- 
gleichung  Cap.  II.),  oder  endlich  gleiche  Gestalt  ohne  Rück- 
sicht auf  die  Grösse.  Diese  letzte  Beziehung  zwischen 
geradlinigen  Figuren  ist  es  nun,  mit  weicher  wir  uns  hier 
zu  beschäftigen  haben  ^  sie  fuhrt  den  Namen  Aehniich» 
keit. 

L  Bleiben  wir  wieder  bei  der  einfachsten  geradlinigen 
Pigur,  dem  Dreiecke,  stehen  ,  so  können  wir  leicht  die 

Bedingung  ermitteln,  unter  welcher  zwei  Dreiecke  für  ähn- 
liche zu  halten  sind.  Es  ist  dies  iKimlich  dann  der  Fall, 
wenn  die  gegenseitige  Lage  der  Seiten  in  beiden  Drei- 
ecken dieselbe  ist,  d.  h.,.wenn  die  Winkel  des  einen  Drei- 
ecke der  Reihe  nadi  den  Winkehi  des  anderen  gleich  sind. 
Wir  sagen  daher:  Zwei  Dreiecke  ABC  und  J'JB'C 
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bttiBBen  ftknlich,  sobald  Li4  _ 

I  j'  i  i>      I  ly       A      ■  ^  \  ■  Flg.  58. 

=  LA  ,  L  i>  =  LF  und  imliiin 

auch  L  C  L  C  ist  und  be- 
zeichnen dies  durch  A  ABC  ck» 
A  A'B'C,  —  Legt  man  den  Win- 
kelscheitel A'  w>,  dasB  zugleich 
die  Schenkel  A'B^  und  A^C  in  die  Bichtungen  von  AB  und 
AC  fallen  9  so  wird  B^C'  parallel  sn  BC,  weil  hier  gleiche 
correspondirende  Winkel  vorhanden  sind;  man  kann  daher 
ähnliche  Dreiecke  jederzeit  in  eine  solche  Lage  bringen; 
dass  zwei  Seiten  des  einen  auf  zwei  Scittn  des  anderen 
fallen  und  die  übrig  bleibenden  Seiten  parallel  laufen. 
Umgekelurt  ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass  sie  .ähnlich  «ein 
müssen,  wenn  ihnen  diese  Eigenschaft  sokommt 

Um  eine  Besiehnng  swischen  den  Seiten  ähnlicher 
Dreiecke  zti  finden ;  siehen  whr  die  Geraden  BC,  OB'  und 
wenden  auf  die  Dreiecke  AßC  und  ACB j  welche  den  Win- 
kel bei  A  gemein  hab(^n,  den  in  §.  16  1.  bewie.senen  Di'ei- 
«ckssats  an^  wir  erhalten  so 

A  ABC  AB  .  AC* 

A  AGB''      AC .  AB** 

Jedes  der  linker  Hand  vor  kommenden  Dreiecke  he- 
steht  «as^swei  Stücken: 

A  ABC  =z  A  AB'C  +  A  B'CB 
A  ACB"  ^  A  AB'C  -i-  AC'B'C 
und  diese  Stücken  sind  in  beiden  Fällen  von  gleicher  (  Jrösse 
nämlich  AB'C  sich  selbst  gleich  und  A  B'CB  =^  A  C" B C, 
weil  diese  Dreiecke  die  Gerade  B'C'  zvar  gemeinschaftli- 
chen Gnindlinie  haben  ond  ihre  Spitaen  B  und  C  auf  einer 
Parallelen  zur  Grundlinie  B'C  liegen.  Aus  der  Gleichheit 
der  einzelnen  Bestandtheile  folgt  nun  die  Oleichheit  der 
ganzen  Flächen  ABC  und  ÄCB",  die  obige  Beziehung  wird 
iiäher  einfacher 

1  ==  "^'11^  oder  AB  .  AC'=  AC .  AB': 

AC ,  Alf  ' 

Btatt  dieser  Gleichung  kann  man  auch  die  Proportion 

AB:AC=^AB':AC' 
schreiben,  oder  wegen  AB^  =  A  'B'  und  AC*  =  A*C* 

AB:  AC^A'B':A'C\ 
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Legt  man  die  ähnlichen  Dreiecke  mit  den  gleichen 
Winkeln  B  und  B'  oder  C  und  C'  in  eben  der  Weise  auf- 
einander,  wie  es  vorhin  mit  den  Winkeln  A  und  A'  ge- 
aehah,  so  gelangt  man  durch  gaas  ähnliche  Schittiiae  su  d«n 
entsprechenden  Proportionen 

BC :  BA  =  IfC :  B^A' 

ttnd 

CA:CB=^C'  Ä  :C'B\ 
d.  h.:  In  ähnlichen  Dreiecken  stehen  ähnlich  lie- 
gende Seiten  in  gleichen  Yerh&ltniaaen  2U  ein- 
ander. 

II.  Man  kann  den  bemerkenswerthen  SatZ|  bh  dem  wir 
80  eben  gelangt  sind,  auch  umkehren  und  atif  die  AehnKch- 

keit  der  Dreiecke  zurückschliessen,  indem  man  \  oi  aussetzt, 
dass  in  den  Dreiecken  ABC  und  A'B'C  ein  gleicher  Win- 
kel A  =  A'  vorkommt  und  ausserdem  die  ihn  einschliesseu- 
den  Seiten  proportional  sind.  Legt  man  nämlich  die  Drei- 
ecke  mit  dem  gleichen  Winkel  A  —  A'  so  auf  einander^ 
dass  A'B^  in  AB  und  A*C'  in  AC  fällt,  so  ist  die  Gerade 

B'C'  entweder  parallel  zu  BC  oder 
nicht.  Wäre  nun  das  letztere  der 
Fall,  80  ziehe  man  durch  B  eine 
Parallele  B'C*  za  BC,  so  tat 
A  ABTC"'  <\>  A  ABC  und  mithin 
^  AB :  AC  =  ABT :  Mf\ 

Diese  Proportion  veiirägt  sich  aber  mit  der  Voraus- 
betzung 

AB:AC=AE^:AC' 
80  lange  nicht ^  als  AC*'  von  AC'  verschieden  ist,  und  daher 
'muss  AC"  =A&  d.      BC"  ehierlei  mit  BC' ,  d.  h.  paral- 
lel zu  BC  und  mithin  A^m^e^AAB^C  sein.   Dies  giebt 

den  Satz:  Wenn  in  zwei  Dreiecken  ein  gleicher 
Winkel  vorkommt  und  die  ihn  e  in  s  c  hl  i  es  senden 
Seiten  in  gleichem  YerhältnisfiC  stehen,  so  sind 
die  Dreiecke  ähnlich. 

III.  Haben  zwei  Dreiecke  einen  gleichen  Winkel  B 
sssB'f  welcher  aber  von  den  proportionalen  Seiten  nicht 
eingeschloBsen  wird,  so  mache  man  .iD^^A'B'  und  L  ADE 
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•«=  L  A'B^C  =  L  ABC,  so  läuft  BE  pft- 
rallel  sn  BÜ^  mithin  ist  A  ^BC 
A  ADS  und 

d.  i. 

AB:  AC=:zA'B' :  AE, 
AuB  dar  Yerg^leichuag  die&er  Froporiioa  mit  der  Vor- 
aassetzung 

ÄB:AC^A'B':A*(r 
fblgt  iran  avgeablicklich  AE^  A'€'\  die  Dreieeke  ADEvatdi 
A*BtC  stimmen  also  m  zwei  Seiten  und  einem  Gegenwin- 
kel überein  luul  sind  demnach  conjj^rnentj  wenn  jene  Stücke 
zur  Bestiiumung  des  Dreiecks  hinreichea.  Aus  A  AUE  oj 
A  ABC  folgt  dann,  indem  für  A  ADE  das  congruente 
A^'^C'gesfetzt  ^\x^,  ^A'£fC'<!\>^ABC,  d.  b.:  Wenn  in 
swei  Dreiecken  ein  gleicher  Winkel  yorkommt 
nnd  zwei  ihn  nicht  einBchliesBende  Seiten  in 
gleichem  Verhältnisse  stehen,  so  sind  die  Drei- 
ecke ähnlich,  vorausgesetzt,  dass  jene  drei 
Stücke  zur  Dreiecksbestimmang  hinreichen 
wärd  en. 

IV.  Sind  in  zwei  Dreiecken  ABC  und  A'MG'  zwei 
Seitenverhältnisse  gleich,  also 

AB:AC^A'W  :A'C' 

und 

Aß  :  HC  ^A'ir  :  JJ'(^, 
so  mache  man  wie  vorhin  AD^A'B'  und  ziehe  BE  paral- 
lel zu  BCj  die  Dreiecke  ABC  und  ADE  sind  dann  iUinlieh 
nnd  es  gelten  nach  iNo.  L  in  ihnen  folgende  Proportionen: 

AB:AC=AB:AS, 

AB :  BC  =z  AB :  BE, 
d.  i.  wegen  Ab~A'B^ 

AB:  ACz==iA'B' :  AE, 

AB:B€^A'B':BE, 
Aus  der  Yergleichung  derselben  mit  den  oben  voraus- 
gesetzten Proportionen  folgt  augenblicklich  ^iF=^'C'  und 
BE  =  B'C%  so  dass  also  die  Dreiecke  ABS  nnd  A^i^C 
wegen  ihrer  Uebcreinstiniiuiuig  in  den  iSeiten  conaruenL 
sind..  So  wie  nun  vorher  £\ADE<^  /^AßO  war,  mußs  nun 
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jetzt  AA*WC*     A  ABC  »ein,  d.  h.:  Wenn  in  einem 

Dreiecke  zwei  Seitenverhältnisse  so  gross  sind, 
wie  in  einem  anderen,  so  sind  beide  Dreiecke 
ähnlich. 

* 

§.  19. 

Anwendung  auf  das  rechtwinklige  Dreieck. 

Lässt  man  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  von 
Fig.  61.  Spitze  A  des  rechten  Winkels  eine 

Senkrechte  auf  die  Hypotenuse  herab- 
steigen^ sa  aerßUlt  das  Urdreieok  in  zwei 
andere  rechtwinklige  Dreiecke,  deren 
3*    ^  Winkel  leicht  zu  bestimmen  sind.  Da 
nämlich  in  jedem  rechtwinkligen  Dreiecke  die  beiden  spitzen 
Winkel  zusammen  einen  Rechten  ausmachen,  so  ist 
LB  +  LC=E  und  L CAA'  -i^ L C  H, 

folglich 

.  LB=^LCAA'\ 

ferner 

L  C -^LBz^M  und  L  BAA '-^LB^B, 

mithin 

LC=^LBAA'. 

Es  folgt  hieraus,  dass  die  Dreiecke  A'BA,  A'AC  und 
ABC  gleiche  Winkel  besitzen  und  mithin  einander  ähnlich 
sind. 

Vergleichen  wir  nun  zunächst  die  beiden  kleineren 
Dreiecke  unter  sich,  so  folgt  wegen  ^Ä*BAr^ ^JtAC 

A'B:A'A  =  A'A:A'C 

und  \  cruiüge  der  Gleichheit  der  Pi  oduL.tc  aus  den  inneren 
und  äusseren  Gliedern  einer  geometrijschen  Proportion 

Tj^=zA'B.A'C. 
Bezeichnen  wir  die  Längenzahlen  von  A'A,  A'B  and 
J'C  der  Reihe  nach  mit  «,  so  ist  das  so  gewonnene 

Resultat 

1)  a*  =  ö, 

einerlei  mit  dem  in  §.  12  L  auf  ganz  anderem  Wege  ge* 
fundenen» 


Digitized  by  Google 


—  gl  — 

Vorgleieben  wir  weiter  die  Dreiecke  A'BA  und  A*A![i 

mit  dem  ganzen  Dreiecke  ADC^  so  ist  wegen  ^A'ßAc^ 
AABC 

A'B:BA^AB:BC 

oder 

^  =  A^B.BC\ 

hmer,  wegen  A  A'ACoo  A  ABCy  iet 

A'C:CA^AC:CB 
oder   

•         ac3  A  C  9  BC» 

Bezeichnen  wir  die  Längetizablen  aon  BC^  AC,  AB  der 
Reibe  nach  mit         c,  so  nebmen  die  gefandenen  Glei- 
chungen die  Form  ant 
2)  ir*  =  ff,ö, 

und  drücken  in  Zeichen  den  Satz  aus^  den  wir  in  §.  13  II. 
kennen  gelernt  haben.  Durch  Addition  der  Qleicbnngen 
2)  und  3)  ergiebt  sich  noch 

oder  wenn  man  die  (ileiclmng  a^-^a^=^a  berücksichtigt^ 

4)  b*-\-c*  =  a% 

was  nichts  Anderes  als  der  Pytbagoräische  Lehrsatz  ist« 

8.  20, 

Die  Aehniichkeit  der  Vielecke. 

Es  bat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit,  den  Begriff 

der  Aehniichkeit,  den  wir  in  §.  18  für  Dreiecke  kennen 
gelernt  haben,  auf  beliebige  Vielecke  auszudehiicD,  iudein 
man  sich  letztere  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  zerlegt 
denkt.  Sind  n&mÜch  zwei  Vielecke  durch  gleichliegende 
Diagonalen  in  Dreiecke  getheiit  und  diese  einselnen  Drei- 
ecke eiiMuider  fthttlicb,  so  sind  oilenbar  auch  die  gmnsen 
Vielecke  von  gleicher  Gestalt  und  wir  stellen  daher  die 
Dehiiition  auf:  Vielecke  heissen  ähnlich,  wenn  sie 
aus  gleichviel  ähnlichen  Dreiecken,  in  dersel- 
ben Reihenfolge  genommen,  so  zusammengesetzt 
sind^  dass  jedes  Dreieck  mit  dem  näobstfolgen- 

SckUftllck»  ««omM*.  l     .  6 
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den  eine  Seite  gemein  hst.   So  md  B.  B.  die  Fünf- 

ecke  ABCDE  und  A'B'C'D'E' 
ähnlich;  wenn  jedes  aus  drei 
Dreiecken,  ABCy  ACI),  ADE 
einerseits  und  ÄB'C\  A'C'M^ 
A'ffS'  andererseits,  Büsam- 
mengesetst  ist,  welche,  in  d«rw 
selben  Reihenfolge  genommen, 
.einander  ähnlich  sind,  näm- 
lich A  ABCc^A  A'B'C'f  A  ACB  r>j  A  A'C'B',  A  ADE 
A  A*BfE\  and  so  liegen,  dass  jedes  mit  dem  nächstfolgen- 
den eine  Seite  gemein  hat. 

Berücksichtigt  man^  dass  aus  dieser  Defiiution  folgt: 

LBCA  =  LBfCA\ 
LACD^LA'C'B^, 
LCDA^LCffA', 

Labenz  LÄ'i/B' 

u.  s.  w. 

mithin  durch  Addition  zweier  aufeinander  folgender  Glei- 
chungen 

L  BOB  =  L  BC'ff,  L  CBE  =  C'BtE^ 
u.  s.  w., 

so  hat  man  den  Sata:  In  ähnlichen  Vielecken  sind 
die  ähnlich  liegenden  Winkel  einander  gleich. 

Wenden  wir  auf  die  einzelnen  Bestandtheile  s^veier 
ähnlichen  Vielecke  die  Sätze  des  §.  18  an,  so  ist  wegen 
£^ABCc%^Aä*B^C' 


1) 

ferner 


oder  ABiBC^A'B'  :B'C:^ 


AB 


A'B' 


AC  A'iP^ 

vaA  wegen  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  AGB  und  A'O'If 

AC  _  A[G* 

mithin  durch  Multiplication  der  beiden  letzten  Gleichungen 
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Ferner  hat  man  wieder 

•   OD  C'i/ 

DA  Wa' 

und  wegen  der  AehnlichkeH  der  Dreiecke  D£A  und  D'E'A* 

\     DA  I[A^  . ' 

DE      D'E'^  , 

mithin  dpf  ch  Mulüplication 

CD  _  CD' 
DE'^  DTE*' 

Multiplisirt  man  noch  mit  det  Gleichung  2) ,  so  wird 
weiter 

Man  übersielit  sogleich  den  1^'ortgang  dieser  ScbläMe|^ 
welche  zu  dem  allgemeinen  Satze  führen:  In  ähnlichen 
Vielecken  stehen  ähnlich  lie|pende  Seiten  in  glei« 
chen  Verhältnissen. 

Man  kann  diese  Sätze  zusammen  umkehren  und  auch 
sagen:  Zwei  Vielecke,  in  denen  ähnlich  lieirende 
Winkel  einander  gleich  sind  und  sammtliche 
ähnlich  liegende  Seiten  in  gleichen  Verhältnis* 
sen  stehen^  sind  einander  ähnlich;  denn  man  wird 
sich  ohne  Mühe  überzeugen^  dass  jetzt  die  einzelnen  durch 
ähnlich  liegende  Diagonalen  entstehenden  Dreiecke  baiiuiit 
und  sonders  einander  ähnlich  werden,  woraus  die  Aehnlich- 
keit  der  ganzen  Vielecke  unmittelbar  folgt.  Zu  bemerken 
ist  jedoch,  dass  zur  Aehnlichkeit  zweier  Vielecke  nicht 
sämmtliche  ebengenannte  Beziehungen  ^nothwieindig  erfor- 
dert werden  und  zwar  ebenso  wenig,  als  zur  Congruen« 
zweier  Vielecke  die  Gleichheit  aller  Seiten  und  Winkel 
nothwendig  vorausgesetzt  werden  mnsste.  Es  reicht  näm- 
lich eine  geringere  Anzahl  von  jenen  Beziehungen  zur 
Aehnlichkeit  hin.  Bleiben  wir  zuerst  bei  dem  Dreiecke 
stehen^  so  finden  wir  nw&h  §.  18,  dass^zwei  Dreiecke  ähn- 
lich «indy  wenn  sie  entweder  in  zwei  Winkeln ,  oder  in 
einem  Winkel  und  einem  Beitenveilialtiiisse ,  oricr  in  zwei 
Seitenverhältnissen  übereinstimmen,  dasb  also  zur  Aehn- 
üchkeit  zweier  Dreiecke  nur  Zwei  Gleichungen  erfordert 
werden I  letztere  mögen  sich  nun  auf  Winkel,  oder  auf 
SeitenTorhältnissey  oder  auf  beide  beziehen.  Hieraus  folgt 

6* 
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Tiiiraittelbar ,  dass  die  Aehnlichkeit  zweier  Vierecke  durch 
vier  Gleichungen  bestimmt  wird,  die  zweier  Fiinfedke  durch 
sechs  Gleichungen  u.  s.  W.  Dies  giebt  den  Satz:  Zur 
Aehnlichkeit  sweier  n-Ecke  gehören  2«— 4  Glei- 
chungen, die  sich  entweder  auf  Winkel,  oder 
auf  SeitenverhÄltnisse,  oder  theils  auf  die  einen 
und  theils  auf  die  anderen  beziehen.  Die  Aehn- 
lichkeit der  Vielecke  bedarf  also  einer  Gleichung  weniger 
aU  die  Congruenz  derselben  und  sie  geht  in  die  letztere 
über;  sobittld  noch  die  nnmittelbare  Gleichheit  zweier  ähn-. 
lieh  liegenden  Diagonalen  oder  Seiten  hinzutritt  Man 
könnte  daher  auch  den  Satz  twif stellen :  Findet  zwischen 
zwei  Vielecken  eine  solche  Beziehnng  statt, 
dass  sie  durch  Gleichheit  zweier  entsprechend 
liegenden  Linien  congruent  werden  würden,  so 
sind  die  Vielecke  Ähnlich. 

Es  hat  nach  diesen  Erörterungen  nicht  die  mindeste 
Schwierigkeit,  ztt  ^nem  gegebenen  Vielecke' ein  ihm  ähn- 
liches zu  conbtruiron.  Wäre  z.  B.  das  Fünfeck  ABCDE 
gegeben,  so  ziehe  man  die  Diagonalen  ACj  AD  und  lege 
nun  an  eine  willkuhrliche  Gerade  A'B'  die  Winkel  B  ÄC 
T^LBAO  und  LA'B'C'=LABC  an,  so  entsteht  zunächst 
das  Dreieck.  ÄB'C\  welches  dem  Dreiecke  ABC  lihnlich 
ist.  Wiederholt  man  dieses  Verfahren,  indem  man  L  CA* ff 
zTTzLCAD  und  LA'C  jD'  =  LACD  macht,  so  erhält  man  das 
zweite  Dreieck  A' C D'  ACI)  ]  wie  man  auf  diese  Weise 
weiter  gehen  kann,  ist  ohne  Weiteres  klar.  Es  giebt  aber 
noch  einen  anderen  Weg*  Nimmt  man  innerhalb  des  ge- 
Flg.  68.  gebenen  Vielecks  ABCDE  einen 

beliebigen  Punkt  0  an,  verbin«- 
det  diesen  mit  den  Ecken  durch 
Gerade  {OA,  OBy  OC,  OD,  OE) 
jj  und  zieht  nun,  von  einem  will- 
kührlichen  Punkte  A'  der  Ge- 
raden OA  ausgehwd,  die  Ge- 
raden  A'B' HAB y  B'C'I/BC, 
CD' IjCDj  D'E' IjDE  und  verbindet  endlich  E'  mit  A'  durch 
eine  Gerade  E' A\  so  erhält  man  gleichfalls  ein  Vieleck 
^  ÄB'C'BfE^  welches  dem  gegebenen  Vielecke  ABCBE  äbn- 
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lieh  ist,  wie  man  aus  der  Gleichheit  aller  Winkel  und  der 
Proportionalität  der  Seiten  sogleich  erkennen  wird.  Den 
wilikührlichen  Punkt  0  nennt  man  gewöhnlich  den  Aehn- 
lichkeiispankt  der  beiden  Vielecke. 

§.  21. 

Die  Flächen  ähnlicher  Vielecke. 

I.  Fangen  wir  wieder  beim  einfachsten  Vielecke^  dem 
Dreiecke;  an  and  beseichnen  die  Lftngenzahlen  der  Gera- 
den und  die  FIftchenzahlen  der  Dreiecke  wie  die  Geraden 

und  die  Dreiecke  selbst,  so  ist,  wenn  CD  und  C  D'  die 
Höhen  der  Dreiecke  ABC  und  A'B'C  sind, 

AABC=\AB.CD,   Aä'B'C  =  ^Ä'B\CJ>:, 
folglich  durch  Division 

|x  li^ARr    AB .  CD 

^  A  A'B'C       A'BTc^  ' 

Sind  nun  aber  die  in  Rede  stehenden  Dreiecke  ähn- 
lieh,  so  sind  es  auch  die  Dreiecke  ACß  und  Ä*CD%  BCD 

und  B  'C  JJ  f  toiglich 

AD  A'D'      BD  irn^ 

CD       C  D**     CD  ^  C'B' 
und  durch  Addition  beider  Gleichungen 

AB  AB* 

CD  '"CD'* 

oder 

AB  CD 


A-'b'  CD'* 
Ii 

AB 


Moltiplicirt  man  beiderseits^  mit  -^^»f  so  wird  hieraus 

, -V  /  AB  Y        Aß,  CD 

'  \A'B')  A'B',C'D''^ 

muitiplicirt  man  aber  beidersdis  mit         so  erhält  man 

'        AB.  CD  CdV 

^'     '  ^A'B'.CD"^\c^) 

und  durch  Vergleichung  beider  Resultate 

A\  AB.  CD  AB\     (cd  V 

Durch  Substüntlon  dieses  Assdrvcks  nimsit  die  Glei- 
chung 1)  die  folgende  Form  an: 
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*     .  A  ABC        f  AB  \*_  /  C/>  y 

oder  in  Form  einer  Proporüoii  gieficbrieben 

d.h.:  Die  Flächenzaklen  zweier  ähnlichen  Drei- 
ecke verhalten  sich  wie  die  Quadrate  der  L&n* 
gensahlen  zweier  ähnlich  liegenden  Seiten,  in- 
gleichen wie  die  Quadrate  der  L&ngensahleB 
ihrer  Höhen. 

IL  Hat  man  allgemeiner  Ewei  ähnliche  Vielecke 
ABCD^,  \3jA  A'B'C  ... 


Tv^.  64. 


so  ist  nach  dem  vorigen  Satze 

e^ABC  _ /  JcV 
l^A'B'C  ^  \B'cy ' 

_A  ACD    _  fcp  Y 

^A'C'D  \C'j9  7' 

_^ADE   /  DE  Y 

U.  8.  f. 

Wegen  der  Aehnlichkeit  stbnmtlioher  einzelnen  Drei- 
ecke hat  man  aber 

BC           CD         DE      AB^ 

B'C  ^  D'E'^'"*^  A'B'^ 

mithin  sind  die  rechten  Seiten  der  vorhergehenden  Glei- 
chungen einander,  gleich  und 

t^ABC         i^AGB         t^ABE  _       ^(  ^B\ 
£^  A'B'C      A  A'CD'  '~  £iA'D'B'  —  •  •  •  —  \Ä^y  " 

!Nacii  dem  bekannten  arithmetischen  Satze,  dass  aas 
den  Gleichungen 
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,  b        e  d 

jedeizeiL  iuJgt*) 

erh&lt  m«a  aus  den  vorigen  Gleichungen 

Vieleck  ^C/^^  > , .  ABV 
Vieleck  A*B*t^D'M*, , ,      M'Ä'/  » 

oder  in  Form  einer  Proportion  ausgesprochen:  Die  Flä- 
chenzahlen zweier  ähnlichen  Vielecke  verhalten 
«ich  wie  die  Quadrate  der.  Lftngenzahlen  zweier 
ähnlich  liegenden  Seiten. 

TU.  Dieses  Theorem  lässt  noch  eine  nette  Combinatiun 
mit  dem  Pythagoräischen  Satze  zu»  Denken  wir  uns  Däm- 
lich über  den  drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
tiinüche  Figuren  so  constniirt,  dass  die  Dreieeksseiten 
fthnlicfa  liegende  Seiten  dieser  Figuren  sind^  und  nennen 
wir  a  die  Län^^^cnzahl  der  Hypotenuse,  b  und  c  die  Längen- 
zahlen der  Katheten^  ferner  A  die  Flächenzahl  der  Uber  der 
Hypotenuse  stehenden  Figur,  B  und  C  die  Flächenzahlen 
der  über  den  Katheten  gezeichneten  Figuren,  so  ist 

B     ft*      ^  _  <^ 

folglich  durch  Addition 

B^C  _b^^f* 

~Ä  TT* 

Dem  Pythagoräischen  Satze  zufolge  ist  aber  a^ss&^+c*, 
d.  h.  der  Quotient  rechter  Hand  ^  1 ,  oder 


*)  Wegen  ^^p^»  ^^P»  7  ^P     i«  w«  k«l  nwn  BÜmlieli  lO« 

o  c  a 

nächst 

b'p,    e     ^p,    dsss  >  ...» 
folglich  durek  Addition  ^ 

und  durch  Division 
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£±?««1  und  f9lglich  ^  =  ^  +  (7, 

d.h.:  Beschreibt  man  über  den  Seiten  eines  recht- 
ANiiikligen  Dreiecks  ähnliche  Vielecke  der  Art, 
dass  die  Dreiecksseiten  ähnlich  liegende  Seiten 
jener  Vielecke  sind^  so  beträgt  die  Fläche  de0 
Vielecks  über  der  HfpatenQse  soviel  als  dieFU- 
chen  der  Vielecke  über  den  Katheten  zusammen- 
genommen. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man  sehr  leicht  ein  Viel- 
eck construiren,  dessen  lache  die  Summe  oder  Differenz 
der  Flächen  zweier  gegebenen  ähnlichen  Vielecke  aiu- 
macht|  und  welches  jenei;L  zugleich  ähnlich  ist. 


Constructioneu  zu  Cap.  IV. 


1.  Zii  drei  gegebenen  Oeraden  die  vierte  Pro- 

portionaliinie  zu  finden.  Wenn  drei  Gerade  gegeben 
sind,  deren  Längenzahlen  b  und  c  sein  mögen,  so  nennt 
man  die  vierte  Proportionallinie  zu  denselben  diejenige  Ge- 
rade, deren  Längenzahl     die  Eigenschaft  besitzt,  dass 

mithin 

,  hc 

ist.  Schneidet  man  nun  auf  den  Schenkeln  eines  beliebigen 
Fig.  65.        Winkels  die  Strecken  OÄs=^a,  OB^by 

OC^c  ab  und  zieht  darauf  CD  ])arallel 
zu  der  Geraden  AB y  so  entstehen  zw^ 
ähnliche  Dreiecke  OAB  und  OCD,  in  wel- 
^  chen  die  Längenzahlen  der  Seiten  in  den 
obigen  Verhältnissen  stehen;  mitbin  ist  OD  die  gesuchte 
vierte  Proportionale.  Man  sieht  hier  zugleich  die  geometri- 
sche Lüsiuii^^  aller  der  Aufgaben,  welche*  ins  Gebiet  der 
sogenannten  Kegeldetri  gehören,  ^ 
Ist  im  besonderen  Falle  c  =  &,  also 

oder 
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SO  nennt  man  d  die  dritte  Proportionale  an  a  und  h\  die 
obige  CcMDStruction  bleibt  dieeeibe,  indem  aar  OC^QB 
zu  nehmen  ist. 

2.  Zwiachen  zwei  Geraden  die  mittlere  Pro- 
portionale KU  finden.  Sind  a  und  b  die  Lftngenzahlen^ 
zweier  gegebenen  Geraden  nnd  ist  p  die  Längenzahl  einer 
unbekannten  Oeraden,  welche  die  Eigenschaft  besitzt 

oder 

pF^ab,  p  =  j/ab, 

so  licisst  p  die  mittlere  Proportionale  zwischen  a  und  b» 
Die  einfaclic  Bemerkuno^,  dass  es  sich  hier  nur  darum 
handelty  die  Soitp  eines  Quadrates  zu  finden,  welches  einem 
gegebenen  Becbtecke  (ab)  an  Fjäcbe  gleich  ist,  w^st  hier 
gleich  auf  die  am  Ende  von  §.  13  I.  i  ig.  d6. 

gegebene  Construction  zurtlck,  wo-   

nach  also  EF~a  und  EK=^b  an- 
einandt  r  zu  setzen  sind  und  über  FK 


\ 

r 


mit  KM=  ^FK  ein  Halbkreis  zu  be-    ^  £ 
schreiben  ist,  welcher  eine  in     er-  0 
richtete  Senkrechte  im  Pankte  X  schneidet^  wodurch  EL^p 
gefunden  wird. 

Kürzer  noch  kommt  man  anf  folgendem  Wege  zum 
Ziele.  Man  schneide  von  der  grösseren  Linie  OÄ  (sexa) 
die  kl^nere  OB  (==  b)  ahy  verlängere  OA 

rückwärts  um  OC  =  AU  und  beschreibe  j, 
über  AC  als  Grundlinie  mit  dem  Sehen-  /f^\ 
kel  AO  das  gleichschenklige  Dreieck  y// 
ACF*,  dann  ist  OP    BP  (=  j»)  die  ge-  y   y  ^ 
sachte  mittlere  Prdportionide.  Da  aftm-  ^    ^  ' 
lieh  die  Dreiecke  AOP  und  POB  den  Winkel  OAP  gemein- 
schaftlich besitzen  und  die  Seitenverhältnisse  AO  :  AP  und 
PO :  PB  gleich  (beide  =  1)  sind,  so  folgt  daraus  die  Aehn- 
lichkeit  dieser  Dreiecke  nnd  mithin  ist^  wenn  wir  für  den 
Aogenbiick  die  Längeboahlen  wie  die  Geraden  selber  be* 
c^dmen. 


Google 
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AO:OP=I'0:Oß, 

d.  L 

ifie  6»  iB  der  Tlwl  sein  nraes. 

Mittelst  dieser  Constraction  ist  es  leicht,  die  aritlnne- 

tibcliC  Aufgabe  der  Quadratwurzelausziehuug  geometrisch 
zu  lösen.    Um  z.  B.  y  10  zu  finden,  construire  man  die 
mittlere  Proportionale  zwischen  zwei  Geraden,  deren  Län- 
genzablen  entweder  n»!  and  ^^10  oder  a=^2  und 
sind.   Man  hat  dann  im  ersten  Falle 

1  :pz=zp  :  iO, 

d.  h.  _  " 

j?^=10,  folglich  i>  =  /10, 

and  im  zweiten 
d.  h. 

^^2.  5,  folglich  p^yU. 

3.  Die  algebraische  Lösung  geometrischer 
Aufgaben.  Unsere  bisherigen  Untersuchungen  haben  uns 
jetst  an  die  Stelle  geführt ,  wo  es  möglich  und  zugleich 
höchst  TOirtheilhafi  ist,  die  Algebra  mit  der  Geometrie  zn 
verbinden.  Sind  nl&mlicfa  in  einer  geometriscben  Aafgabe 
bestimmte  gerade  Linien'  oder  geradlinig  begränzte  Flftchen 
gegeben  und  werden  andere  gesucht,  so  kann  man  sich 
9  zuvörderst  sämmtliche  Grössen  durch  Zahlen  ausgedrückt 
deanken,  die  bekannten  darch  bekannte  Zahlen,  die  unbe- 
kannten dorch  anbeitnnte  Zahlen  {x,  y  ir  n,  s,  w.).  8telH 
man  ferner  die  Beziehungen,  welche  zwischen  den  brann- 
ten und  unbekannten  Grössen  statt  finden  sollen,  in  Glei* 
chungen  dar,  so  hat  jetzt  die  geometrische  Au%abe  ein 
arithmetisches  Gewand  erhalten^  und  indem  man  jene  Glei- 
chungen  nach  den  Regeln  der  Algebra  aaüdst,  bekommt 
man  zanächst  Formeln  zur  Berechnung  der  anbekannten 
Zahlen;  man  kann  nun  ab^  auch  in  die  Oeometrie  znrCIck-  ' 
gehen,  indem  man  die  (>  o n s  Iru  et  i  on en- aufsucht,  welch© 
diesen  Formeln  entäprechen.  Dies  hat  keine  Schwierig- 
keit, wenn  man  sich  an  die  folgende  Tabelle  hält,  in  wei- 
eber  immer  c  die  Längenzahlen  gegebener  Otmiäm 
bezeichnen.  Es  bedeutet  nimüch 
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geometriAdi:  die  Summe  zweier  Geraden, 


die  Differenz  zweier  Gtw&den, 

ab 

n 

die  FUtohe  eine»  wb  den  Seiten  0  und 

be&chnebenen  Kechtecks, 

n 

4ie  FIftche  des  über  der  Seite  a  con- 

ÜC 

n 

struirten  Quadrates, 

ff 

die  vierte  Proportionale  xn  a,  b,  e, 

l/äb 
w 

4 

ff 

die  mittlere  Proportionale  zwiAoken  a 

nnd  d. 

die  Hypotenuse  des  aus  den  Katheten 

a  und  b  conatruirten  reohtwiukligen 

■ 

Dreiecks, 

)f 

die  Kathete  des  reehtwinkHgen  Brei« 

eekfl,  wel^Aee  a  zur  Hypotennee  und 

b  zur  andei'ii  Kathete  hat. 


Das  Technische  des  Verfahrenb  wird  man  aus  den  fol- 
geil  den  Beispielen  ersehen,  worin  die  anbekaunten  Grrfiesen 
tbeik  Linien»  theils  Fllkdien  eind. 

4.  Aus  der  Kathetensumme  and  Hypotenuse 
ein  rechtwinkliges  Dreieck  an  construiren.  Nen- 
nen wir  die  unbekannten  Katheten  des  Dreieeks:  o^  iind  ^» 
ihre  gegebene  Snmme;  s  nnd  die  gleichfalls  gegebene  Hy- 

putenuae;  a*),  so  haben  wir  zunächst 

A)  x->ri/^s\ 
femer,  weil  das  Dreieck  ein  rechtwinkliges  sein  soll»  9^ 
der  Pjthagorluache  Lehrsat»  gelten  mnss» 

Snbtrahirt  man  das  Quadrat  der  Oktcbnng  A)  von 

dem  Doppelten  der  Gleichung  B),  so  bleibt 

und  durch  Aasziehung  der  Quadratwurzel  ist 
C)  x~  y  =  j/2tf*  — 


*)  Es  versteht  sieh  toh  selbt,  dass  Her  sSmmUiche  Buchstaben 
LfangAnsablea  bedeuten,  denn  mit  Linien  kann  man  nicht  reehnen ;  doch 
Bat  obige  Bedeweise  den  Yortheil  der  Künb  nnd  wird  deswegen  häuüg 
Angewendet.  •  '  '  .  - 


Die  halbe  Summe  und  die  halbe  der  Oftei> 

chungen  A)  und  C)  geben  nun 

D)  -x  =  i($  +  j/i^^, 

womit  die  Katheten  gefunden  sind*  Setzt  man  noch 
2tf'  =  a*y  also 

80  wird 

und  nun  ist  es  sehr  leicht,  die  Katheten  zu  constriiiren, 
wenn  man  überlegt ,  dass  a  die  Hypotenuse  eines  aus  den 
gleiohen  Katheten  «  mid  a  be8ehartebenen  rechtwinkligen 

Dreieeke  und  yt^  —  «•  die  Kathete  eines  rechtwinkligen 

Dreiecks  ist,  weiches  cc  zur  Hypotenuse  und  s  zur  andern 
■  Fig.  68.  Kathete  liat.  Dies  giebt  folgende  Con- 

-^•"•'*^'-.  Btruction:  Man  mache  MN^^MP^a^ 

stelle  MP  senkrecht  MN*  and  aielie 

^  itP  {NP=y(^  +  t^^a) ;  man  nehme 
^  ferner  NS  =  s,  errichte  in  S  eine 
Senkrechte  auf  NS  und  beschreibe  aus  N  als  Mittelpunkt 
ipit  NP  als  Halbmesser  einen  Kreis,  welcher  jene  Senkrechte 
in  0  schneidet  {N8  =yNQ^^f^ y^NP^  —  «•  — 
=  ^2 flr*  —  .9*) ;  man  mache  endlich  SU  =  SV  =^  SQ ,  so  ist 
die  Hälfte  von  JVU  die  grössere  Kathete  und  die  Hälfte  von 
NV  die  kleinere  Kathete  des  gesachten  Dreiecks. 

5;.  Aus  der  Hypotenase  und  der  darauf  ste* 
henden  Höhe  ein  rechtwinkliges  Dreieck 

construiren.  Kciinon  wir  wieder  x  und  y  die  Katheten, 
h  die  gegebene  Senkrechte  von  der  Spitze  des  reckten. 
Winkels  auf  die  Hypotenuse      so  ist  erstlich 

A)  a5^4*y*~<*^- 

Eine  zweite  Gleichuner  erg-iebt  sich  aus  der  Bemerkung, 
dass  die  Fläche  des  unbekannten  Dreiecks  auf  doppelte 
Weise  berechnet  werden  kanni  einerseits  ist  sie  das  halbe 
Prodoct  ans  den  Katheten^  andererseits  das  halbe  f  rodftot 
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der  H^rpoteuuse  und  der  zugeliörigen  Höhe;  also  hat 
man  ^xff  =  ^ah  oder 
B)  2d(r|r»atfA« 

Atis  den  Glekhnogen  A)  und  B)  folgt  dnrch  AddiÜoii 

und  Subtraction 

a:*  —  2a;y -h    =^    —  2tf  Ä; 
femer  durch  Ausziehong  der  Quadratwurzel 

=         +  2Ä), 

X  —  y  ^j/a  {a  —  ^  h). 
Die  halbe  Summe  und  die  halbe  Differenz  dieser  Glei- 
chnngen  geben 

a;  =  J  {/«"(ö  +  2h)  +         —  2ä)}, 

nnd  bienron  ist  die  Construction  sehr  leicht,  wenn  man 

berücksichtigt,  dass  ya(a-\-2h)  die  mittlere  Proportionale 

zwischen  den  Linien  a  und  a  '\-2h,  ebenso  j/a  (a  —  2hj  die 
mittlere  Proportionale  zwischen  den  Linien  a  und  a-*2A 
bedeutet. 

6.  Von  einem  Trapeze  soll  durch  eine  Paral- 
lele zur  Grundlinie  ein  Trapez  abgeschnitten 
werden,  welches  einem  gegebenen  (Quadrate  an 
Fläche  gleich  ist.  Es  sei  ÄBCD  das  gegebene  Trapez, 
AB  =  üf  CB^h  und  die 
Höhe  DEi^h;  das  ge- 
gebene Quadrat  BGHI  ' 
habe  die  Seite  ~  q.  Das 
abzuschneidende  Trapez 
ABNM  würde  vollkom- 
men bestimmt  sein,  wenn    -  .  

Jfi^^Ar  und  seine  Höhe  »  ^  JP(ii:  ,ERF 
ßfP  =  ij  bekannt  wäre ;  ziehen  wir  nun  DF  und  MQ  paral- 
lel zu  BCj  so  entstehen  die  ähnlichen  Dreiecke  ABF  und 
j4,MQf  in  welchen 

AFiBE:=^AQiMP^ 

d-  h. 

a — bih^a-^xiyf 

oder 
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ist  Da  ferner  die  Flüch»  von  JSNM'  gleich  der  Flftt he 
TOD  BO-ffl  mxk  flolI(  so  muss 


2 


oder 

sein  und  hieraus  wird  durch  Substitution  des  Werthes  yon  y 

4^  —  Ä*  » 


Durch  Auflösung  dieser  Gleichung  findet  man 

B)         •  '  - 

Um  diesen  Ausdruck  geometrisch  zu  constmiren,  sei 

k 

oder 

h:a — b  =  2^:af 

so  findet  man  zunächst  a  als  eine  vierte  Proportionale; 

ferner  sei  aq  —  ß^  oder  ß  —  j/aq,  so  ist  /3  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  a  und      und  nun  hat  man 

wie  man  sogleich  erkennt,  M-enn  erst  für  jS  sein  Werth  und 
dann  wieder  der  Werth  von  a  substituirt  wird;  hier  ist 
aber  x  mittelst  eines  rechtwinkligen  Dreiecks^  welches  a 
zmr  Hypotenuse  und  ß  zur  einen  Kathete  hat,'  leicht  zu 
finden.   Dies  giebt  folgende  Oonstruction :  Man  mache.  ^JIT 

^2Br=:2qj  ziehe  ICL 
paiuilel  zu  AB,  bis  sie 
die  verlängerte  BC  in  L 
schneidet,  und  lege  durch 
X  eine  Parallele  zu  AD\ 
dann  ist  in  den  Dreiecken 
ÄBF  und  SLB 

h:a--b=:2g:SB, 


Fig.  69. 
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paithip  =  Zwischen  BS  und  Ujl^  suche  man  die  mitfe- 
iere Proportionale  BT  =  y^^Ä .  B4 = j/oe" ß]  mit  AB^m 
als  Halbmesser  beschreibe  man  .endlich  ans  r  als  Mittel* 
punkt  einen  Kreis,  welcher  AB  in  Q  sdmeidet».  so  ist 

BQ  =  /(tTj* BT')  =  y'a»  — jJ"  =  o?. 

Man  hat  jetzt  weiter  nichts  zfi  thnn,  als  QMf/BC  nnd 

M  IS  II  AD  zu  ziehen,  um  sogleich  das  verlangte  Trapez  zu 
bekommen. 

Bemerkenswerth  ist  der  Fall,  in  welchem  das  Trapez 
ABUM  die  Hälfte  des  gegebenen  Trapeses  ABCD  aas- 
macht, also 

oder 

ist*    Man  erhält  daim  aus  der  Formel  Ü) 

was  sich  auf  folgende  Weise  construiren  lässt.    Man  stelle 
AH^  CD  senkrecht  auf  AB^  halbire  die  pj^^ 
Hypotenuse  BII  in  /,  errichte  ferner  IL  ^  . 

=  BT  senkrecht,  auf  Bff  und  ziehe  BZf  so 
ist  BL^BQ  =  x. 

Kimmt  man  in  den  bisherigen  Formeln 
h  =  (i,  £0  ^»jht  das  Trapuz  in  ein  Dreieck     :  ^^.-^j"  / 
über,  so  dass  also  die  entsprecheiulen  Auf-    g"'*^  \  \  / 
gaben  für  das  Dreieck  hier  zugleich  mit     *  ''V 
gelöst  sind«  -r-  £ine  vortheilbafte  prakti-  ^ 
Bche  Anwendung  von  diesen  Formeln  ist  die  Theilung  be- 
liebiger Vielecke  in  Theile  von  bestimmten  Verhältnissen, 
wenn  zugleich  die  Theilungslinien  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  laufen  sollen.  ; 

7.  Aus  der  Hypotenube  und  der  Katheten- 
ßiimme  die  Fläche  eines  rechtwinkligen  Drei- 
ecks zu  finden.  Behalten  wir  dieselbe  Bezeichnung  wie 
in  No«  4  bei|,80  ist 
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«üd  w€iiii  wir  {He  ewelto  Gieichwig  y<m  Qpadfate  der 

ersten  subtrahiren,  so  bleibt 

endlich  dvicb  DiTision  mit  4  ' 

«y  — 

und  damit  ist  die  Flä^^he  des  Dreiecks  gefunden.  Setzen 
wir  dieselbe  gleich  der  Fläche  eines  noch  unbekannten 
Quadrates,  welches  die  Seite  q  besitzt,  so  haben  wir 


folglich 


—  a' 


und  nun  ist  diese  QuadraUeite  leicht  zu  finden ,  wenn  man 
berücksichtigt,  dass  sie  die  Hälfte  von  der  Kathete  eines 
rechtwinkligen  Dreiecks  ausmacht,  welches  9  zur  Hypote* 
Buse  und  a  zur  anderen  Kathete  hat. 

8.  Aus  den  beiden  Höhen  eines  gleichschenk- 
ligen Breiecks  die  Fläche  desselben  zu  finden, 
Fig  71.  unbekannte  Basis  x  des  gleich- 

schenkligen Dreiecks,  AB=:AC=r/  der  gleich- 
falls unbekannte  Schenkel  desselben,  ferner 
die  Höhe  ADs=zh  und  die  Höhe  ß£=k.  Die 
Fläche  unseres  Dreiecks  lässt  sich  auf  dop- 
pelte Weise  berechnen;  es  ist  nämlich 

AABC=  \BC ,  AB  =  lxh, 


also 


hx 


ky  oder  y  ^^\ 


femer  ist  (7/>  =  |^C=s4a\  und  mithin  zufolge  des  Pytha- 
thagoräischen  Lehrsatzes 

d«  i. 

»•  +  (i^)'=y'=(x)'» 

wenn  man  gleich  den  Werth  von  y  aus  der  vorhergehenden 
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Gleichung  substitnirt.  Aa3  der  vorstehenden  quadratischen 
Gleichung  erhält  man 

Setaen  nie  die  Fläche  \hx  =  ^>  so  folgt  yennöge  des 
Werthes  von  x 

K  JST'itMi^  als  9  sind  leicht  ssn  constniireiii  indem  man 

läEsichtigt,  dass,  wenn 

gesetzt  wird,  a  die  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
snsmachty  welches  2h  zur  Hypotenuse  und  k  zur  anderen 
Kathete  hat.    Es  ist  dann 

0?«=^^  oder  aik^2h;x 

tmd  mithin  x  die  vierte  Proportionale  wx  a,  Ar'nnd  2A.  Um 
aber  f  n  finden  ^  setsen  wir 

hk   hk  ^ 


p  die  vierte  Proportionale  zu  a,  k  und  endlich 

q^yjh^  d.  h.  die  mittlere  Proportionale  zwischen  ß  und  Ä 
i^   Dies  giebt  folgende  zwei  Constructio-  , 
nen.    Man  macht  GH     k  und  errichtot  in        ^*    *  ^ 
G  eine  Senkrechte  auf  6?/^;  aus     als  Mit- 

t  beschreibt  man  mit  2h  als  Halb-  ^    '  | 

.^en  Kreisbogen ,  welcher  jene  '  j 

^te  in      schneidet;  es  ist  dann  C 


nnd  mithin  GE=«,  Nimmt  man  jetzt  KS=s KS=2h  ond 
sieht        GH,  so  ist 

ÖÄT:  GH=^SKiST, 

d.  i. 

a:/f  =  2A::ÄJ, 

tmd  mithin  8T^x\  aus  der  so  gefundenen  Basis  ist  düs 
gleichschenklige  Dreieck  leicht  zu  construiren. 

Schlonilch,  0«oB«Ui*.  1.  7 
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Um  dagegen  q  zu  finden,  besclircibt  man  wie  vorhin 
das  rechtwinklige  Dreieck  GHK^  in  welchem  UK=1HI 
Fig.  73.  =2ä   ist,   nimmt  KL  =  Kl  =  h  Uüd 

^  zieht  LMjl  GH^  so  ist 

GK\GH=LKiLM, 

d.  i. 

^  a',k  =  h:  LM, 

mithin  LM=^ß.  Darauf  macht  m9,n^ LN •=  LM  =  ß  und 
sucht  zwischen  LK  und  LN  die  mittlere  Proportionale  LQ»^ 

dieselbe  ist  =  ^LK.  LN=  V^^f  d.  h.  »  womit  also  die 
Linie  q  ihre  Bestimmung  gefunden  hat. 


Digitized  by  Google 


ZWEITES  BUCH. 

Der  Kreis. 


Die  Bögen,  Winkel  und  Linien  ain  Eoeise. 


§.  22. 

Die  Bögen  und  die  Oentriwinkel. 

L  Kennt  man  von  einem  Kreise  den  Halbmesser^  so 
kann  nach  Dem^  was  wir  über  die  Entstehung  des  Kreises 
gesagt  haben  (S.  8) ,  der  Kreis  selbst  jederzeit  beschrieben 

werden;  dies  geht  jedoch  nur  auf  eine  einzige  Art^  oder, 
was  dasselbe  ist,  ein  gegebener  tfalbmesser  liefert  nicht 
mehrere  verschiedene  Kreise,  sondern  nur  einen  einzigen 
Kreis.  Daher  ist  der  Kreis  durch  seinen  Halbmesser  un- 
£weid<«tig  bestimmt,  m>d  Kreiae  von  d<»i.»,lben  Hiabme.. 
ser  sind  congruent;  legt  man  sie  mit  ihren  Mittelpunkten 
auf  einander,  so  decken  sich  die  Kreise;  vüllig. 

Die  erste  Frage  nun,  welche  wir  zu  beantworten  haben,- 
wäre  die,  ob  der  Kreis  eine  gerade,  eine  krumme^  oder  was 
sonst  für  eine  Linie  ist,  was  sich  aus  'der  Definition  des 
Kreises  unmittelbar  nicht,  nach  den  Lehren  des  ersten 
Capitels  dagegen  sehr  leicht  erkennen  lässt.  Gesetzt  nun, 
ein  Theil  des  Kreises,  etwa  das  zwischen  die  Punkte  A 
und  B  fallende  Stück  desselben,  wäre  eine  gerade  Linien 


80  nehme  man  zwischen  A  und  B  einen 
dritten  Punkt  0  an  und  ziehe  die  Halb- 
mesBer  AM^  BMf  CM\  dann  müssteni  we- 
gen der  Gleichheit  aller  Radien ,  die  Drei- 
ecke  ABM  und  ACM  gleichschenklig  sein, 

'  woraus  folgen  würde: 

L  MAB  ^  L  31 B  A  und  L  MAC=^  L  MCA, 
mithin;  weil  LMAB  =  LMAC,  auch  LMBA^LMCA,  was 
unmdglich  ist;  weil  L  MCA  den  Aussenwinkel  des  Dreiecks 
BCM  bildet;  kein  StQck  des  Kreises  kann  also  geradlinig 
verlaufen  und  mithin  ist  der  Kreis  selbst  eine  krumme 
Linie.    Irgend  ein  Theil  desselben,  wie  z.  B.  der  zwischen 

'  A  und  B  liegende,  heisst  ein  Kreisbogen  und  wird  da- 
durch bezeichnet;  dass  man  die  an  seinen  Endpunkten 
stehenden  Buchstaben  nebeneinander  und  die  Sylbe  Are 
(Abkürzung  von  Arcus)  davorsetzt  (Are  AB). 

II.  Zieht  man  von  den  Endpunkten  eines  Bogens 
Gerade  nach  dem  Mittelpunkte  des  Kreises,  so  bilden  letz- 
tere einen  Winkel  miteinander;  welcher  seinen  Scheitel  am 
Mittelpunkte  hat,  und  wie  man  zu  sagen  pflegt  über  dem 
gegebenen  Bogen  steht;  ein  derartiger  Winkel  heisst  ein 
Centriwinkel  (der  Centriwinkel  AMB  z.  B.  steht  über 
dem  Bogen  AB).  Man  erkennt  ans  diesem  Winkel  die 
Grösae  der  Drehung;  welche  nothig  war,  um  mit  dem  ge- 
gebenen Halbmesser  den  gegebenen  Bogen  zu  besehreiben« 
Wie  eng  überhaupt  der  Zusammenhang  zwischen  dem  Bo- 
gen und  seinem  Centriwinkel  ist;  wird  man  aus  folgenden 
Betrachtungen  e röchen. 

Kommen  in  zwei  mit  demselben  Halbmesser  beschrie- 
beneu Kreisen  zwei  gleiche  Centriwinkel  L  AMC s=:LÄ'M'M 
vor,  so  kann  man  den 
zweiten  Kreis  so  auf  den 

ersten  -legen,  dass  sich  /        j     \  /  \  \ 

diegleichcn  Centriwinkel  ^^^X  ^ 

decken,  also  M'  auf  ^ 
A  M'  auf  AMf  EM'  auf  BM  fällt;  wegen  der  vorausgesetz- 
ten Gleichheit  der  Halbmesser  decken  sich  aber  (nach  No.  I*) 
die  Kreise  ganz  und  gar  und  mithin  müssen  auch  die  BCgen 
^  und  A'B'  zusammenfalle  $  d.  h.:  In  Kreisen  von 
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gleichen  lialbmesseru  gehören  gleiche  Bögen  zu 
gleichen  Centriwinkeln.  Weiss  man  umgekehrt,  daßi 
die  Halbmesser  und  die  Bögen  einander  gleich  sind^  so 
kann  man  die  Kreise  so  aufeinander  legen,  dasa  M*  aaf  if 
und  M'A\  anf  MA  (also  A'  auf  ^  fällt;  dann  decken  sich 
die  Kreise  wieder  voHst&ndig,  es  fällt  B'  auf  jPnnd  mithin 
auch  M  B'  auf  MB,  weil  es  zwischen  zwei  Punkten  nur 
eine  Gerade  giebt;  d.  h. :  In  Kreisen  von  gleichen 
Halli^lU^ssern  gehören  gleiche  Qentriwinkel  211 
gleichen  Bögen. 

Setaen  wir,  wie  yorfain,  gleiche  Centriwinkel  Tpraus 
und  bringen  die  beiden  in  Rede  stehenden  Kreise  jetzt  so 
über  einander,  dass  M'  auf  M  und  M  A'  auf  MB  zu  liegen 
kommt,  so  fällt  M  B'  etwa  nacli  und  wir  haben  Are  ßC 
==  Are  A'Bj  d.  i.  =  Are  AB,  und  mithin  Are  AC  =  2  Are  AB, 
Die  Verdoppelung  des  Oentriwinkels  (L  AMC  =  2  L  AMB) 
hat  also  eine  Verdoppelung  des  entsprechenden  Bogens 
üur^  Folge.  £benso  leicht  erhellt,  dass,  wenn  LAMB  = 
^LAMB  ist,  auch  Are  AD  =  '6  Are  AB  sein  muss,  woraus 
von  selbst  hervorgeht,  dass  sich  ein  gegebener  Kreisbogen 
beliebig  vervielfachen  läset,  indem  man  seinen  zugehörigen 
Centriwinkel  vervielfacht.  Wird  dagegen  umgekehrt  der 
feu  einem  gegebenen  Bogen  AD  gehörende  Centriwinkel 
AMD  in  mehrere  gleiche  Theile  getheilt,  wie  b.  B.  L  AMB 

L  AMD ,  so  entsprechen  diesen  gleichen  Theilen  des 
Oentriwinkels  auch  gleiche  Theile  des  zugehörigen  Bogens, 
nftmli^b  Are  AB  Are  AD.  Fassen  wir  dies  Alles  zusam- 
men, so  ergiebt  sich  der  Sata:  £s  lässt  sich  jederzeit 
ein  Kreisbogen  f  inden,  welcher  ein  vorgeschrie- 
benes Vielfaches  oder  einen  vorgeschriebenen 
Theil  eines  gegebenen  Kreisbogens  ausmacht. 

Eine  wichtige  Anwendung  hiervon  ist  die  Th eilung 
des  Kreises.  Denkt  man  sich  nämlich  den  Kreisumfang 
in  360  gleiche  Theile  zerlegt|  so  entsteht  ein  Bogen,  welcher 
ein  Bogengrad  heisst;  den  60^  Theil  desselben  nennt 
man  eine  Minute  (Bogenminute) ,  der  Theil  der  Mi- 
nute führt  den  Namen  Secunde  (ßogensecunde);  noch 
kleinere  Theile  des  Kreises  drückt  man  durch  Dezimal- 
brüche VQB  Secunden  aus.   Für  den  Grad  idient  das  Zeir 
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eben:  für  Minute:  '  und  fBr  Secunde:  wonach  z.  B. 
570  44"^8  go^jel  bedeutet  als  57  Grad,  17  Minuten, 
44/1^  Secnnden.  Kach  dieser  £intheilang  enthält  also  der 
ganze  Kreisumfang  360*  =3  21600' 1296000'';  der  Halb- 
kreis 10800'=  648000",  der  Viertelkreis  (Quadrant) 
90°=  5400'==  324000",  der  Achtelkreis  (Octant)  45®  = 
2700'==  162000"  und  der  bechsteikreis  (Sextant)  60«  = 
3600'  =  216000".  Wie  man  sieht^  ist  diese  Tbeilung  des 
Kreises  analog  der  in  §•  2  erwähnten  Winkeltheilung* 


§.23. 

Die  Centriwinkel  und  die  reripheiiewinkcL 

Zieht  man  von  swei  auf  dem  Umfange  eines  Kreises 

liegenden  Punkten  gerade  Linien  nach  einem  dritten  Punkte 
des  ümfangcs,  so  schliessen  diese  Geraden  einen  Winkel 
ein,  der  Per ip Ii eric winke!  genannt  wird,  weil  sein 
Scheitel  auf  dem  Umfange  (der  Peripherie)  des  Ejreises 
liegt;  dergleichen  Winkel  sind  2.  B.  die  Winkel  APBJn 
den  Fig.  «,  ß,  y, 

j.ig.76«.  Fig.  76^.  Fig.76y. 

B 

B  X    W\  4 


Bleiben  wir  zunächst  bei  der  einfachen  Figur  «t  stehen^ 
wo  der  Schenkel  AP  durch  den  Kreisniittelpunkt  C  geht, 
und  con&truircn  den  zugehörigen  Centriwinkel  ACB  durch 
Ziehen  von  BC^  so  ist  der  letztere  Aossenwinkel  zu  dem 
Dreiecke  BCP  nnd  daher 

LäCB^L  BPC  +  L  CBP. 

Wegen  der  Gleicliheit  der  Halbmesser  ist  aber  das 
Dreieck  BCP  gleichschenklig,  mithin  L  BPC  =  L  CBP^  und 
folglich 

1)  LAeB---2LBPC==2LAPB, 
d.  h.  der  Centriwinkel  gleich  dem  Doppelten  des  mit  ihm 
auf  gleichem  Bogen  stehenden  Peripheriewinkels« 
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Ziehen  wir  weiter  in  Fig.  ß  die  Oerade  PCJ>,  so  ha- 

.ben  wk  nach  dem  Vorigen  die  (Jlcichungen 

L  ACD  =  2  Z.  APD^ 

und  folglich  durch  Addition 

2)  L  ÄCn  =  %  (LAPD  +  L  BPD)     2  LAPB. 

Ziehen  wir  ebenso  in  Fig.  y  die  Gerade  PCD^  so  ist 

^  wieder 

L  ACD  .^2  L  APD, 
LBCD=2LBPJJj 
and  folglich  durch  Subtraction 

3)  LA€B^2{LAPB--LBPB)  =  2LAPB. 

IMe  hier  betrachteten  drei  Fftlle  Bteüen,  wie  leicht  su 
sehen  ist,  die  allein  möglichen  Lagen  dar,  welche  ein  Peri- 
pheriewinkel und*  sein  zugehöriger  Centriwinkel  gegen  ein- 
ander haben  können ;  denn  entweder  fällt  der  Punkt  D  mit 
einem  der  Punkte  A  oder  B  zusammen  (Fig.  a),  oder  D 
£&llt  zwischen  A  xmd  B  (Fig.  ß),  oder  endlich  B  liegt 
anaserbalb  des  Bogens  AB  (Fig.  y).  Da  nun  in  jedem^ 
Falle  die  Gleichung  LACB=2LAPB  besteht,  so  haben 
wir  den  Satz:  Wenn  ein  (^enlriwi  n  k  cl  und  ciu  Te- 
riph  er  iewinkel  über  dcniselben  Kreisbogen  ste- 
hen, so  ist  der  Centriwinkel  das  Doppelte  des 
.Peripheriewinkels,  oder  umgekehrt  der  jPeri- 
pberiewinkel  die  Hälfte  des  Oentriwinkels* 

Ueber  einem  gegebenen  Bogen  giebt  es  nur  einen 
Centriwinkel,  dagegen  unzählige  Peripheriewinkel;  da  jeder 
von  den  letzteren  die  Plälfte  des  einen  Centriwinkels  aus- 
macht, so  folgt  noch:  Alle  Uber  einem  und  demsel- 
ben Bogen  stehenden  Peripheriewinkel  sind  ein- 
ander gleich. 

Besonderes  Interesse  hat  der  Fall,  wenn  der  Centri- 
winkel ein  gestreckter  =  2  Ä  ist,  also  der  Peripheriewinkel 
über  dem  Halbkreise  steht;  letzterer  beträgt  dann  jeder- 
zeit einen  rechten  Winkel,  was  man  in  der  kurzen  Formel 
auszudrücken  pflegt:  Jeder  Winkel  im  Halbkreise 
ist  ein  Rechter. 

Constmirt  man  zwei  Peripheriewinkel  APB  und  AQB, 
deren  Scheitel  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Verbin- 
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dangslinie  AB  licigen,  bo  ist  L  APB  die 
'p*  Hälfte  des  concaren  Winkels  AGB  xui^ 

aLAQB  die  iiälfte  des  coirvexen  Winkels 
ACBy  denn  beide  stehen  über  dem  Bo- 
^  gen  APß  \  die  Winkel  APB  und  AQB  be- 
tragen daher  znsanunen  die  Hälfte  von 
der  Summe  des  coneaven.  und  oonyexen 
*  Winkels  bei  Cj  d.  h.  die  Hälfte  yon  vier 

Rechten}  es  ist  demnach  L  APB  +  L  AQB  =  2h, 

§.  24. 

Die  Sehnen  und  die  Secanten. 

I.  Jede  gerade  Linie,  welche  zwei  Punkte  eines  Kreis- 
umfanges  mit  einander  verbindet,  heisst  eine  Sehne 
(Chorde)  des  Kreises;  ist  sie  noch  über  jene  Punkte  hin- 
aus verlängert,  so  fuhrt  sie  den  Kamen  Secante.  Du 
aus  den  Betrachtungen  §.  22,  1.  hervorgeht,  dass  eine  Ge- 
rade nur  höchstens  zwei  Punkte  mit  einem  Kreise  gemoiu 
haben  kann,  so  Hessen  sich  obige  Erklärungen  auch  so 
fassen:  Secante  heisst  jede  Gerade,  welche  mit  einem 
Kreise  awei  Punkte  gemein  hat>  Sehne  das  Stück  der  So- 
cantOi  welches  zwischen  jenen  Funkten  liegt 

Verbindet  man  die  Endpunkte  einer  Sehne  durch  Ra- 
dien mit  dem  Kreismittelpunkte,  so  entsteht  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  dessen  Basis  die  Sehne  ist,  z,  B. 

ABM'^  zieht  man  noch  eine  Gerade  von 
/  V  Mitte  N  der  Sehne  nach  dem  Mit- 

 -jÄt" — telpunkte  Jlf,  so  serilillt  das  Dreieck 

\  •  •'  I  "  /  ABM  in  zwei  andere  Dreiecke  AMN 
-«V^  und  BMNy  welche  in  allen  Seiten  mit 

^  einander  übereinstimmen  und  daher  con- 

grnent  sind.  Daraus  folgt  weiter,  dass  MN  den  Gentrir 
Winkel  AHB  halbirt  und  senkrecht  auf  AB  steht;  dass  mit- 
hin MN  der  Abstand  der  Sehne  vom  Centmm  ist  In 
dem  rechtwinkligen  Dreiecke  AMN  haben  wir  nun 

^  .  AN^j/(ÄM^--Mli*)f 

'  ^*  IAB^}/(a]P  —  'MN'), 

oder,  wenn  wir  zur  Abkürzung  AB  =  a,  AM ~  r,  MN=^c 
setzen  und  die  vorige  Gleichung  mit  2  muitipiicireni 


■ 


1)  a  =  2y'r»-  c*. 

Dieser  Aasdrack  erhält  seinen  grössten  Werth ,  wenn 
so  wenig  als  möglich  von  r*  Bubtrahirt  wird,  also  c  =  0 
ist  ;  es  wird  dann  «  =  2  j/r*  =  2r,  in  der  Figur  =  CD. 
Nennen  wir  den  doppelten  Halbmesser  des  Kreise«  kow 
Beinen  Dnrchmesaer;  so  heisst  dies:  Dec  Dorchmesaer 
ist  die  grdsste  aller  Sehnen. 

Lassen  wir  in  der  Foimel  1)  ^  von  Knll  an  annehmen, 
so  wild  immer  melir  äubtrahirt  und  es  kommt  also  immer 
weniger  horaiiß,  d.  h.:  Je  ^M'ößser  die  Entfernung 
einer  Sehne  vom  Mittelpunkte  iat^  desto  kleiner 
iet  die  Sehne  selbst. 

Geben  wir  endlieh  c  seinen  grössten  Werih  € a  MP^  r,  j 
so  wird  l\=  0,  also  die  Sehne  am  kleinsten ,  ond  in  der  Thai    f  ^ 
üielit  sich  dann  die  Sehne  auf  einen  blossen  Tunkt  zusammen.    ;  " 

II.  Wenn  wir  nach  Erledigung  dessen,  was  über  eine 
Sehne  gesagt  werden  kann^  uub  zur  Betrachtung  von  zwei 
Sehnen  wenden ,  so  sind  wieder  die  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden^  ob  jene  gleiche  Richftnng  haben  oder  nicht 

a.  Laufen  die  beiden  Sehnen  JS  und  CP  einander 
parallel  und  zieht  man  AD^  so  entstehen  j,.^ 
zwei  gleiche  Wechseiwinkel,  BAD  und 
CJ>Af  die  zugleich  Peripheriewinkel  sind. 
Der  erste  steht  über  dem  Bogen  BJ>f 
ihm  würde  der  Gentriwinkel  BMB  ent- 
Bpxecben ;  der  zweite  steht  über  jirc  AC 
und  sein  Gentriwinkel  wäre  AMC\  aus 
der  Gleichheit  jener  Peripheriewinkel  folgt  aber  die  Gleich- 
heit der  zugehörigen  Centriwinkel  und  aus  dieser  die  Gleich- 
heit der  entsprechenden  Bögen      und       d.  h.:  Zwischen 
zwei  parallelen  Sehnen  liegen  gleiche  Bdgen. 

Der  Satz  gilt  übrigens  anch  n mg e  kehrt,  denn  sind  die 
Bögen  gleich  j  so  sind  auch  jene  Winkel  gleich  nnd  folglich 
die  Sehnen  wegen  der  Gleichheit  der  Wechsehvlnkel  parallel. 

h,  Haben  zwei  Seiten  ungleiche  Richtung,  so  müssen 
sie  sich  (nöthigenfalls  verlängert)  schneiden;  ihr  Durch* 
schnittspnnkt  kann  nun  in  Beziehung  anf  den  Kreis  eine 
dreifach  verschiedene  Lage  haben;  entweder  nftmlich  liegt 
er  anf  der  Peripherie  des  Kreises  Iselbst  (Fig.  a),  oder 
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innerhalb  des  Kreises  (Fig.  ß),  oder  endlich  ausserhalb 
4e8S6lben  (Fig.  y).    Dies  giebt  folgende  Betrachtungen. 

tt.  Schneiden  sich  die  Sehnen  AB  und  AC  in  dem 
Punkte  A  des  KreiBamfanges  nnd  sind  P  und  Q  die  Hidbi« 
Tongsponkte  derselben,  so  stehen  die  Geraden  MP  md  MQ 
senkrecht  auf  AB  und  AC  (No.  I.) ;  umgekehrt  müssen  auch 
Gerade,  welche  man  von  P  senkrecht  auf  AB  und  von  Q 
senkrecht  auf  AC  aufsteigen  lässt,  durch  M  gehen,  da  sie 
von  PM  und  QM  nickt  verschieden  sein  können«  Wenn 
also  der  Mittelpunkt  des  Kreises  nicht  bekannt  wftre,  so 
würde  man  ihn  dadurch  finden  können,  dass  man  die  gege- 
benen Sehnen  durch  Senkrechte  halbirte  und  letztere  bis 
zu  ihrem  Durchschnittspunkte  verlängerte.  Einen  solchen 
Durchschnittspunkt  muss  es  immer  geben,  weil  der  Winkel 
-ATQ  ein  spüaer,  LAMQ  dagegen  ein  rechter  ist^  und  mil^ 

hiiTBie  Geraden  PM  und  QT  (oder  0Jf) 
verschiedene  Richtungen'  haben.  —  Das 
genannte  Verfahren  bleibt  aber  ganz  das- 
selbe, wenn  man  sich  den  Kreis  selber 
weg  denkt  und  von  den  Sehnen  nur 
ihre  Endpunkte  €  beibehält,  die 

natürlich  nicht  in  einer  geraden  Linie 
Bingen  dürfen  (es  würde  sonst  QT jj MP)\  man  zieht  dann 
die  Sehnen  AB y  AC,  macht  die  vorige  Construction  und 
nun  muss  M  der  Mittelpunkt  des  Kreises  sein,  auf  welchem 
die  Punkte  A,  By  liegen.  In  der  That  läsat  sich  mit  Hilfe 
congruenter  Dreiecke  sehr  leicht  nachweisen,  dass  die,  in 
^er  Figur  nicht  gezogenen,  Geraden  AM^  ^M,  €M  einan- 
der  gleich  sind  und  folglich  als  Halbmesser  eines  Kreises 
angesehen  werden  können.  Dies  giebt  den  Satz:  Ein 
Kreis  ist  durch  drei  nicht  in  einer  geraden  Linie 
Ijeg^de  Punkte  bestimmt 


Fig.  8i  ^. 
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Sdineiden  sich  zwei  Sehnen  AB  und  CM  inuerhalb 
oder  aasserhalb  des  Kreises  in     so  ist,  wenn  man  ACtaä 
MD  nebt  (sowohl  in  Fig.  fi  als  yh  ^  = 
LACE=LDBE  (als  PeripheriewiiJLel  über  demselben  Bo» 

gen);  die  Dreiecke  ACE  und  /^^i^  sind  daher  ähnlich  und 
es  gilt  die  Proportion 
,  '  AEiCE^DE  :  BK 

AE.BEz=zCE.DE, 
d«h*:  Das  Prodnot  ans  den  Abschnitten  der  einen 
Sehne  ist  gleich  dem  Prodncte  aus  den  Abschnit- 
ten der  anderen. 

Findet  umgekehrt  bei  zwei  Geraden  AB  und  CD^  die 
sich  in  E  schneiden ,  die  obige  Gleichung  ötatt|  so  müssen 
die  vier  Punkte  A^  B^  C^  D  auf  dem  Umfange  eines  und 
desselben  Kreises  liegen.  Denn  ginge  der  dorch  A^  B  and 
C  mögliche  Kreis  nicht  durch  Dy  sondern  durch  einen  an- 
deren Punkt  D'  der  Geraden  CZ>,  so  wiiie  p'l eichzeitig, 
AE.BE^zCE.  DE  und  AE  .BE=CE.  D'E,  was  sich  zu- 
sammen nicht  verträgt.  Während  also  durch  drei  Punkte 
im  Allgemeinen  immer  ein  Kreis  gelegt  werden  kann,  ist 
dies  durch  vier  Punkte  nur  dann  möglich,  wenn  die  oben 
entwickelte  Gleichung  statt  findet;  letztere  enthält  daher 
die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Kreis  durch  vier  ge- 
gebene Punkte  gehen  kann. 

§.  25. 

Die  Tangenten  des  Kreises. 

I.  Wir  haben  bisher  solche  gerade  Linien  betrachtet, 
welche  zwei  Punkte  mit  dem  Kreibumfange  gemein  liaben, 
und  es  bleibt  daher  noch  der  Fall  zu  untersuchen  übrig, 
in  welchem  eine  Gerade  und  ein  Kreis  nur  emen  einaigen 
Punkt  gemeinschaftlich  besxtaen.  Lassen  wir  die  Secante 
AS  so  fortrücken,  dass  sie  immer  senk-  ^.  ^ 
recht   auf  MP  bleibt^  so  kommen  die  . 

Punkte  A  und  B  einander  um  so  näher,     p  ^  - 

je   weiter  sich  N  von  M  «atfernt;   ist     \        \  X  / 
endlich  Ain  i>  angelangt,  so  fallen  die  J^^^EI? 
swei  Punkte  A  und  B  in  einen  einai-  ^  ;^ 

gen  zusammen,  die  Secante  nimmt  die  Lage.jP2*  an  und 
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hat  jetBl  nur  einen  Punkt,  uftwUeh  o)lt  dßin  Kreiiie 
gemein.  £ine  derartige  Gerade  heiest  eine  Tangente  des 

Kreises  und  der  Punkt  welchen  sie  mit  dem  Kreise  ge- 
mein hat,  ihr  Berührungspunkt. 

Die  Entstehungsweise  der  Tangente  scheint  darauf 
hinzudeuten,  dass  die  Tangente  PT  senkrecht  auf  dem  nach 
ihrem  BerOhrungspunkte  gesogenen  BalbmesBer  MP  stehen 
Fig.  83.  müsse;  oh  dies  immer  der  Fall  is^ 

^        ^        .       entscheidet  sich  leicht,   wenn  man 

solche  Gerade  PU  oder  PV  betiach- 
tet,  welche  mit  MP  einen  spitzen 
oder  stampfen  Winkel  machen.  Fällt 
man  von  4f  eine  Senkrechte  MH  auf 
PU;  so  ist  MB<MP,  mithin  liegt 
der  Punkt  H  im  Inneren  des  Kreises  und  folglich  muss 
die  Gerado  PU  den  Kreisumiang  zweimal  schneiden  (beim 
Eintritte  in  den  Kreis  und  beim  Austritte  aus  demselben); 
fiUlt  man  ebenso  auf  die  Verlängerung  von  PV  das  Per- 
pendikel MKf  so  ist  wieder  MK<^  MP,  es  Ue^  daher  aueh 
K  im  Innern  des  Ereiee«  und  die  Gerade  PV  schneideti 
hinreichend  verlängert^  den  Kreis  sweinial.  Die  Geraden 
Pü  und  PV  sind  daher  Secanten  und  keine  Tangenten. 
Dass  aber  jeder  von  P  verschiedene  Punkt  S  der  senkrecht 
stehenden  Geraden  PT  ausserhalb  des  Kreises  liegt,  er- 
kennt man  daraus,  dass  die  Hypotenuse  MS  grösser  als 
die  Kathete  MP  sein  muss«  Dies  giebt  den  Sata:  Jede 
auf  dem  Endpunkte  eines  Halbmessern  senkrecht 
stehende  Gerade  ist  eine  Tangente  des  Kreises; 
und  umgekehrt:  Jede  Tangente  eines  Kreises  steht 
senkrecht  auf  dem  nach  ihrem  Berührungspunkte 
gezogenen  Halbmesser.  (Denn  wenn  sie  nicht  senk- 
recht stünde,  so  wäre  sie  wie  PU  und  PV  eine  Secante, 
was  der  Voraussetzung  wide^pricht.) 

Aus  dem  Obigen  folgt  noch  der  Satz:  Durch  einen 
gegebenen  Punkt  auf  dem  Umfange  eines  Krei- 
ses ist  nur  eine  einzige  Tangente  möglich. 

II.  Auf  die  Betrachtung  von  einer  Tangente  müsste 
nun  dAfT^oiL  zwei  Tangenten  folgeni  man  wird  aber  leicht 
finden,  dass  hierbei  die  Ausbeute  ae|ur  gering  ist,  und  wir 
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wenden  uns  daher  zti  der  Vergleichung  zwischen  den  Tan- 
genten und  Sehnen.  Hier  8ind  wieder  die  beiden  Fälle 
za  nntenckeiden,  ob  die  Tangente  imd  die  Sehne  gleiche 
RichtTug  haben  (Fig.  a)  oder  nieht  (Fig.  ß). 


Fig.  84  a,  Fig.  84  ^. 


"  ö.  Laufen  die  Sehne  Aß  und  die  Tan^^ente  PT  (Fig.  a) 
•  einander  parallel;  so  steht  der  nach  dem  Berührungspunkte 
P  gesogene  Halbmesser  nieht  nur  auf  der  Tangente,  son- 
dern auch  auf  der  Sehne  AB  senkrecht,  woraus  die  Ckm- 
gmona  der  Dreiecke  AMN  und  BMM  und  die  Gleichheit 
'  der  Winkel  AMP  luid  BMP  folgt.  Diese  zieht  die  Gleich- 
heit der  entsprechenden  Böeren  AP  und  BP  nach  eich,  was 
man  mit  den  Worten  ausdrücken  kann:  Wenn  eine 
Sehne  einer  Tangente  parallel  iüuft,,  so  halbirt 
der  Berftbrnngspunkt  der  letzteren  den  awischen 
beiden  Oeraden  liegenden  Bogen. 

Man  wird  leicht  bemerken,  dass  sich  der  Satz  auch 
umkehren  lässt. 

b*  Wenn  eine  Tangente  und  eine  Sehne  ungleiche 
Richtung  haben,  so  müssen  sie  sich  nothwendig  schneiden, 
und  da  dies  begreiflicherweise  nicht  im  Innern  des  Krei* 
ses  geschehen  kann^  so  muss  der  Durchschnittepunkt  ent<* 
weder  auf  dem  Umiange  oder  ausserhalb  des  Kreiset 
liegen. 

er.  Schneiden  sich  die  Sehne  PQ  und  die  Tangente 
ST  im  Punkte  P  der  Peripherie  (Fig.  ß),  so  ist,  wenn  dier 
Sehne  OU//PT  gezogen  wird,  Jre  PQ  =^  Are  PIT  und  folg- 
lich (weil  über  gleichen  Bögen  gleiche  Peripheriewinkel 
stehen)  LPUQ  ~  LPQUy  und  da  letzterer  als  Wechselwin- 
kel =^LQPT  ist,  LPUO^zLQPT,  wo  man  bemerken  möge, 
dcMa»  L  ü  der  Peripheriewinkel  über  dem  kleineren  Bo^en 
PQ  istr  —  Zieht  mim  femer  nach  dem  Punkte  V  auf  die- 
aetti  Bogen  die  Geraden  PV  und  QV,  so  ist  LPVQtssL  V 
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der  Peripherlewinkel  über  dem  grösBeren  Bogen  PÜQ  oder 

PQ  und  man  hat  nach  §.  23  (letzter  Satz) 

LPUQ^LPVO=^^R 

s=zLQPT-^LQPS, 
und  wenn  man  hiervon  die  vorige  Gleichung  LPÜQ  =  LQPT 
snbtrahirt,  so  bleibt  LPVQ^LQPS.  Dies  giebt  folgenden 
Doppelsatz:  Gehen  dnrc&  einen  Punkt  auf  dem  Um- 
fange eines  Kreises  eine  Sehne  und  eine  Tan- 
gente, so  ist  der  spitze  Winkel,  den  beide  Ge- 
rade mit  einander  bilden,  gleich  dem  Periphe- 
riewinkel über  dem  kleineren  Bogen  und  der 
stumpfe  Winkel  gleich  dem  Peripheriewinkel 
ttber  dem  grösseren  Bogen. 

Auch  umgekehrt  gilt  dieser  Satz,  wie  man  leidhA  fin>> 
den  wird. 

ß.  Schneiden  sich  die  Sehne  AB  und  die  Tangente 
SP  ausserhalb  des  Kreises  in  7,  so  lässt 
sich  der  Torige  Säte  anwenden,  wenn  man 
die  Sehnen  AP  und  BP  sieht;  es  ist  dann 
LBPT  gleich  dem  Peripheriewinkel  über 
dem  kleineren  Bogen  ßP^  also  —  L  BAP. 
Da  ausserdem  die  Dreiecke  API  und  PBT 
S  P  T  noch  in  dem  Winkel  T  übereinstimmen,  so 
folgt  A  APTcs»  A  PBT  und  daraus  die  Proportion 

AT:PT=PT:BT, 
öder   

AT,  BT^  PT\ 
In  Worten  heisst  dies:  Schneiden  sich  eine  Secante 
und  eine  Tangente  ausserhalb  des  Kreises,  so 
ist  der  Abschnitt  der  Tangente  die  mittlere  Pro- 
portionale swiscben  den  Abschnitten  der  Se- 
eante. 

Findet  umgekehrt  zwischen  AT,  CT  und  PT  die  obige 
Beziehung  statt,  so  muss  PT  eine  Tangente  an  dem  durch 
die  Punkte  A^  B  und  P  gehenden  Kreise  sein.  Wegen  des 
gleichen  Winkels  T-  und  der  vorausgesetzten  Proportion 
sind  nämlich  die  Dreiecke  APT  und  PBT  fihnlich,  mithin 
LBAP^LBPT  und  folglich  nach  a  die  Gerade  PT  eine 
Tangente  des  Kreises.   Die  obige  Gleichung  stellt  also  die 


Digitized  by  Google 


Bedin^nn^  dar  ,  unter  weicher  ein  dnrcH  drei  Punkte  ge- 
bender Kreis  eine  durch  den  letzten  dieser  FunlLte  geso- 
gene Oerade  berühren  kann. 

§.  26. 

Zwei  und  mehrere  Kreise. 

Die  Vergleichnng  zweier  oder  mehrerer  ^Ereise  hat 

aweierlei  zu  berücksichtigen,  einmal  die  Halbmesser  und 
zweitens  die  Entfernung  der  Mittelpunkte  der  Kreise;  durch 
das  Erste  bestimmt  sich  nämiich  die  Urüsse  der  Kreise, 
durch  das  Zweite  ihre  gegenseitige  Lage.  Nennen  wir  ein* 
ftr  aUemal  r  und  q  die  Halbmesser  und  e  die  Entfernung 
der  Kreismittelpunkte  (die  Centrale),  so  haben  wir  zu 
UDtcrsuchcn,  welche  Beziehungen  zwischen  r,  und  e  statt 
finden  müssen,  wenn  die  treise  diese  oder  jene  Lage  zu 
einander  haben  sollen. 

Der  einfachste  Fall  w&re  nun  offenbar,  wenn  die  bei- 
den Mittelpunkte  auf  einander  fallen ^  also  «  =  0  ist.  Die 
Kreise  heissen  dann  concentrisch  und  es  fällt  der  eine 
entweder  gänzlich  aut"  den  andern  (('ongruenzj;  wenn  r  =  (>, 
oder  der  mit  dem  kleinern  Halbmesser  beschriebene  liegt 
innerhalb  des  andern,  wenn  r  von  p  verschieden  ist.  In 
jenem  Falle  haben  beide  Kreise  alle  Punkte,  in  diesem 
keinen  Punkt  mit  einander  gemein. 

Sind  aber  die  Kreise  nicht  concentrisch,  also  e  von 
Null  verschieden,  m  können  drei  verschiedene  Fälle  ein- 
treten ;  die  Kreise  haben  nämlich  gar  keinen  Punkt  gemein, 
oder  einen  Punkt  oder  endlich  zwei  Punkte j  wie  die  fol- 
genden Betrachtungen  zu  erkennen  geben. 

I.    Liegt  n&mlich  der  eine  Kreis  gans  innerhalb,  wie 
in  Fig.  a,  oder  ganz  ausserhalb  des  andern,  wie  in  Fig. 
80  haben  sie  keiiftn  Punkt  gemein  und  es      Fig.  80«. 
ist  in  Fig.  a 

d.  i. 

oder 

.1)  r  — ^  =  e4-^(>, 

und  folglich  y  wenn  man  PQ  rechter  Hand  weglässt,  ' 
2)  r^(f>€. 
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Dagegen  ist  k  £1g.  ß 

Fig.  86^,  d.  i. 


r    PQ+Q  =  e 


f  ff: 


oder 

und  wenn  man  PQ  rechter  Hand  weglttSBl^ 

Umgekehrt  ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  eine 

der  Bedingungen 

r  —         oder  r  +  ^<e 

erfüllt  ist,  die  Kreise  keinen  JPunkt  mit  einander  gemein 
haben  und  im  ersten  Falle  der  eine  Kreis  innerhalb  des 
andern;  im  a^weiten  Falle  ausserhalb  des  andern  liegt.  > 


Fig.  87«» 


Fig.  87^. 


IL  Wenn  sich  die  beiden  Punkte  P  und  0  in  einen 
einzigen  zusammensiehen,  also  PQssz^  ist  (Fig.  a  und  ß)y 
so  gehen  die  Gleichungen  1)  und  3)  in  die  folgenden  Über: 

5)  r  —  p«=3^  und  r  + 

Die  Kreise  haben  jetzt  einen  Punkt  P  mit  einander 
gemein,  oder  sie  berühren  sich,  und  zwar  inwendig^ 
wenn  der  eine  Kreis  innerhalb  der  ersten  liegt  (Fig.  a), 
oder  auswendig,  wenn  der  eine  Kr^  ausserhalb  des 
andern  liegt.  Dass  in  der  That  die  beiden  Kreise  keinen 
Punkt  weiter  P  gemein  haben,  ist  leicht  zu  sehen,  denn 
zieht  man  in  Fig.  a  nach  einem  von  P  verschiedenen 
Punkte  L  auf  der  Peripherie  des  kleinern  Kreises  die  Ge- 
>  raden  LM  und  ZiV,  so  ist  LM  <C  MN'J^  LN,  d*  i.  LM  <^e-^Q, 
oder,  weil  aus  No.  5)  e  +  =  r  folgt,  £M  •<  woraua 
unmitlelbar  herrorg^t,  dass  X  innerhalb  des  grösseren 
ElreiseB  liegt.    Zieht  man  ebenso  LM  und  LN  in  Fig.  ß, 
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so  ist  MN  <^LM  LN,  d.  h.  r  +  ^<LM  +  Q  also 
r  <^  LMf  woraus  wieder  folgt,  dass  L  ansserb^b  des  um 
M  beschriebenen  Kreises  liegt.  Die  Gleichungen  5)  ent- 
halten iJso  die  Bedingungen,  unter  denen  sich  zwei  Kreise 

beruhigen. 

Wenn  umgekehrt  zwei  Kreise  sich  berühren,  so  liegen 
auch  ihre  Mittelpunkte  und  der  Beiühningspunkt  auf  einer 
und  derselben  Geraden  und  zugleich  findet  die  eine  oder 
andere  der  Gleichungen  5)  statt/  Wkren  nftmlich  in  Fig.  Sly 


M  und  JV'die  Kreismittelpunkte  und  es  ginge  die  Centrale 
MN  nicht  durch  den  Berilhrungspmikt       so  würde  sie 

durch  zwei  andere  Punkte  H  und  A'  auf  den  Peripherien 
der  Kreise  gehen  müssen,  und  nun  hätte  man  MH^  MN ^NK 
oder,  wenn  man  statt  MH  und  iViT  die  Kadien  MP  und  NP 
setzt,  MP^MN-^NP,  was  aber  unmöglich  ist.  Ebenso 
.  wäre  ^n  Fig.  9  MN>  MN+  IHK  oder  MN>MP+  NP^ 
was  ebenfalls  unmöglich  ist.  Die  Centrale  MN  muss  also 
jedenfalls  durch  den  Berührungbpunkt  P  t^ehen,  wie  in  den 
Figuren  a  und  und  nun  finden  wie  dort  die  Gleichungen 
r^Q  =  e  oder  r+Q  =  e  statt,  je  nachdem  die  Berührung 
von  Innen  oder  von  Aussen  geschieht* 

Errichtet  man  im  Berührungspunkte  eine  Senkrechte 
auf  der  Centrale,  so  ist  diese  die  gemeinschaftliche 
Tangente  beider  Kreise;  bei  einer  innern  Berührung  lie- 
gen  beide  Kreise  auf  derselben  Seite  der  gemeinschaftlichen 
Tajagente,  bei  einer  äussern  Berllhfung  auf  entge^ge- 
s^tirten  Seiten. 

III,  Wenn  endlich  die  Kreise  zwei  Punkte  mit  ein-; 
ander  gemein  haben,  so  können  wieder  awei  verschiedene 
Iia^en  statt  finden  (Fig.  88«  und  BSß).  Im  ersten  Falle  ist 

S«lil«ttlloh.  GMiBMrfo.  I.  8 
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Fig.  88«.  Fig.  88^* 


d.  h. 

♦  r  +  PQ  =  e^Q, 

oder 

und  wenn  PQ  links  weggelassen  wird»  so  folgt 

Ganz  ähnlich  haben  wir  in  Fig.  ß 

MP  +  NP  =  MJS, 

oder 

MP+NQ  —  PQ^MN, 

d.  h. 

r  +  Q  —  POz=ze, 
und  .W9nn  wir  links  PQ  weglassen, 

7)  r-h()>e. 

In  jedem  Jb'alle  ist  AB  die  gemeinschaftliche  Sehne 
beider  Kreise  nnd  die  Punkte  P,  Q  liegen  entwede^^  beide 
aolT  derselbeii  Seite  der  gemeinschaftlichen  Sehne^  oder  auf 
entgegenges^ten  Seiten  derselben. 


Gonstructioiien  zu  Cap.  V. 


•L  Der  Satz,  das«  alle  über  demselbMi  Bogen  oder 
über  derselben  Sehne  (auf  gleicher  Seite  der  letsteren) 

stehenden  Periphericwinkol  einander  gleich  sind,  giebt  zu 
einer  sehr  braiicl^baren  Aufgabe  Veranlassung,  nämlich: 

Einen  Kreis  zu  beschreiben,  wenn  eine  Sehne 
desselben  und  der  über  ihr  stehende  Peripherie- 
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winke]  gegeben  sind.  Halbirt  man  die  Sehne  AB 
durch  die  auf  ihr  senkrechte  »Gerade  NQ 
und  zieht  AQy  BQ,  so  ist  LAQB  =  l^APB, 
also  gleich  dem  gegebenen  Peripheriewin- 
kel P,  ferner  LAQi^^\P  und  LNAO== 
R—\P=NBQ.  Von  dem  Dreiecke  ABQ 
kennt  man  also  eine  Seite  und  die  beiden 
anliegenden  Winkel  (jeder  =Ä —  \P)  und 
folglich  ist  dasselbe  leicht  zu  construiron.  Beschreibt  man 
jetzt  einen  durch  A^  B  und  Q  gehenden  Kreis,  so  ist  die- 
ser offenbar  der  gesuchte  Kreis.     .      ..    .  i 

Eine  zweite  und  kürzere  Construction  ergiebt  sich  aus 
dem  Satze  II.  a  in  §.  25.  Macht  man  nämlich  L  BAT= 
dem  gegebenen  Peripheriewinkel  P,  so 
muss  AT  eine  Tangente  des  fraglichen 
Kreises  sein ;  der  Mittelpunkt  derselben  s 
ist  also  einerseits  auf  einer  Geraden  AM 
zu  suchen,  welche  senkrecht  auf  ST  steht, 
andererseits  auf  einer  Geraden  Mf^^  welche 
die  Sehne  senkrecht  halbirt.  Der  Durch- 
schnitt M  beider  Geraden  giebt  daher  den  Mittelpunkt  des 
gesuchten  Kreises  und  AM  ist  dessen  Halbmesser. 

2.  Durch  einen  gegebenen  Punkt  an  einen 
gegebenen  Kreis  eine  Tangeute  zu  legen.   Es  sind 


Fig.  90. 


Fig.  91. 


hier  zunächst  zwei  Fälle  zu  unter- 
scheiden, ob  nämlich  der  gegebene 
Punkt  auf  der  Peripherie  des  Krei- 
ses oder  ausserhalb  desselben  liegt. 
Im  ersten  Falle  hat  man  nur  den 
Punkt  P  mit  dem  Kreismittelpunkte 
M  zu  verbinden  und  ^auf  dem  so  ent- 
standenen Halbmesser  MP  eine  Senkrechte  PT  im  Punkte 
P  zu  errichten.  . 

Im  zweiten  Falle  kommt  es  darauf  an,  ein  recht- 
winkliges Dreieck  MPQ  zu  construiren,  welches  die  Ge- 
rade MP  zur  Hypotenuse  hat  und  dessen  Spitze  Q  auf  der 
Peripherie  des  gegebenen  Kreises  liegt.  Man  erhält  das- 
selbe leicht,  wenn  man  über  MP  als  Durchmesser  einen 

8* 
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Kreis  beschreibt,  welcher  den  gege honen  Kreis  in  0  schnei- 
det; es  ist  daDn  LP  GM  (ais  Winkel  im  Halbkreise)  = 
Fig.  02.         uiA  folglich  PQ  die  gestiebte  Tangente. 

Da  der  HilfilmM  Uber  PQ  den  geg^ 
benen  Kreis  saun  aweittn  Male  in  Q' 
schneidet,  so  giebt  es  noch  eine  zweite 
Tangente  PQ' .  Ann  der  Congnienz  der 
Dreiecke  MPQ  und  MPQ'  folgt  noch 
PQ^PQ"  und  LMPQ  =  LMPQ',  so  dais  i^ao  if  aal  der 
HalbirongsUme  des  Winkels  QPQ'  Hegt. 

3.   Die  gemeinschaftliche  Tangente  sw«ier 
gegebenen  Kreide  zu  finden.    Sind  die  beiden  mit 
den  ungleichen  Halbmessern  MP  und  NQ  beschriebenen 
Fig.  08.  Kjceifte  gegeben  und  ist  PQT  eine 

Gerade^  welche  sie  beide  berührt^ 
so  sind  die  Winkel  MPT  und 
NQT  gleichzeitig  rechte;  wenn 
ferner  NH f/  PQ  gezogen  wird,  &o 
ist  auch  LMilN=:Ry  und  man 
kann  folglich  als  Tangente 
eines  mit  dem  Halbmesser  Mä^ 
MP^  HP^  MP—  NQ  beschrie- 
benen Kreises  ansehen.  Dies 
fuhrt  unmittelbar  zur  folgenden 
Construction:  Man  beschreibe  aus  dem  Mittelpunkte  M  des 
grösseren  Kreises  einen  Halbkreis ;  welcher  die  Differenz 
der  gegebenen  Halbmesser  anm  ^Badius  hat  und  lege  an 
ihn  vom  Mittelpunkte  N  des  kleineren  Kreises  aus  eine 
Tangente ,  deren  Bertthrangspunl^t  H  sein  möge.  Verlängert 
man  jetzt  den  Halbmesser  MH  bis  P  nnd  zieht  PQ  II  HN^ 
80  ist  PQ  die  gesuchte  Tangente.  Da  sich  von  N  aus  zwei 
Tangenten  an  den  Hilfskreis  legen  lassen  ^  so  folgt^  dass 
auf  der  anderen  Seite  von  MN  noch  eine  zweite  gemein* 
schaftliche  Tangente  P'Q'  liegt,  welche,  wie  leicht  zu 
sehen  ist,  durch  denselben  Pnnkt  T  der  verlängerten  Cen- 
trale geht. 

Ausser  den  soeben  gefundenen  zwei  gemeinschaftlichen 
Tangenten  unserer  Kreise  giebt  es  übrigens  noch  ein  zwei«- 
tes  Paar,  deren  Berttliningspiinkte  aber  nicht  auf  dersellMS 
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Sflite  der  Centfftle  (wie  P  und  Q  eWhalb),  soadeni.  enf 

entgegengesetzten  Seiten  derBelben  liegen  ^  wie  U  und  F, 
oder  [/\  V'.    Jene  Berührnngs- 
^fi^^  ifjp^        jp' Q' )  nennt  man 
die  Sussereny  dieae  {UV  und 

ik^in  B  er  en  gemeinschaf 
Vrikm  t^aigeilten  der  beiden  Krei- 
se. Man  findet  letBtere,  wenn  man 
nicht  mit  der  Differenz,  sondern 
mit  der  Summe  der  gegebenen 
Halbmesser  eineita  Hiifskreis  be- 
■dureiM  ^'wd  ^  denn  wie  vorhin 

-wfiüirti  wovon  die  Gründe  leicht  genug  einzuBehen  sind. 

Die  beiden  Punkte  6'  und  in  welchen  siclj  die  inne- 
ren und  aUöetron  - «  inciii-L rilichen  Tangenten  schneiden, 
heifisan  die  Aehuiichkeitspuukte  der  beiden  Kreise; 
^  der  innelfe',  T  der  äussere.  Ihre  Enttei  nungen  vom  Mit- 
fd^pnskte  des  grösseren  Kreises  sind  leicht  zu  finden^  so- 
t^rid  die  Halbmesser  MP=rj  NQ^q  und  die  Centrale 
HfN  —  e  gegeben  sind.  Für  JUS  =  s  und  JIT  i  ist 
nÄmlicb 


Wenn  sich  die  beiden  Kreiöe  von  Aussen  beriihren,  so 
tailen  die  >beiden  inneren  Tangenten  zu  einer  einzigen  zu- 
sammen und  man  hat  dann  nur  noch  drei  gemeinsehaftiiche 
Tangenten;  sehneidea  sidi  die  Kreise,  so  giebt  es  gar  keine 
inaereai  sondern  nur  swel  änssere  gemeinacballliolie  Tan- 
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genten;  berfilireii  sidi  die  Kreige  vcii  Innen ,  so  bleibt  nur 

eine  äussere  gemeinschaftliehe  Tangente  übrig;  liegt  end- 
lich der  kleinere  Kreis  bo  innerhalb  des  grösseren,  dass  er 
keinen  Punkt  mit  ihm  gemein  hat  (i^ig.  86  a)^  eo  ist  gar 
keine  gemeinschaftliche  Tangente  md»  vorhanden» 

Zieht  man  überhaupt  ein  Paar  fiarallele  Radien  MP 
tmd  NO  oder  MU  und  NQ  und  nennt  S'  und  die  Durch- 
schnitte  von  QU  und  j}fN  einerseitö,  sowie  von  PQ  und  MN 
andererseits^  so  hat  man 

d.  i. 
oder 

und  hieraus  findet  man  leicht 


Fig.  06* 


d.  u 
oder 


woraus  man  erhält 


er 


Ans  der  Verglcichung  dieser  Formeln  mit  denen  für 
s  und  t  ergiebt  sich  augenblicklich,  dass  S'  und  T  die 
Aehnlichkeitspunkte  der  gegebenen  Kreise  sind  und  dass 
man  also  den  sch5nen  Satz  aufstellen  kann:  Die  Verbin- 
dungslinie der  Endpunkte  irgend  zweier  paral- 
lelen Halbmesser  geht  durch  den  inneren  oder 
äusseren  Aehnlichk citspiinkt  der  beiden  Kreise, 
je  nachdem  jene  Endpunkte  auf  vcrschiedenexi 
.Seiten  der  Centrale  liegen  oder  nicht. 

Umgekehrt  ist  auch  leicht  zu  sehen,  dass,  wenn  num 
von  einem  Punkte  0  <Mif  der  Peripherie'  des  einen  Krmes 
die  Goraden  S'Q  und  T' Q  nach  den  Aehnlichkoitspunkton 
und  nachher  MP  und  Mü  zieht,  nothwendig  MP  und  ebeaso 
MV  II  NQ  sein  muss* 
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4.  Die  fierttliriingSBafgabeii.  Ventehen  wir  unter 
dem  Afwdroeke  „^emen  Ptmkl  berühren^  dfttselbe,  wie  un- 
ter den  Worten  „durch  einen  Punkt  gehen",  so  giebt  es 
folgendes  allgemeines  Problem : 

Es  sind  Ypn  Punkten ,  Geraden  und  Kreisen  in 
xmtSkiJim^  Ebene  irgend  drei  gegeben;  man  soll  einen 
beschreiboBi  welcher  die  beseicbneten  drei 
[e  borührt 

Diese  Aufgabe  enthält,  wenn  man  alle  einzelnen  Fälle 
durchgeht,  zehn  besondere  Probleme  in  sich;  es  können 
.^j^leich  gegeben  sein 

den  Kreisen:  0,  0,  0,  0,  1,  1,  1,  2,  2,  3, 
^i^xlen  GfiFfd^;  0,  I,  2,  3,  0,  1,  2,  0,  1,  0, 
von  dentNinkteo:  3,  2,  1,  0,  2,  1,  0,  1,  0,  0. 
Die  Lösungen  dieser  Aufgaben  wollen  wir  mit  kurzen, 
wohl  genügenden  Worten  andeuten. 
I.    Durch    drei   Punkte    einen  Kreis   zu  be- 
f^^^^SJ^f       bereits  in  §.  24  II.  b,  a.  gelehrt  worden. 
^,^^,^egeben  zwei  Punkte  4f  B      Fig.  07. 
und  eine  Gerade  ST.  Zieht  man  AB 
bis  sie  ST  vbl  T  schneidet,  uAd  ist  P  der 
(noch  unbekannte)  Berührungspunkt,  so 
muss  7^=  TA.  TB  sein:  man  findet  also 
^yggin^man  TP  =  y TA,  Iß  constniirt 
jSli^  T  aus  abschneidet.  SP  t 

;(  IQ*  Gegeben  zwei  Gerade  AB,  CD  und  ein 
PuiiM^tPi*  Schneiden  sieh  die  Geraden  in  7,, so  muss  der 


Fig.  98, 


Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises  auf  der  Hal- 
birungslinie  JA  des  Win- 
ytflB  ATC  liegen,  denn  je» 
i||»iWMbige  Punkt  dei^ 
wStimi'  >•  B.  Nj  bat 
Tind  CD  gleiche 
Entfernung  NU  =  NU'. 
Qc^ilrffH  man  mit  NU  einen  Hilfskreis ,  so  muss  weiter  T 
der  äussere  Aehnlicbkeitspunkt  des  Hilfskreises  und  des 
gesuchten  Kreises  sein;  ueht  man  also  PT,  welche  den 
in  0  und      schneidet,  und  dann  PM//QN,  sp 


Digitized  by  Google 


Fig.  99. 


erhält  man  den  Mittelpunkt  Jf  und  HalbaieMer  g«»«icli- 

ten  Kreises.  Legt  mau  dagegen  PM'  //  Q'Ny  so  erhält  man 
einen  zweiten  ELreis  aus  dem  MiLtelpunkte  M'  mit  dem 
Halbmesser  M'Pf  welcher  gleichfalls  das  Verlangte  leistet« 

IV.  Es  sind  drei  Gerade  gegeben  ABj  CD,  EF\ 
ihre  Durchschnitte  seien       V  und  fV,    Da  der  gesuchte 

Kreis  die  Geraden  UF 
und  Ufr  berühren  soll, 
80  muB8  sein  Mittelpunkt 
auf  der  Halbirungslinie 
des  Winkels  VUfr  lie- 
gen j  weil  ferner  der  Kreis 
i  auch  f/  Vwdd  VW  beruh- 

— -j,  ren  soll,  so  muss  sein 
Jf    Genirum  ebenso  auf  der 
*      '  Halbirungslinie  des  Win- 

kels ÜVW  Hegen;  der  Durclischnitt  M  beider  Halbirungs- 
linien  ist  daher  der  Mittelpunkt  des  gesuchten  Kreises  und 
sein  Halbmesser  gleich  der  Senkrechten  MR  von  M  auf 
ÜV^  wobei  MR^MS^MT.  Halbirt  .man  ebenso  die 
Winkel  VÜF  und  UVC,  so  führt  der  Durchschnitt  Hf  der- 
selben auf  8bn!icfae  Weise  bu  einem  zweiten  Kreise ,  wel- 
cher ebenfalls  der  Aufgabe  genügt;  überhaupt  giebt  es  im 
Ganzen  vier  verschiedene  Kreise,  welche  die  gegebenen 
drei  Geraden  berühren. 

V.  Gegeben  ein  Kreis  um  M  und  zwei  Punkte 
A  und  ^.  Wäre  der  gesuchte  Kreis,  wekhev  duroh  A  und 

Fig.  100.  B  gehen  und  d^  gegebnen  Krem 

berfibren  ^oU,  schon  gefunden^  so 
wttrden  sich  die  gemeinschaftliche 
innere  Tangente  beider  Kreise  und 
die  nöthigenfalls  verlängerte  Gerade 
AB  in  einem  Punkte  E  so  schneiden, 
dass  EF^^Md'EB  wlim.  Zieht 
man  ausserdem  durch  E  wne  belie- 
' "    bigc  Gerade,  wclclie  den  gegebenen 
Kreis  in  U  und  K  schneidet,  so  ist  auch  EF*=EH.EK^ 
mithin  EA.ßB  s=s  EB .  EIC^  worims  folgt,  dass  d^^  vier 


I 

üiyiiizoü  by  GoOglc 


-    12t  - 

Punkte  Ay  B,  ff,  K  auf  der  Peripherie  eines  neuen  Kreises 
liegen  (§.  24  II.  b,  ß).  Dies  führt  unmittelbar  zu  folgen- 
der Construetion :  Man  beschreibe  einen  durch  A  und  B 
gehenden  Hilfskreis,  welcher  den  gegebenen  Kreis  in  H 
und  K  schneidet;  von  dera  Durchschnittspunkte  £  der  Ge- 
raden AB  und  /^Ä'  aus  lege  man  eine  Tangente  EF  «m  den 
um  M  beschriebenen  Kreis,  so  ist  der  durch  A,  B  und  F 
gehende  Kreis  der  gesuchte.  Da  man  von  E  aus  zwei  Tan- 
genten EF  und  EF'  an  den  gegebenen  Kreis  ziehen  kann, 
80  giebt  es  zwei  Kreise,  welche  der  Aufgabe  genügen  j 
der  eine  berührt  den  gegebenen  Kreis  von  Aussen,  der 
andere  von  Innen. 

Vi.  Gegeben  ein  Kreiß  um  m,  eine  Gerade 
AB  und  ein  Punkt  P.  Wäre 
der  gesuchte  Kreis  schon  gefunden,  A  S 
N  sein  Mittelpunkt,  und  sind  FMK 
und  NS  senkrecht  auf  AB ,  so  lau- 
fen die  Halbmesser  MF  und  NS 
parallel  und  mithin  geht  die  Ge- 
rade FS  durch  den  innern  Aehn- 
lichkeitspunkt,  hier  den  Berüh-  ^  -  .  -  f 
rungspunkt,  beider  Kreise.  Nun  ist  A  FGH  rv;  A  FKS^ 
mithin  FG  \FÜ=FK'.  FS  oder  FH.FK=FG.  FS\  ausser- 
dem ist  aber,  wenn  FP  gezogen  wird,  FP  ,  FQ  ~  FG  .  FS, 
folglich  FP.FO  auch  gleich  FH,FK  und  endlich  FQ^ 
FH  FK. 

— ^ — .    Dies  führt  zu  folgender  Construetion;  Man  ziehe 

r  r 

die  Gerade  FMHK  senkrecht  auf  AB,  verbinde  F  mit  P 

FH  FK 

und  schneide  auf  FP  ein  Stück  FQ  =  — —  ab ,  construire 

endlich  einen  Kreis,  welcher  P,  Q  und  AB  berührt  (nach 
No.  II.),  so  ist  dieser  der  gesuchte  Kreis. 

VII.  Gegeben  ein  Kreis  um  M  und  zwei  Ge- 
rade AB  und  CD,  Es  sei  N  der  Mittelpunkt  des  gesuch- 
ten Kreises  und  NU  z=z  NV  sein  Halbmesser;  wir  beschrei- 
ben aus  N  mit  NM  als  Halbmesser  einen  mit  ihm  concen- 
trischen  Kreis  und  legen  durch  die  Punkte  U'  und  V,  in 
welchen  derselbe  die  Senkrechten  NU  und  NV  schneidet, 
ein  Paar  Gerade  A'B'  //  AB  und  CD' //  CD  \  dann  berührt  der 
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aem#.Krais  offenbar  cUeee.Ge- 

gleich  dem  Halbmesser  des  ge- 
gebenen Kreises,  und  V  V  eben- 
falls =  MP.  Dies  giebt  fol- 
gende Construction :  Man  ziehe 

^   \        '-^^     /     H    dass  die  jedeamalige  Entfeih 

  nung  der  beiden  Parallelen  dem 

^  Halbmesser  des  gegebenen 
Kreises  gleich  iöt,  und  beschreibe  darauf  einen  Hiltskreis, 
weicher  die  Geraden  A'B^  CD'  und  den  Punkt  M  berührt, 
(nach  No.  UL);  der  gesuehte  Kreis  ist  dann  mit  dem 
Hilfskreise  ooncentrisch  und  sein  Halbmesser  um  den  Bi^ 
dius  des  gegebenen  Kreises  grösser  als  der  Halbmesser 
des  Hilfskreises.  Da  die  Auf!^abe  III.,  welche  hier  be- 
nutzt wird,  zwei  Auflösungon  be^jitzt,  öo  giebt  es  auch  hier 
awei  Kreise,  welche  den  obigen  Bedingungen  genügen«  ^ 
Zieht,  man  die  Parallelen  A'B  und  CD'  nicht  inner- 
halb, sondern  ausserhalb  des  von  AB  und  CD  gebildeten 
Winkels  y  so  ist  der  Halbmesser  des  gesuchten  Kreises 
nicht  grösser,  sondern  um  ebeiibO  viel  wie  vorhin  kleiner 
als  der  Halbmesser  des  Hilfskreises,  und  man  erhillt  dann 
diejenigen  zwei  Kreise,  welche  den  gegebenen  Kreis,  nicht 
wie  vorhin  von  Innen,  sondern  von  Aussen  berühren«  Die 
Aufgabe  hat  also  im  Ganzen  vier  Auflösungen; 

VIIL    Gegeben  zwei  Kreise  um  M  und  N  und 

Fig.  loa. 


ein  Funkt  A  Hätte  mau  schon  den  gesuchten  ans  O 
beschriebenen  Kreis,  welcher  durch  P  ginge  und  die  gegc* 
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benen  Kreise  in  U  und  F  berührte,  so  wäre,  wenn  i/T  bis 
zum  Durchschnitte  T  mit  MN  verlängert  und  TP  gezogen 
wird,  Tf* ,  TO=TU ,  TV.  Zieht  man  noch  MU'  und  NV\ 
so  ist  LMU'U=  LMUU'  ^  L  OUV=  LUVO  ^  LNVV\ 
woraus  hervorgeht,  dass  die  Halbmesser  MU'  und  TV F  pa- 
rallel laufen,  mithin  T  der  Aehnlichkeitspunkt  der  gegebe- 
nen Kreise  ist.  Weiter  ist  nun  auch  MU//NV'y  mithin 
LGMU=  LKNV'j  und  ebenso  sind  die  Hälften  dieser  Win- 
kel, nämlich  die  Peripheriewinkel  MFU  und  KW',  einan- 
der gleich;  daraus  folgt  A  TFU A  TVK,  mithin  TF :  TU 
=  TV:  TK  oder  TU .  TV  =  TF .  TK  und  mit  der  früheren 
Gleichung  zusammengehalten  TP,TQ=TF,  TK  oder  TQ 
TF  TK 

=  — — .    Dies  giebt  folgende  Construction :   Von  dem 

äussern  Aehnlichkeitspunktc  T  der  gegebenen  Kreise  aus 
ziehe  man  TP  und  bestimme  den  Punkt  Q  so,  dass  TQ 


TF.  TK 
TP 


man  beschreibe  darauf  nach  No.  V.  einen  Kreis, 

welcher  die  Punkte  Q  und  einen  der  gegebenen  Kreise 
berührt,  so  hat  man  den  gesuchten  Kreis.  Da  die  Auf- 
gabe No.  V.  zwei  Auflösungen  -hat,  so  giebt  es  noch  einen 
zweiten  derartigen  Kreis,  welcher  nämlich  die  beiden  ge- 
gebenen Kreise  von  Innen  berührt. 

Verfährt  man  ebenso  mit  dem  inncrn  Aehnlichkeits- 
punkte  Sy  indem  man  aber  SQ  auf  der  Kückwärts Verlän- 
gerung von  SP  abschneidet,  so  erhält  man  diejenigen  zwei 
Kreise,  welche  den  einen  der  gegebenen  Kreise  von  Aussen 
imd  den  andern  von  Innen  berühren.  Die  Aufgabe  hat 
also  im  Ganzen  vier  Auflösungen.       '  ' 

IX.  Gegeben  zwei  Kreise  um  M  und  N  und 
eine  Gerade  AB.  Der  ge- 


suchte Kreis  berühre  die  ge- 
gebenen Stücke  in  U,  T,  W\ 
beschreibt  man  aus  seinem 
Mittelpunkte  0  mit  ON  als 
Halbmesser  einen  Kreis,  wel- 
cher den  Radius  MU  in  U' 
und  die  verlänfirerte  OW  in 
W  schneidet,  so  berührt  die- 


Fig.  104. 


Google 


#er  neae  Xfeis  oibBlMyr  eUmm  $m  M  mit  MV  «to  HalboM»-* 
■er  60«i6tniirieti'SjrdB  und  «oae  dorcfti  IF'  panliel  sa  M 
gezogene  Gerade  jI'^";    Dabei  ist' JT^«  Jf CT ^C^l^'ss 

—  #F,  also  gleich  der  HalbmesserdiflPercnz,  und  WW' 
r^NV.  Dies  giebt  folgende  Construction:  Aus  M  be- 
schreibe man  einen  Hilfskreis  mit  dem  Halbmesser  Mü' 
^Mü — NVj  zu  AB  ziehe  man  in  der- Entfernung  WW^- 
"^ÜV  eine  Parallele  ünd  bes<^reibe  nach  No.  VL  «inas 
Meitea  Hilfekreii^  welcher  den  ersten  HiHskreis,  die  Pa*» 
rallele  A'B  und  den  Pnokt  Jl^%ei&fart.  Der  gesuchte  Kreie 
ist  mit  diesem  zweiten  Hilfskreise  concentrisch  und  sein 
Halbmesber  um  den  Radius  des  kleinem  gegebenen  Krei- 
ses kürzer,  als  der  Halbmesser  des  zweiten  Hilfskreiseis. 
Beschreibt  man  den  ersten  HUfskreis  mit  der  Simuna  d^ 
Badien  statt  mit  der  Diffbrena,  so  erhält  man  einen  Kj^d^ 
welcher  den  einen  gegebenen  Kreis  von  Aussen  niid  dm"^ 
andern  von  Innen  berüLrt.  Legt  man  die  Parallele  A  B' 
auf  die  entgegengesetzte  Seite  von  AB  und  beschreibt  ein- 
mal mit  der  Differenz  und  dann  mit  der  Summe  der  geger 
bbien  Badien  den  ersten  üilfskreis ,  so  entstehen  wieder 
awei  neue  Kreise,  so  dass  es  also  im  Gänsen  vier  Aaflö- 
snngen  giebt. 

X.    Gegeben  drei  Kreise  um       N  und  0.  Der 
Fig.  105.  gesuchte  Kreis  habe  Ii  zum 

Mittelpunkte  und  berühre 
die  gegebenen  Kreise  in  Uf 
V  nnd  Beschreibt  man 
mit  dem  Halbmesser  BOf 
wo  0  der  Mittelpunkt  des 
kleinsten  Kreises  ist, 
einen  Hilfskreis ,  welcher 
MR  und  NR  in  Ü'  und  V  schneidet,  so  berührt  dieser 
Hitfskreis  diejenigen  swei  Kreise ,  welche  man  ans  M  und 
N  mit  den  Halbmessern  MW  und  NV  conitrauen  kau. 
Berücksichtigt  man,  dass  hierbei  MW^MÜ--  UU'^MU 
^OW  und  NV'^NV-  VV^  NF-—  OW  ist,  so  hat  man 
folgende  Construction :  Aus  M  und  N  beschreibe  man  zwei 
Hiifskreise  mit  den  Halbmesserdifferenzen  MU  —  OW  und 
j^y^  OW.  darauf  einen  dritten  Hilfskreia,  «akiM  die 
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beiden  ersten  Hilfiskreise  berührt  und  durch  den  Punkt  0  ^ 
g^t;  der  g«aachte  Kreis  ist  mit  dem  dritten  Hiifskreise 
ooAcentriBch  imd  Min  Radius  tun  OIF  ki^iMr  als  der  fiaib» 
laesMr  des  toteterai.  BerlAirt  d«r  dntfee  HOfakveis  dia 
iwei  erat«»  Hitfikrei««  im  Anrae»,  so  bertftrt  MUßii  di» 
gesuchte  Kreis  alle  drei  gegebenen  Kreise  von  Aussen; 
beriihrt  dagegen  der  dritte  Hilfskreis  die  zwei  ersten  Hiifs- 
lßl6iae"T0n  Innen  y  so  berührt  aacfa  der  gesaehle  Kreis  dis 
glSgcli^mi  *fii«ise  TOS  lanan;  nar  ist  in  diesem  Fafle  sein 
WllMlUBm^  msL  OW  gr4tas^  als  der  Radioe  des  dritten 
nilfskreises.  ^ 
Im  Ganzen  hat  die  Aufgabe  acht  Auflösungen,  weil 
der  gesuchte  Kreis  die  drei  gegebenen  Kreise  entweder 
^tamtlicdi  von  Aussen  oder  .säuunlüdk  von  Innen  ^  oder 
iwei  der  gegebenen  Kreise  Yon  Aussen  und  einen  Ton  In> 
nen,  oder  einen  von  Ansäen  nnd  me»  Ton  Innen  lierühren 
kann;  für  die  kier  nickt  besonders  er5rterten  fiälle  gilt 
eine  ganz  ähnliche  Betrachtung  und  Construction,  die  man 
yermöge  der  Bemerkung  leicht  finden  wird,  dass  die  ersten 
xwei  Hiifskreise  statt  mit  den  Halbmesserdifferensen  unter 
Umständen  ancb  niit  den  HalbmessersnmmenL  besduieben 
werden  können* 


Ca^  Vf  * 

Die  Sehnen-  und  Tangentenvieleeke. 


Das  lehnen-  und  Tangentendreieck. 

* 

Nachdem  wir  uns  mit  einzelnen  Sehnen  und  Tangen- 
ten eines  Kreises  bescli&ffcigt  haben,  untersuchen  wir  solche 
Seimen  und  Tangenten,  welche  in  ihrer  Aufeinanderfolge 
msL  Vieieek  biklen;  ist  dieses  Vieleck  der  'Art^  dass  alle 
seine  Seiten  Sehnen  eines  nnd  desselbfisi  Krdses  sind;  so 
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sagt  man,  das  Vieleck  sei  in  den  Kreis  beschrieben  oder 
nennt  es  kurz  ein  iSelmenvieleck ;  sind  dagegen  alle 
Seiten  des  Vielecks  Tangenten  eines  und  desselben  Krei- 
fl€»,  SO  sagt  man,  das  Vieleck  sei  um  den  Kre^ia^rlber 
schrieben  oder  nennt  es  ein  TangentenTieleelc^ 
dem  Kreise  endlich  kann  man  sagen^  dass  er  um  ^as^Seh* 
iRiivieleck  und  in  das  Tangentenvieleck  beschrieben  sei. 
Die  Üntersuehiing  Uber  derartige  Vielecke  tangeii  wir  mit 
dem  einfachsten  aller  Vielecke,  nämlich  dem  fireiecke,  an^ 
I.  Es  sei  AMC  ein  Sehnendreieck,  dessen  BeiMüll 
in  Zahlen  gegeben  vorausgesetzt  werden;  AB^a^M^^^ 
BC=  c.  Man  findet  dann  eine  Beziehung  zwiselM^  den 
Seiten  des  Dreiecks  und  dem  umschriebenen  Kreise  auf 

folgtiidem  W  ege.  Wenn  AH  öenkreelit 
auf  BC  und  ^fN  senkrecht  auf  AB  ist, 
SO  haben  wir  L  C=LAMN  {%^  Mi  mA 
L  AHC=  L  ANM=  B,  woraus  die  Aehnh 
lichkeit  der  Dreiecke  AGB  und  AMM 
folgt.    Dies  giebt  .-ur  -.* 

AB:AC==:AN:AM      •  r-^- 
d.  i.|  wenn  wir  den  Halbmesser  AM  mit  r  bezeichnen^ 

AB:b=^la:r 

oder 

  ab 

2  .  AH' 

Die  Linie  AH  ist  leicht  zu  berechnen,  wenn  man  be- 
rücksichtigt, dass  die  Fläcko  des  Dreiecks,  welche  ^  heissen 

möge,  =  ii>6  .  AH  =  \c  .  AH  yxxid  mithin   AH  — 

sein  moBS.  £s  wird  dann 

oder  wenn  man  für  ^  seinen  Werth  seist  (§•  17)p 

abc 


Sind  a,  b  und  c  gegeben,  so  lässt  sich  nach  Fonnel 
1)  jederzeit  der  Radius  r  finden,  d.  h.,  jedes  beliebige  Drei- 
eck kann  als  ein  Sehnendreieck  angesehen  werden.  Der 
so  «af  dem  Wege  der  Rechaang  gefimdette  Sats  ist 
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übrigens  von  dem  in  §.  24.  II.  a.  entwickelten  Theoreme 
nicht  wesentlich  yerschieden. 

II.  Es  seien  AB^a,  AC=h  und  B€=  e  die  Seiten 


OHMi  Tftügeiatendretecks  und  p 

der  Radius  des  eingeschriebenen 
Kreises.  Zi*»hpn  wir  nach  den 
Berührungspunkten  die  Halbmes« 
EN.  FJS  und  ausserdem 
"jm  £äceii  die  Geraden 

=  ^  die  Höhen  der  Dreiecke  ANC^ 
ANB  nriil  /*.VA  Nennen  wir  wie- 
der ^  die  Fläche  des  Dreiecks 
^M^'-W  iitt  offenbar  gleich  der 
Swttae  dar  Fllkjheii  yon  den  Drei« 
mill00ymB,^  ANC  und  BNC,  d.  k. 


Fig.  107. 


2^ 


man  ündet  daraus 

wo  man  wieder  für  ^  seinen  Werth,  ausgedrückt  durch  a, 
b  und  setzen  könnte.  Sind  ^  und  c  gegeben,  so  fin- 
det man  immer  hiemach  den  Werth  von      d.  h.,  jedes 

Dreieck  kann  als  ein  Tangentendreieck  angeßehen  werden. 
(Man  vergleiche  hiermit  die  Aufgabe  4.  IV.  im  Anhange 
ssum  vorigen  Capitel.) 

Betrachtet  man  dagegen  ABC  als  Tangentendr^eck  zu 
einem  Kreise,  welcher  AB  selbst  in  ui^d  die  Verlänge- 
rungen von  AC  und  BC  in  2>'  und  F'  berührt,  so  ist  die 
Fläche  des  Dreiecks  ABC  gleich  der  Summe  der  Flächen 
von  6'und  BN'C  weniger  der  Fläche  von  AN'B^  d.  h., 
für  D'N  =zE'N=F'N=^pi  hat  man 


worau«  folgt 
4) 


9x  — 


2A 


Für  den  BUhmes^w  ^  desjenigen  Kreises,  welcher  h 


i^ll^ftt,  dagegen  TOn  a  uBä  e  dl«  Terillngeningen  berlhrt^ 

ist  ähnlich 

und  für  den  Haibmessfer  des  Kreises,  welcher  « ^sellMit 
ttnd  voa  a  und  b  die  Veziäagerungen  berührt, 

AuB  den  Formeln  4),  5),  6)  erglebt  sich  eine  elegante 
Beziehung  swiecben  den  vier  Halbmessern 
nfimlieb 

7)  ±  =  i  +  i  +  l. 

Ebenso  leieht  findet  man  noch  die  solUHie  Relation 


8)        '  ^  yöö^q^, 

die  sich  ohne  Muhe  in  Worte  übersetzen  lässt. 

III,   Betrachten  wir  endlich  ein  beliebiges  Dreieck 

ABC,  in  so  fern  es  zugleich  Sehnen- 
nnd  Tangentendreieck  ist.  Der  Mit- 
telpunkt des  umschriebenen  Kreises 
sei  der  des  eingeschriebenen 
Ziehen  wir  AN  und  tW,  so  halbirt 
die  erste  dieser  Geraden  den  Win- 
kel die  zweite  den  Winkel  C\ 
yerl&ngem  wir  CN  bis  zum  Durch- 
schnitte G  mit  dem  umgeschriebe- 
nen Kreise,  so  muss  Are  AG=  ArcBQ 
sein,  weil  gleichen  Peripheriewin- 
keln \LACN  und  LBCN)  gleiche 
Bögen  entsprechen.  Ziehen  wir  fer-  ^ 
ner  AG^  so  ist  LBAG^LBCG  als  Peripheriewinkei  über 
demselben  Bogen,  In  dem  Dreiecke  ANC  ist  nun  der 
Anssenwinkei 

LANGEL  ACN+LCANf 

folglich  wegen  L  ACN = L  BCG  =  L  BAG  und  wegen  L  CAN 

L  ANG  =  L BAG    LBAN=^L  GAN. 

Das  Dreieck  AGN  ist  demna^  gleichschenklig  «nd 
zwar  GA  =  GN.   Ebenso  leicht  lässt  sich  zeigen ,  dass 
Gjy  aaiu  mubb,  mithin  GA,  GN,  GB  als  Kadien  eines 
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  ^pHffr  SclfllMi40  gelten,  wie  leielit 

WB^kehrt  und  liefern  ein  neues  Yer- 

ialiif  ii,  um  J<'n  J lalhnif^sser  des  eingeschriebenen  Kreises 
zu  liudeJUy  wei[i]i  der  uinscliridbene  Kreis  sciiou  eoiibtruirt 
ist.  Man  halbirt  nämlich  den  Bogen  in  rßj  %ieki^  CG 
beschreib  mit  der  Sehne  GA  als  Halbmesser  aiia  G 
ist  der  Durehschntttspnnkt  desselbfimini^ 
1^4^  epi^es(4jriel»eneB  Kreises  und  das 
irpendikel  von  N  auf  irgend  eine  Dreiecksseite  der  Halb- 
messer. Denn  wegen  Jrc  GA  Are  ui:  hat  lüaii  L  AGG 
^LBCG^LBAG,  und  w  ^on  Gy=:GA,  LGI^A^.LGAiW 
d.  i.  LACN^LCjUi^LMAG^LBAI^f  mithin  LCAN=. 

ÜMl^r   "'""f""'*  '      ^:  ' 

i:^y»g|lrtl>igirtü  aan       bis  mm  sweHen  Dor^hsdinüttk- 

punkte  iV'j  isi^  Ist  dieser  der  Mittelpunkt  desjenigen  Krei- 
ses,  weit  Ii  er  AB  selbst  und  von  AC^  DC  die  Vcriängerun-  ' 

beriiliit.  Wegen  6^^6r'iV  \>i  nUmiich  LGN' A-^LGAN'-^ 
ferner  hat  niaii  L  D' AN'  ~  L  ß'CN'  -f  L  AN'C  =  L  BAG 
-{-LGAN'  =^l^M,4N\  so  das s  also  iV'  der  Durchschnitt  der 

(^i^.<fi\r''  und^il^'.  ist>  wife  .es  i^ein  mass. 
plf^f  e|id}i4^  i^oclt  eine  Formel  für  die  Entfern 
nung  der  Mittelpunkte  M  und  N  oder  M  und  N'  zu  ge- 
wiiiiieu,  Wobei  j\lG  =  ry  NE~o,  V*E'==q\  MN~^\  nnd 
M ^'  —  itlilpiTl  jpiygjf    W nr rt m  Ai/  und  N'W Ij  AB  gezogen, 

  ^  FiflT.lO». 

^iMafi^^^P  (i*  —  {»//  ^  '  -f-  LtN  —  GM>^ 

PWfc^  bis  und 

ziehen  yii^',  so  ist  weiter 
>.».ü«i^j|Ä|r*  —  2;-  (67/  ~  ^'P) 

SckUvllok.  ««amliit.  I. 


9 
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Ferner  htA  mm  in  dem  recklirMdiiyett  Dvrieeke  MB'S' 

dl                                                                                    •                                        «  > 
.  1«   


Weiter  ist  nan 

mitbin  t    .  » 

e^:=r^  +  ^r,Gff'-{-2r.GP 
=2r^:\-2r{GH'  ^GP) 

oder,  weil  GH'  +  GP^  STP^  N'E'  =  ^'  ist, 

10)  6''*^r*+2r^, 

wobei  man  fUr  q  der  Keihe  nach  die  Halbmesser  fi,  ^ 
und.^t  zu  setzen  bat. 


§.28.  ^ 

.  Das  Sehnenviereck. 

o.   Ziehe»  wir  in  dem  Sehnenviereck  AB€D  die  Dia- 
gonale JiDf  so  sind  die  Viereckswinkel  A  und  C  Peripherie- 
Fig.  HO.  winke!  auf  entgegengesetzten  Seiten 

der  Sehne  BD-^  nach  §.  23  folgt  hieraus, 
dass  LA'^ LC=iR  ist.  Andererseits 
ist  LA+LB-k-LC+LD^AR  und 
mithin  durch  Subtraction  des  Vorigen 
LB-{-  L  D  —  2B;  d.h.:  T )  i  e  Summe 
je  zweier  Gegenwinkel  eines 
Sehnenvierecks  beträgt  zwei  Rechte.  Man  könnte 
diesen,  Satz  anch  so  fassen:  Jeder  Innenwinkel  eines 
Sefcnenvierecks  ist  gleich  dem  Auasenwinkel  an 
der  Gegen  ecke. 

Eis  ist  leicht  zu  sehen,  dass  sich  dieser  Satz  auch 
umkehren  lässt,  denn  wenn  in  einem  Vierecke  {AB CD') 
LA  +  LC=2B  ist  und  man  beschreibt  durch  A,  B  und  D 
einen  Kreis,  so  geht  derselbe  entweder  durch  C  oder  nicht, 
in  welchem  letzteren  Falle  ^r  die  Gerade  CD  in  einem 
anderen  Funkte  C  oder  C  sofa&mden  müsste.  Dann  wäre 
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ABC'D  oder  ABC'D  ein  Sehnenviereck  und  LA'\-LO'' 
=  2ä  oder  L  A-^  LC"  =2I{,  Dies  verträgt  sich  aber  mit 
der  Voraussetzung  L  A  '\-  L  C  =  2It  so  lange  nicht,  als  C 
oder  C"  jfin,C  yersehieden  ist  (weil  weder  LC!=LC  nooh 
LCssLC  sein  kann),  mnd  mitUn  moM  der  dimh  A,  B 
«ad  4>  gezogene  Kreis  aiieh  d«rcli  C  gehen.  —  Diese  Uai- 
kehrung  des  Satzes  liefert  ein  Kennzeichen,  wonach  man 
sicher  beurtheiien  kann,  um  welche  Vierecke  sich  ein  Kreis 
beschreiben  lässt  (z.  B.  Rechteck;  Quadrat)  und  um  Reiche 
nieht  (a.^.  Rbotnbue). 

'ti>  i  tk^kMk  wir  in  dem  Sehneavierecke  ABCD  ^eide 
Diagonden  >i4^  und  so  i9t  L  CAD  ^  Ii  CSD  (^s  Pe- 
ripheriewinkel),  und  wenn  man  jetzt 
LADE^LDBC  macht,  so  entstehen  *^ 
zwei  ähnliche  Dreiecke  AED  und  BCD, 
ferner  ist  LABD  a  LSCD^  «od  da  dmh 
^  eben  erwähnte  Constmeftiosi  offlm'> 
Imi^  L  ADB=  L  EDC  geworden  ist,  atidi 
A  ABB  A  ECB.  Dies  giebt  nach- 
stehende Folgerungen:  Wegen  ^^i^AED 
c^^BCD  ist 

ABiAB^BCiBD, 

oder 

ÄE^.BD^BC.AD. 
Feamer  ist  wegen  A  ECB     A  ABB 

ECxCD  —  ABxBD,  \ 

.odb&r 

EC.BD^AB.CB. 
Durch  Addition  der  beiden  GHeicbungen  ergiebt  sich 
(AE+ EC)  BD  =  AB  .  CB    BC .  AB, 

oder 

AC,BB  =  AB.  CB  +  BC.AB. 

B^eiehnen  wir  die  Sdten  AB,  BC,  CB^  DA  der  Reihe 
nach  mk  a,  b,  c,  d  und  die  Diagonalen  A^,  BD  mit  /*,  ^  so 
nimmt  die  yorige  Gleichung  die  elegantere  Form  an: 

1)  fg~ac-\'M^ 
d.  h.:  In  jedem  Sehnenvierecke  ist  das  Product 
aus  den  Längenzahlen  der  Diagonalen  gleich  der 
Summe  der  Producte  ans  den  Längenaahlen  der 

9* 
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Gegenseiten.    Dies  ist         ^ogenfttnite  FtolemSliche 

Lehrsatz^  von  welchem  der  P)  tli;i<:;oiiiiriohe  einen  besonde- 
ren Fall  ausmacht;  für  ein  Rechteck  wird  niUnlich  €==a, 

Venudil  man*  es,  das  Verfahren,  mitteilt  dessen  wir 
war  Gleichung  1)  gekommen  sind,  auf  em  dem  Kreise 

nipht  eingeschriebenes,  mit  ooncaren  Winkeln  verseh^es 

Viereck  ABCD  anzuwenden,  wo  nun 
aber  LDAC  nicht  =LDBC  ist,  so  kann 
man  doch  LDA£=  LDBC  und  LADE 
s  LBJ)€  machen  und  dann  bleiben  die 
oben  anfgestellten  Proportionen  btmh- 
stftblich  dieselben«  Man  findet  auch  wie- 

■ 

der 

{AE 4- EC)  BD  =  AB  .  CD -^-BC,  AD, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier  die  Punkte  Ay  E  und 
C  nieht  in  einer  Geraden  liegen«  Behält  man  dieselben 
Buchstaben  wie  oben  bei,  so  ist  AB-^SC  nicht  gleich 

sondern  grösser  als  f,  und  wenn  wir  dfther  statt  A£-\-EC 
das  kleinere  /  setzen,  so  ist  jetzt 

Hieraus  folgt,  dass  der  Ptolemftische  Satz  ebon  nur  für  das 
Sehnenviereck  gilt  und  dass  umgekehrt  ein  Viereck,  worin 
fffs=zac  +  bd  ist,  nothwendig  ein  Sehnenviereck  sein  muss. 


Fig.  118. 


C.  Vertcauscht  man  auf  alle  mög- 
liche Weise  die  Seiten  eines  Sehnen- 
vierecks  unter  einander,  indem  man 
einmal  AD'=^CD  und  AD  =  eD%  das. 
andere  Mal  BC'^BC  mod  BC^BC 
macht,  so  entstehen  noch  .swei  neue 
Sehnenvierecke  ABCD'  und  ABC'D% 


*)  Dttss  man  in  d^  Tbat  durch  fernere  SeiteaTertsnschnngen 

keine  neuen  Viereeke  weiter  erhalten  v^örde,  «lebt  man  so.  I>ie  mög- 

liehen  VertaiiMhnngeii  wSren  ToUständig: 

e  d  h 

ä      b       b      €  de 
a             u  a 

c  d  b 

b      d      e      b  cd 
a  a  n 
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Yon  denen  jedee  mit  dem  urspHinglidien  Viwecke  eme 
Diagonale  gemein  hat:  jenea  ^cr,  .di^sea  MJ^\  aiebi  man 
die  zwei  übrigen  Diagonalen  AC  und  BD\  so  sind  diese 

einander  gleich,  weil  BC'^CD'  =  AD'  genommen  wuräe. 

Wendet  man  auf  jedes  der  neuen  Vierecke  den  Ptolemäi- 

schen  Satz  an,  so  ergeben  sich  die  Beziehungen 
ÄC.BD'^AB.  CD'  +  BC.AD 
AC'.BB^AB.CB  +  BC'.ABt 

d.  u,  wenn^die  gleichen  Linien  berttcksicbtigt  werden  and 

JC'  =  BI/  =  h  gesetzt  wird, 

2)  fh'==ad-\'bCf 

3)  hg^ab  +  cd\ 
dorch  Division  beider  Gleichungen  folgt 

A\  L  —  ^^'^^ 

^)  ff  ab'^ed* 

womit  eine  Formel  fhr  den.Qnotienton  der  Diagonalen  / 

und  g  gewonnen  ist,  während  der  Ptolemftiache  Sats  dne 

Formel  für  das  Product  derselben  darstellt. 

Mttltiplicirt  man  die  Gleichungen  1)  und  4),  so  wird 

nnd  durch  Ausziehung  der  Quadratwurzel 

^)  f^-^r  — — 

Durch  Division  mit  No.  4)  in  No.  1)  erhält  man  ähn- 
lich eine  Gleichung  für     und  daraus 


Die  unter  eUwoder  stehenden  Sehemata  würden  eher  zn  congrnenteii 
Vierecken  ffihren;  wendet  man  s.  B.  das  nach  dem  Schema 

d 

b  e 

a 

gebildete  Viereck  um,  so  wird  die  linke  Seite  zur  rechten  und  die  rechte 
stir  Unken;  dadurch  wird  das  fragliche  Viereck  mit  dem  Vierecke 

d 

c  b 
a 

einerlei,  so  dass  also  uur  drei  wirklich  verschiedene  Vierecke  übrig 
bleiben. 
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Substkoirt  man  endlich  den  Werth  von  /  in  No.  %) 
oder  din  Yon  p  m       3),  so  findet  mftn  Boeh 

^)  ,  ^  S+w  ' 

womit  nun  alle  drei  mOgliehen  Diagonalen  bestimint  sind. 

d.  Um  die  Fläche  des  Sehnenviereckö  aus  seinen  vier 
Seiten  zu  berechnen,  verlängern  wir  die  Gegenseiten  AB 

und  CD  bi«  zu  ihrem  Durchschnitts- 
^»  F^nltt9  ^  und  beteachten  die  Ifchn- 
lieben  Dreiecke  ÄDE  and  CBEf  wo- 
bei BE=x  nnd  CE=y  sein  möge. 
Es  i9t  dann 

d.  h. 

-  '    dix—a  =  biy 

nnd  folglieb,  wenn  mtun  das  Prodnci  der  inneren  und 
ftasieren  Glieder  entwickelt, 

bx  —  aö  =  ä^ 

oder 

8)  bx  —  dy  =  ab. 

Ebenso  bat  man  die  Proportion 

AI>:J>E=zCBtB£, 


d:y'^e=b:x 
-r-bc^dx 


d.  i.  < 

und  hieraus 

oder 

9)  by  —  dx  =  bc^  - 

Durch  Addition  der  Gleichungen  8)  und  9}  ergiebt 
sich  unter  der  Rücksicht^  dass  bx  +  by  dx  —  dff^ 
{b'-ä){x  +  y)  ist> 


10)  x  +  y^b 


und  auf  ganz  ähnliche  Weise  durch  Öubtraction 


11)  x  —  y^b 


a  —  c 


Hieraus  könnte  man  x  und  y  selbst  sehr  leicht  £nden, 
doch  ist  dies  für  unseren  nitchsten  Zweck  nicht  notbwen- 
dig«  Berechnen  wir  die  Flttcbe  des  Dreiecks  BCE  aus  sd- 
nen  drei  Seiten  BE=x,  CE=y,  BC^b,  so  haben  irir 
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vnd  hier  ist  yermöge  der  Werthe  yon  n?+y  ™d  x — y  ^ 
.  as  +  y  +  6  =  *       + 1  =  j-:^    +  c  +  *  -  «0 , 

Substituiren  wir  diese  Ausdrücke  und  ordnen  die  ein- 
Bdnen  Factoren,  so  wird,  nachdem  die  Wurzel,  wo  es  geht, 

anageBOgen  ist, 

ft«     ^  '.  

oder,  wenn  die  Wunelgrösse  snr  AbkOrzong  mit  IT  be- 
zeichnet  wird, 

Da  ßich  die  Flächen  ähnlicher  Dreiecke  wie  die  Qua- 
drate iUmlich  liegender  Seiten  verhalten,  so  ist  weiter 

odfi»  , 

und  wenn  man  für  die  Fl&che  von  BCE  den  in  No.  12) 
geiuudenen  Werth  setzt, 

Die  Fläche  des  Vierecks  ABCiy,  welche  V  heisMn 
möge,  ist  nun  offenbar  =ABCE—ADAE,  folglich 

oder  yenndge  der  Bedeutung  von  W 

Bezeichnen  wir  ähnlich  wie  beim  Drclock  die  Summe 
der  Seiten  (a+&+c-H<0  mit  5,  so  gewinnt  die  vorstehende 
Formel  die  elegante  Gestalt 

U)     r=  /(IS^  --a){\S-b)  (i  6^  -  ^)  ikS—d), 
welche  mit  der  für  das  Dreieck  geltenden  Formel  viel 
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Aebuiichjkait  besiUt,  Für  4s=zO  eri^it  man  ^ie  letslüBre 
wieder.  .  . 

e.  Den  Halbmesser  r  des  um  unser  Sehnenyiereck 
bescbriebenen  Kreises  findet  man  leicht  yermltielsi  der  Be- 
merkung, dass  derselbe  sowohl  dem^  Dreiecke  ÄBCy  welehes 
die  Seiten  b  und  f  besitzt,  als  dem  Dreiecke  CDA, 
welches  aus  den  Seiten  c,  d  und  /'  besteht,  unischrieben 
sein  mifo.  Es  gelten^  daher  nach  §.  27  Formel  1)  die 
öleichimgen  _ 

aus  deren  Addition  die  Formel 

4  Fr  =  (a«>  +  cd)  /'^/(ab-^-  cdf  P 
hervorgeht;  vermöge  des  Werthes  von  /*  verwandek  sieh 
dieselbe:  in 

15)        4  F.  r  =  y{ab  -f-  cd)  {ac  -f  bd)  {ad  +  bc).       ■  - 
Dividirt  man  beiderseits  mit  4  V=  JV,  wobei  die- 
selbe Bedeutung  hat  wie  vorhin,  so  erhält  man  r  selbst,  - 
nämlich  ^   ' 

^  r  (— «+^«4^  (a-*>H«4^>  ia-k^h—eJ^d)  (a4-H-«— ^ ' 

'  Bemerkenswerth  ist  die  Gleichung  15)  noch  insofern, 

als  Das,  was  unter  dem  Wurzelzeichen  steht,  gerade  das 
Product  f*ff*h*  ausmacht,  wie  man  vermöge  der  Werthe 
von  Pf  ff*  und  h*  leicht  erkennen  wird;  man  hat  daher 

4Vr  =  fgh  oder  V—^f;, 

d.  h.  die  Fl&che  des  Sehnenvierecks  ist  der  Qufotient  aas 
dem  Producte  setner  drei  Diagonalen  und  aus,  dem  doppel- 
ten Durchmesser  des  umschriebenen  Kreises. 

f.  Sind  von  einem  Sehucnvierecke  die  vier  Seiten 
nebst  der  Forderung  gegeben,  daraus  das  Vieleck  selbst 
jiu  construireu;  so  kann  man  sich  der  Formeln  10)  und  11) 
2ur  Lösung  dieses  Problems  bedienen.  Bestimmt  man 
nfimlich  zwei  Linien  a  und  /3  mittelst  der  Proportionen 

so  ist  . 
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a — t 


mthia 

md  jetzt  kann  man  das  Dreieck  BCE  aus  seinra  drei 

Seiten  construiren;  schneidet  man  nachher  auf  B£  die 
Strecke  BA  =  a,  auf  CF  die  Strecke  CJ)  =  c  ab  uad  siebt 
AD,  «o  ist  diuuit  dß§  geaacbte  Viereck  yoU^Dd^t 


«.  29. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Sehnen-  und 
•  .     '  Tanj;entenvieleoke« 

I.   yerbind^  man  «Samitliche  Eekeii  efnes  Sehnen- 

violeckes  durch  Gerade  mit  dem  Mittelpunkte  des  umschrie- 
benen Kreises,  so  zerfällt  das  Sehnenvieleck  in  soviel 
gleichschenklige  Dreiecke,  als  die  Eckenanzi^  des  Viel- 
ecks beträgt;  ab  Beispiel  hiersu  diene  das  Sehnensechseck 
ABCDEP^  Zugleich  wird  jeder  Win-  '  ^>  IM. 
kel  des  Vielecks  in  zwei  andere  «er- 
legt, wie  z.  B.  LA  in  LOAF=^a  und  /TV^^i^^^HJ^'-iC** 
LOAB  ^tty  und  von  den  sämmtlichen 
so  entstehenden  Winkeln  sind  immer 
je  swei,  als  Winkel  an  der  Basis  eines 
gleichschenkligen  Dreiecks  einander 
gleich,  nämlich  a~hj  ß~Cf  y  =  rf  u.  s.  w.  Schreibt  man 
diese  Gleichungen  in  folgender  Form: 

und  addirt  hierauf  unter  der  Bemerkung,  dass^ 

ißt,  so  erhält  man  ohne  Weiteres  die  Gleichung 

A+C+E^B  +  B-i-F. 
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Es  erhellt  sehr  leicht,  dass  ganz  dieselbe  Betrachtungs- 
weise auf  jedes  Sehnenvieleck  anwendbar  ist,  welches  eine 
gerade  Anzahl  von  Seiten  beBitst,  und  dais  man  foiglieh 
den  Sate  aufstellen  kann:  In  jedem  Sehne nrie lecke 
von  gerader  Seitenzahl  ist  die  Snmme  des  ersten^ 
dritten,  fünften  u.  ts,  w.  Winkels  gleich  der 
Summe  des  zweiten,  vierten,  sechsten  a*  s.  w. 
Winkels. 

Fflr  das  Viereck  gilt,  wie  wir  gesehen  hab^n,  diezer 
Satz  auch  umgekehrt,  für  ein  beliebiges  Vieleck  yon  ge- 
rader Seitenzahl  dagegen  nicht.   Denn  setzt  man  auf  eine 

Seite  des  Vielecks,  etwa  BC\  ein  Trapez  BCC'B'  so  auf, 
dass  die  nicht  parallelen  Seiten  desselben  in  die  Verlänge- 
rungen der  Seiten  AB  und  DC  fallen,  so  hat  neue  Viel- 
eck AB'Q'DEF  ebenso  viel  Sai^n  als  das  ursp^rtlngiiche^  und 

da  B=ff  und  C^ff^  so  istanch  ^+C>^=^+/'+/> 

trotz  dieser  Eigenschaft  lässt  sich  aber  um  das  neue  Vieleck 
*  kein  Kreis  beschreiben,  weil  es  sonst  zwei  verschiedene 
^eise  gebeai  wüsste,  welche  durch  dieselben  drei  funkte^i 
etwa  Bf  M  und  hindurchgingen. 

II,  Zieht  mau  in  einem.  TangenteuvieJjeoke  Badien 
nach  den  Berührungspunkten  der  Seiten  und  verbindet  die 
Berührungspunkte  unter  einander,  so  entsteht  ein  Sehnen- 
vieleck, das  durch  jene  ßadien  in  gleichschenklige  Dreiecke 
vzerlegt  ist.   Eft  entsteht  auf  diese  Weise  aus  dem  Tangen- 
tensechseck ABCDEF  das  Sehnen* 
Sechseck  PQ^TÜ\  hier  ist  s.  B. 
POQ  ein  gleichschenkliges  Drdeck, 
also  LOPQ  =  LOQP,  und  mithin, 
wenn  man  beide  Winkel  von  einem 
rechten  Winkel  abzieht,  LBPQ^ 
LBQP\  daraus  folgt,  dass  auch  das 
Dreiedc  BPQ  gleichschenklig,  näm- 
lich BP=BQ  ist.    Dieselbe  Be-^ 
trachtung  wiederholt  sich  an  jeder  Ecke  und  wir  sehen 
daher,  dass  je  zwei  in  einer  Ecke  zusammen  st  essende 
Abschnitte  zweier  Nachbarseit^n   einander  gleich  sind, 
nftmlich  Aa=APf  BP^Bß,  QQ^^CÜ  u,  s.  f.  flennen 
wir  diese  Abschnitt«  AP^  ßP,  BQ,  CQ^  CB^  BB  u.  s.  w« 
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der  Reihe  nack  a,         ßj  c,  y  a.  s.  w»,  so  haben  wir  ^6 

1?  =  /?, 

y  =  d, 

Addiren  wir  ^ietelben  unter  der  Rüeksiobt^  dm 

aJ^a=zABj    c^y=iCD,    e  +  e  =^  £F, 
b^ß^BCj    d'i-d  =  I>E,  f+ip=iFA 
iaty  80  gelangen  wir  zu  der  Gleichung 

£8  erhellt  leieht,  dase  dieeelbe  Betraditungs weise  anf 
jedes TangentenTieleck  anwendbar  ist,  welehes  eine  gerade 

Anzahl  von  iSeiten  besitzt,  und  dass  niari  folglich  den  Satz 
aufstellen  kann:  In  jedem  Tangentenvielecke  tob 
gerader  Seitenaahl  ist  die  Samme  der  erateia^ 
dritten^  fünften  n.  s.  w.  Seite  gleieh  der  Summe 
der  »weiten,  vierteBi  seehsten  u.  s,  w.  Seite. 

Für  das  Viereck  gilt  dieser  Sata  andi  umgekehrt,  wie 
man  durch  eine  einfache  Betrachtung  leicht  finden  wird, 
für  ein  beliebiges  Tangentenvieleck  von  gerader  ^itenaabl 
dagegen  aidit.  Denn  verlängert  naan  awei  in  einer  £okie 
ansammenstossende  Seiten  des  Vieieeks,  etwa  AB  und  OB, 
mm  glelehvieli  nimHch  BBt=sBMy  über  B  hinaus^  und  be- 
schreibt aus  A  und  C  mit  den  Halbmessern  AH  und  CK 
ein  Paar  Bögen,  die  sich  in  B'  schneiden,  so  hat  das  neue 
.  Vieleck  AB  VDEF  noch  immer  die  Eigenschaft  AB'^  CB+JRF 
^  BC^DE'-^FAy  ohne  jedoch  ein  Tangentenvieleok  ati  . 
aein^  da  es  nur  einen  einaigen  Kreia  giebt,  welcher  dra 
S^ten  des  Vielecks^  wie  &  B.  CD^  BS  und  JBF,  berührt 

g.  30. 

Die  Construction  der  regelmässigen  Vielecke 

in  und  um  den  Kreis« 

Unter  den  unregelm&ssigen  Vielecken  ist  das  Dreieck 
das  einzige^  in  und  um  welches  sich  jederzeit  ein  Kreis 
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beschreiben  UiBst,  ein  Vieleck  dagegen  kann  nur  unter  be- 
sondern Umständen  so  beschaffen  sein^  dasB  entweder  ein 
Kreis  in  oder  tun  dasselbe  mögtieh  ist.  Es  giebt  aber  eine 
ganze  Klasse  von  Vielecken  ^  welche  sugleich  als  Sehnen* 
nnd  als  Tangentenvielecke  angesehen  werden  können^  näm- 
lich die  regelmässigen  Vielecke. 

Ist  AB  CD,,  ein  Theil  von  dem  Umfange  eines  regel- 
mässigen Vielecks ;  so  läsat  sich.aanächst  ein  Kreis  be* 
schreiben,  welcher  durch  drei  auf  einander  folgeniäe  Ecken 

Aj  Bf  €  geht  nnd  dessen  Mittel- 
punkt 0  sein  möge;  wenn  femer 
die  Halbmesser  40,  BO,  CO  ge- 
sogen werden ,  so  sind  die  Drei- 
^ecke  AGB  nnd  BOG  congmen^ 
woraus  LOAB^LOBA^sLOBC 
a=  L  OCB  =  i  Z.  ABC  folgt.  Andererseits  ist  wegen  der  vor- 
ausgesetzten Regelmässigkeit  des  Vielecks  L  ABC  ~  L  BCD, 
mithin  LOCB  =  iLBCB,  folglich  auch  L  OCDi=  BGB. 
Aus  LOCB^LOCDy  aus  OC^OC  nnd  BC=CD  zusammen 
ergiebt  sich  aber  die  Oongmens  der  Dreiecke  MOV  und  €0B 
und  darans  OC;  der  durch  drei  Ecken  A^      C  be- 

schriebene Kreis  geht  also  auch  durch  die  vierte  Ecke  B, 
folglich  ,  weil  er  durch  B,  C,  D  geht,  auch  durch  E  u.  s.  w, 
dk  h.  er  geht  durch  aämmtliche  Ecken  des  Vielecks. 

Das  eben  Bewiesene  giebt  an  erkennen^  dass  die  Sei- 
ten imseres  Vielecks  als  Sehnen  |  nnd  awar^  w^  sie  gleich 
sind,  als  gleiche'  Sehnen  eines  Kreises  angesehen  werden 
dürfen.  Aub  diesem  Grunde  haben  sie  von  dem  Mittel- 
punkte 0  gleiche  Entfernung  und  die  Senkrechten  OA' ,  0B\ 
0€'  u.  6.  w.  sind  mithin  einander  gleich.  Man  kann^ber 
ans  0  einen  JCreis  beschreiben  ^  welcher  dnreh  die  Punkte 
A\  B%  C  n.  a.  w»  gdht  und  die  YieleoksseiMi  in  diesen 
Punkten  berührt.  Fassen  wir  das  Bishmge  ausammen, 
so  haben  wir  den  Satz:  Jedes  regelmässige  Vieleck 
ist  zugleich  Sehnen-  und  Tangentenvieleck. 

Die  Winkel  AOB,  BOCj  COD  u.  s.  w.  nnd  ebenso  die 
Winkel  A'OB%  B  OG'  u.  s.  w.  sind,  wie  man  ohne  Mähe 
erkennen  wird,  einander  gleich  und  man  kann  daher  einen 
solchen  Winkel  den  Ccntriwinkel  des  regelmässigen  Viel- 
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Igtk«  mmatatk.  BtA  AmmUm  n  Satten,  w  ist  jener  Wink«! 

sä?    i?  oder  =  —  uiid  hiernach  iässt  sich  der  Centriwinkel 

im^^^^imtis  dnrch  Bechnnng  bestimmen.   Kennt  man  aber 

den  Centriwinkel  eines  regulären  Vielecks,  so  ist  es  sehr 
leicht,  ein  solches  in  oder  um  einen  gegebenen  Kreis  zu 
beschreiben.  Man  trägt  niimlich  den  Centriwinkel  soviel 
JfAslf  als  das  Vieleck  Seiten  hat,  an  den  Mittelpunkt  des 
^bg^ben^ii  Ki^es  an  und  verbindet  darauf  die  Punkte  4, 
BjC*  \  ftS0L  weichen  die- Schenkel  den  Umfang,  schneiden, 
durch  gerade  Linien ,  wenn  man  ein  Sehnenvieleck  haben 
will,  dagegen  legt  man  an  diesen  Punkten  Tangenten  an 
den  Kreis,  wenn  ein  umschriebenes  Vieleck  entstehen  soll.  — 
Es  giebt  übrigens  einige  FäUey  in  weichen  der  Contriwin- 
\^  t^^  TO^ii^i  nur  berechnen,  sondern  auch  geometrisch 
n  jÄsst,  und  diese  Fälle  wollen  wir  noch  beson- 
sl&ten. 

^V^'^as  regelmässige  Sehnen-  und  Tangenten- 
dreieck.   Für  n=r3  finden  wir  — =  120«  als  Centri-  - 


n 


Winkel  des  regelmässigen  Dreiecks;  da  dieser  Winkel  das 
Bereite  von  60^1  d.  h.  von  einem  \^kel  im  gleichseiti- 
^il^^maecke  ausmacht,  so  erhält  man  den  gesuchten 

Centriwinkel,  wenn  man  ein  gleichseitiges  Dreieck  con- 
struirt,  dessen  eine  Spitze  in  den  Mittelpunkt  des  gegebe- 
nen Kreises  fällt,  und  darauf  den  am  Centrum  liegenden 
Dreieckswinkel  verdoppelt.  Am  bequemsten  ist  es,  gleich 
den  Kreishalbmesser  selbst  zur  Seite  jenes  gleichseitigen 
Dreiecks,  also  AB  =  AO  su  nehmen, 
wodurch  L  AGB  =  W  wird.  Nimmt 
man  darauf  weiter  BC  =  AC,  so  ist 
L  AOC  =2  L  AGB  =  120%  mithin  AOC 
der  gesuchte  Centriwinkel  und  AC  eine 
Seite  des  fraglichen  Dreiecks,  welcher 
nun  leicht  vollendet  werden  kann,  in- 
dem man  CE  ^  AC  macht,  wodurch 
von  selbst  AE^AC  wird. 

"MiJiftnint  man  AO=zAB=BC^CD  =  DE=EFt  seist 
lader  der  Winkel  AOB^  BOC,  COJ>,  BOE,  EOF  gleich  60% 
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da^  rcgrimteiige  Seohseok  im  KreUe. 

Denkt  man  sich  die  Winkel  AOBy  BOG  Q.  «.  w.  darch 

Halbmesser  halbirt  und  die  Endpunkte  dieser  Halbmesser 
durch  Sehnen  verbunden,  so  entsteht  ein  regelmässiges 
Vieleck,  dessen  Centriwinkel  =  30°  ist;  man  erhält  so  das 
regelmässige  Zwölfeck.  Zugleich  erhellt,  dasB  man  durch 
weitere  Halhirung  der  Centriwinkel  fernere  regelmässige 
Tielecke  conBtrniren  kann,  welche  der  Reihe  ni^ch  24,  48, 
"96  u.  s.  w.  Ecken  besitzen. 

Das  regelmässige  Viereck  im  Kreise*  Der 
Fall,  wo  n=:4,  ist  einer  der  einfachsten,  die  es  geben 

kann,  denn  es  wird  in  diesem  Falle  der  Centriwinkel  = 

=  90^  und  also  braucht  man,  um  ihn  darsustellen ,  nur 

einen  Durchmesser  AC  zu  ziehen  und 
in  dem  Mittelpunkte  desselben  eine 
Senkrechte  BOD  2U  errichten }  ABCD 
ist  dann  das  gesuchte  regelmässige 
Sehnenyiereck. 

Auch  hier  kann  man,  wie  vor- 
hin, durch  fortgesetzte  Halbirung  des 
Centriwinkels  zu  neuen  regelmässigen 
Vielecken  gelangen,  welche  der  Reihe 
nach  8, 16,  32,  64 . . .  Ecken  besitzen.  So  ist  z.  B.ABCDEFGH 
das  regelmässige  Achteck  im  Kreise.. 

D^s  regelmässige  Seiinenfünfeck.   Für  n  =  5 

erhält  der  Centriwinkel  den  Werth  ^-f-  s=  72^  und  dieser 

Winkel  besitzt  eine  Eigenthümlich- 
keit,  welche  seine  Construction  sehr 
leicht  macht.  Denken  wir  uns  näm- 
lich ein  gleichschenkliges  Dreieck 
AOD  construirt,  worin  der  Winkel 
AOD  gleich  dem  Centriwinkel  12^  ist, 
so  beträgt  der  Winkel  an  der  Spitze 
dieses  Dreiecks  180"  —  2  .  72°  ^  36% 
d.  h.  f;erade  die  Hälfte  des  Winkels 
j'iK}  j  >i«^r^  v  .  ^    au  der  Basis.  Liesse  sich  mm  ms 


»-1 


Fig.  120. 
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diesem  Verhältnisse  der  Winkel  unseres  Dreiecks  das  Ver- 
bältniss  seiner  Seiten  ableiten,  so  würde  man  AD~OD 
finden  können ,  sobald  der  Halbmesser  AO  =  r  gegeben  ist, 
und  die  Construction  des  Dreiecks  AOD  führte  dann  un- 
mittelbar zu  der  des  regulären  Fünfecks. 

Ziehen  wir  den  Halbmesser  OC  nach  dem  Punkte 
in  welchem  AD  den  Kreis  schneidet,  so  ist  AOC  ein  gleich- 
schenkliges Dreieck,  und  weil  L  OAC  der  vorigen  Construc- 
tion zufolge  —  L  AOD  war,  auch  L  AOC  =  L  ADO  =  36« 
=  i  Z.  AOD\  weiter  folgt  hieraus  L  COD  =  J  Z.  AOD  ^  L  CDO 
und  also  CD  =  CO  =  AO  =  r.  Nennen  wir  x  dje  Linie  AD, 
so  haben  wir  wehren  ^  ADO     ^  AOC 

AD  :AO=r.AO:AC,  ' 
d.  h.,  weil  AC=AD  —  CD  =  AD  —  AO  =  x^r  ist,     :  ' 

x:r  =  r:x  —  r, 
lind  daraus  folgt  für  x  die  quadratische  Gleichung  ^ 

X*  —  rx  =  r*.  !         .  \  • 

Durch  Auflösung  derselben  findet  sich 

x  =  lr  +  j/?T{iry,  ^        -  ^ 

und  dieser  Ausdruck  ist  sehr  leicht  zu  construiren,  indem 

man  die  Gerade  0E=:  \A0  =  \r  senkrecht  auf  AO  stellt, 
die  Hypotenuse  AE  zieht  und  sie  so  weit  verlängert,  dass 
EF  =  EO  =  \r  wird ;  AF  ist  dann  die  gesuchte  Linie  x  =  AD 
=  OD.  Construirt  man  jetzt  das  gleichschenklige  Dreieck 
AODj  so  ist  LAOD  der  gesuchte  Centriwinkel  und  AB 
würde  demnach  die  Seite  des  regelmässigen  Fünfecks  jsein. 

Da  LA0C  —  \L  AOB  ist,  so  folgt  hieraus  noch,  dass 
L  AOC  der  Centriwinkel  des  regelmässigen  Zehnecks,  mit- 
hin AC  die  Seite  desselben  sein  muss.  Man  erhält  also 
durch  die  vorige  Construction  die  Seiten  des  Fünfecks  und 
Zehnecks  gleichzeitig. 

Halbirt  man  den  Centriwinkel  des  Zehnecks,  so  erhält 
man  den  Centriwinkel  des  Zwanzigecks;  nochmalige  Hal- 
birung  giebt  den  Centriwinkel  des  Vierzigecks  u.  s.  w. 

Aus  der  Bemerkung,  dass  -i  —     ~  ß       ^^^S*  noch, 

dass  man  das  reguläre  Fünfzehneck  beschreiben  kann,  in- 
dem man  den  Centriwinkel  des  Zehnecks  vom  Centriwin- 
kel des  Sechsecks  subtrahirt;    die  successive  Halbirung 
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dieses  Centriwinkels  — -  ==  24^  führt  dann  weiter  zur  Con- 

15  . 

Btniction  des  regelmässigen  Drelssigecks,  Sechzigecks  a.8.£. 

Die  hier  entitfickelten  Constructionen  regelmässiger 
Vielecke  sind  die  einzigen ,  welche  sich  mit  den  Hilfstpit- 

teln,  die  wir  bisher  kennen  gelernt  iiaben^  ausführen  las- 
sen; will  man  dagegen  keine  vollkommen  genauen  Con- 
structionen, sondern  blos  solche ,  bei  denen  ejn  so  kleiner 
Fehler  statt  findet^  dass  er  für  praktische  Zeichnungen  an- 
bemerkbar  ist»  so  bediene  man  sich  de«  nachstehenden  yer- 
fahrens;  dessen  grosse  Annäherang  an  die  Wahrheit  in  dem 
'folgenden  Buche  nachgewiesen  werden  soll. 

Fig.  121.  Ks  sei  AB  der  Durchmesser 

^\  des,  gegebenen  Kreises  und 

CP  ein  ^darauf  senkrecht  ge- 
stellter Halbmesser.  Um  in 
diesen  Kreis  ein  regelmässi- 
ges n  -  Eck  zu  beschreiben, 
theile  man  den  Durchmesser 
AB  in  »gleiche  Theile  (in  der 
ITignr  ist  n  ss  7  genommen)^  yerlängere  sowohl  den  Dnrch- 
messer  als  den  Halbmesser  um  einen  solchen  Theii  AE* 

x=sJ!)F^— AB  Mnd  ziehe  die  Gerade  MF,  welche  den  Kreis 

mm  ersten  Male  in  ^  schneidet.    Dann  ist  die  Gerade 

zwischen  G  und  dem  dritten  Theilun^spunkte  //  aclir  nähe 
gleich  der  Seite  des  regelinässi«:('n  //-Ecks.  Fürfi=3  und 
n  =  4  giebt  die  Oonstruction  etwas  Unniör^^liches,  für  »  =  5 
^as  wegen  s^ner  Ungenanigkeit  nicht' Brauchbares,  für 
II  ^  5  dagegen'  empfiehlt  sich  die  Constmetlon  durch  ihfren 
hoben  Grad  von  Genauigkeit  . 

^  §.  31. 

Die  Berechnung  der  regelmässigen  Sehnen*  und 

Tangentenyielecke. 

Wenn  der  Halbmesser  r  eines  Kreises,  in  oder  um 
welchen  ein  regelmässiges  Vieleok.  beaobrieben  werden  soll, 
und  die  Seitenaahl  n  des  ietater»!^  gegeben  sind,  so  mäa- 
am  rieb  daraus  alle  Bestandtbeile  das  bagUcben  Vijdeda 
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berechnen  lassen ,  weil  die  Aufgabe  eine  völlig  bestimmte 
ist.  Von  diesen  Bestandtheilen  des  Vielecks  betrachten 
wir  nun  folgende: 

die  Seite    des  regelmässigen  Sehnenvielecks: 

„       „        „  „        Tangentenvielecks:  t^, 

den  Umfang  des  regelmässigen  Sehnenvielecks:  tf,, 

„       „        „  „        Tangentenvielecks:  t/„, 

die  Fläche  des  regelmässigen  Sehnen vielecks: 

yy       „        „  „       Tangentenvielecks:  U^, 

wobei  durch  den  anhangenden  Buchstaben  n  deutlich  be- 
zeichnet ist,  dass  das  in  Rede  stehende  Vieleck  n  Seiten 
besitzt.    Es  sind  nun  für  die  Berechnung  dieser  Grössen 
zwei  Bemerkungen  von  Gewicht,  einmal,  dass  man  aus 
die  übrigen  Grössen  u.  s.  w.  und  zweitens  aus  die- 

sen wieder  die  Grössen  s^nyUia  ^t%i^tni  ^tat  ^t*  ableiten 
kann,  welche  für  das  2n-Eck  Dasselbe  bedeuten,  wie  5„, 
u.  s.  w.  für  das  n-Eck.    Mit  dieser  doppelten  Ableitung 
beschäftigen  wir  uns  zunächst. 

Hier  möere  AB  die  Sehne  Fi^.  122.  < 

des  regelmässigen  Sehnenviel-  ^:r----  I 

ecks  von  n  Seiten,  also  AB=s.  / 
sein:  legren  wir  durch  A  und  B  \       /  i 
Tangenten  an  den  Kreis,  welche  ^.y/ 
sich  in  i7  schneiden,  so  ist  AH  ,  ,^  ^^^^jg^^^  ^  ,-f---t 
die  Hälfte  von  der  Seite  des  ^vl^    ►  .•w»^ 

umschriebenen  n-Ecks  oder  AN  s  ^^.n  ^ 
=  \tt  und  2  AH=  GH  =  t^\  halbiren  wir  ferner  den  Win- 
kel durch  die  Gerade  OCy  ziehen  ACy  BC  und  durch 
C  die  Tangente  IKy  so  ist  weiter  ^C^=5j„und  IK  —  I^^, 
Zuvörderst  haben  wir  nun  vermöge  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  ODA  und  OAH 

OD:  DA^OA:  AH, 

d.  i.  

/^*-(i*n)*:4^n  =  r:i/., 

und  finden  hieraus  ohne  Mühe 

*  Da  ferner  der  Umfang  aus  n  Seiten  besteht,  von 
denen  jede  =:^„  ist,  so  erhalten  wir 

SctklBtn  ilch,  Geometrie.  I. 

10 


^  14« 

2)  e^~m^ 
«nd  m»  f;anB  demselben  Gnmde 

Um  weiter  /  zu  erhalten,  brauchen  wir  nur  zu  be- 
rücksichtigen, dass  die  Fläche  des  Dreiecks  AOB  offenbar 

=  ^  AV  sein  muss  und  andererdeits  A  AOBs=  lAB .  M  ist, 

woraus  zusammen  die  Gleichung 

folgt,  die  unmittelbar  zur  ^enntniss  von  £^  führt,  nämiick 

■  D 

Die  Fläche  24  endlich  findet  sieh  ans  der  Beinerkitiig, 

dass  die  Fläche  des  Dreiecks  und  ausserdem 

n 

^\Gä,ÄO  Ist;  dies  giebi  n&mlich  die  Gleichung 

n 

oder,  wenn  man  mit  n  multipiizirt  und  fQr  seinen  Werth 
setzt, 

5)-  ü^^inrt^^l 


II.  Um  jetzt  die  zweite  Aufgabe  zu  lösen,  berücksich- 
tigen wir  zunächst  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  BDH  und 
K€H\  diese  giebt 

BD\BHx=iKOxK&, 

diese  Proportion  führt  unmittelbar  zu  der  Gleichung 
und  daraus  findet  man  sehr  leicht 

Da  sich  femer  im  Punkte  B  die  Sehne  BA  und  die 
Tangente  j^/T schneiden,  so  ist  der  Winkel  itf^iT gleich  dem 

Peripheriewinkel  über  dem  Bogen  AB  oder  gleich  dem  Cen- 
triwinkel  über  dem  halben  Bogen  BC,  also  L  ABH=  L  BOC] 
aus  demselben  Grunde  ist  LCBH=zLBOK  und,  dü  LBOJL 
^  \LBOCt  auch  L  OBÜ^  \  L  ABB,  ir^vm  hernKgoMy 


Digitized  by  Google 


dats  die  Gerade  BC  den  Win-  Fig.  122. 

kel  DBIC  halbirt.    Nennen  wir  O 

Z  den  Durchschnitt  der  auf  ein-  /  /'  V^  j 

ander  senkrechten  Geraden  ^(7  A     /   /  •  \  \  A/^ 

Bild  0£f  so  folgt  jelsst  A  CBD  \/J  ■ 

f^^KBL  und  daraus  ^^^jr-^J 

d.  h.  Jr 

Dies  giebt  durch  MuUiplication  der  inneren  sowohl 
als  der  äusseren  Glieder  und  durch  nachberige  Wursel- 
aosaiahung 

und  wenn  man  für  4  seinen  Werth  aus  No.  6)  setzt,  so  hat 
man  zur  Berechnung  von  »tm  und      die  beiden  Ij'orweln : 

Für  die  Praxis  wird  es  jedoch  bequemer  sein,  erst 
mittelst  der  Formel  6)  und  dann       nach  No«  7)  zu 
berechnen. 

Aus  den  Formeln  2)  und  3)  folgt  unmittelbar 

1         ,  i 

und  ganz  entsprechend 

_  1         /  * 

Die  SubstittttloD  dieser  Werthe  in  die  Gleichungen  6) 
und  7)  führt  sogleich  zu  den  Foimeb: 

oder^  wenn  man       zuerst  berechnen  wollte, 

10)         e,.  =  «'./^^,  = 

Um  endlich  die  entsprechendon  Formeln  für  die  Flä- 
eben  E^^  U^,  £^  «nd  erbalten,  bemerken  wir,  dass 

das  Dreieck  AOC  eanerteiis  ss  ^OC,  AB  =  ^r.  {s^f  anderer- 

AeiU  abersa—       ist,  woraus  folgt 
eder 

10» 


h 
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Ferner  ist  A  G-Off  einerseits  =  i^ylO .  GH  =  ^rt^  und 
andererBeita  =s-^  £^«/wa8  cnsammen  die  Gleichungen  gteU: 


oder 


2  Um 


d.  b. 

SnbBtitniren  wir  diese  Wertlie  von      nnd      in  die 

zweite  der  unter  No.  9)  aufgeführten  Gleichungen,  so  wird 

oder,  wenn  wir  it  «n  die  Stelle  von  2n  treten  lassen^ 

Ebenso  leicht  ergiebt  sich  ans  der  mten  Formel  in 

No.  9) 

der  man  noch  durch  Multiplication  des  Zählers  und  Nen- 
ners mit      die  folgenden  Gestalten  geben  kann: 

d«  i.  nach  Hebung  mit 


13)  = 


2  E^[/g 


wobei  die  letzte  Form  in  so  fern  bequemer  ist,  als  das 
Produkt         schon  in  No.  U)  b^utzt  war. 

III.  Nach  den  Vorbereitungen,  die  wir  so  eben  been- 
digt haben,  hat  die  yolietandige  Berechnung  derjenigen 
regelmässigen  Vielecke,  welche  sich  überhaupt  cunstruiren 
lassen^  keine  Schwierigkeit  mehr^  wie  die  folgenden  ein- 
zelnen Fälle  zeigen  werden» 

Die  Seite  des  regelmässigen  Sechsecks  im  Kreise  ist 
unmittelbar  bekannt,  nfimUch  *,  =  r5  daraus  findet  skh 
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aber  sogleich  die  Seite  des  regelmässi- 
gen Dreiecks,  wenn  man  berücksichtigt, 

diM     

AN*     AB* —  BN\ 

ist;  dies  giebt  zunächst      und  dann  /«| 
e^,  Ut  a.  s.  w.,  nämlich 

s,=  r  /T,    u^2r  j/T, 
Ebenso  leicht  findet  man  ans  ««a=r 

Für  das  regelmässige  Sehnenyiereck  ist 
ÄB*^A0*  +  Bd*^2A0\ 

d.  1« 

und  hieraus  tindct  man 

die  Jb^ormeln  6),  7),  8)  u.  s.  w.  geben  dann 

•   We=  r/2-r2,    ^8=  2r(j/r— 1), 

Sehr  leicht  ist  ferner  die  beite  des 
regelmässigen  Sehnenfünfecks  eu  fin- 
den, wenn  man  von  der  Seite  des  Seh- 
neusehneoks  ausgeht.   Es  ist  nämlich 

dem  vorigen  Paragraphen  zufolge  AC 
die  Seite  des  regelmässigen  Zehnecks,  A^'' ' 
mithin  =  AD  —  CD^x^r  nach  der 
dortigen  Beaeichnnng,  und  vermöge 
des  Werthes  von  x 


AC^ 5,0  =  V^'  +  (iO*  -  i*-  =^ 

Himus  ergiebt  sich  sogleich,  wenn  man  beniokM» 
tigty  daas  in  Toriger  Fignr,  wo  AB'  ^AB  and  AC'zszAC^ 
CO  bis     TerittDgert  nnd  I^P  gezogen  ist,  die  Gieiduuif 

statt  findet^  welche  nach  unserer  Beseichnting  in 

übergeht^  vermöge  des  Werthes  von  s^^  ündet  sich  hieraus 

Ganz  ähDÜch  erhält  man 

Beroerkenswerth  ist  hier  noch  eine  Besiehttng  swischeo 
#,0  und  r;  man  bat  nftmlich 

-  (^io)'  =  ir'  [(10  -  2  >/5  )  -  (5  -  2  j/5  +  1 )]  r*, 
was  sigh  leicht  in  Worte  fassen  lässt   Hierans  wird  man 
leicht  eine  andere  Constniction  für  dika  Fflnfeck  und  Zehn- 
eck ableiten ;  indem  man 

zuerst  darstellt  und  mittelst  der  vorigen  Beciehung  ^  dir^ 
AUS  bestimmt. 
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I 

Bectification  und  Quadratur  de$  Kreises« 


§.  32. 

Die  Rectifieation  des  Kreises. 

Da  der  Halbmesser  eines  Kreises  zur  Bestimmung  des 
letateren  hinreicht,  so  folgt  von  selbst,  dass  auch  der 
Kreionrnfan^  seiner  GrOsse  oder  Länge  nach  ToUkommea 
bestimmt  sein  mnss,  sobald  der  Radins  gegeben  ist;  es 

müssen  demnach  die  Längen  des  Halbmessers  und  des  Um- 
fanges  in  einem  gewissen  Verhältuibjse  zu  einander  stehen, 
deeaen  Ausmitteiung  die  Rectification  des  Kreises  genannt 
an  werden  pflegt.  Obgleich  nun  bei  dieser  Untersuchung 
die  Schwierigkeit  statt  findet|  da»  hier  ungleichartige 
Grösaen,  nttmlich  eine  gerade  und  eine  krumme  Linie,  mit 
einander  verglichen  werden  nullen,  so  bemerkt  man  doch 
leicht  ein  Mittel  zur  Lösung  der  Aufgabe.  Beschreibt  man 
nämlich  in  und  um  den  Kreis  regelmässige  Vielecke  von 
immer  grösseren  Seitenzahleui  so  schmiegeuF  sich  jene  Viel- 
ecke offenbar  um  so  genauer  d^m  Kreise  an,  je  grösser 
die  Seitensablen  sind,  und  daher  müssen  die  ÜmAinge 
zweier  regulären  Vielecke  von  grossen  Seitenzahlen  dem 
Ejreisumfange  ziemlich  nahe  kommen.  Wir  wollen  nun  zu- 
erst untersuchen^  in  wie  fern  diese,  vorläufig  blos  nach 
dem  Augenscheine  gemachte  Bemerkung  richtig  ist,  und' 
wenden  uns  su  diesem  Zwecke  an  die  Formeln: 

Zunickst  ist  leicht  an  sehen,  dass  die  Seite  des  regel- 
mässigen Tangenten  Vielecks  von  n  Seiten  grösser  als  die 
Seite  des  zugehörigen  Sehnenvielocks  oder  sein 
nrass^denn  setaen  wir  in  der  Formel 
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für  die  Wurzel  rechter  Hand  die  Grösse  was  ofifeabar 
mehr  als  der  nrsprüiigliche  Nenner  ist,  »o  baben  wir 

Hieraus  folgt  weiter  nf^  >  n^„,  d.  i.  3>  tf„  dass  also 
auch  der  Umfang  des  umschriebenen  regelmässige^  n-Ecks 
grösser  als  der  Umfang  des  emgesebriebenep  n-Eoks  ist. 
Setzen  wir  nun  im  Nenner  der  ersten  Formel  in  No.  1) 
f&r     das  SU  grosse  u^,  so  folgt 

od^  '  ^  ■ 

und  w^enii  j||rir  in  derselben  $*onnel  im  Nenner  an  die  Stelle 
▼on  iL'  ^as  Bit  Ideine  i^. setsen ,  ' 

.    ,  .        +  "0       en-f  c.' 

^»j;-  '  •  .■         .  ^l/i  .'i  -P. 

-  3)   '  ^    '  '     "W2.<  Wa  oder  w„>?/j„. 
'     Benutzen  wir  ferner  die  Ungleichung  2)  für  die  zweite 
Formel  in  No.  1),  so  ist 

Mehrmals  nach  einander  angewendet  führen  die  Un- 
gleichuogeii.^3)  and  4)  zu  den  Beziehungen 

t^>liii,>tta>ttW---i 

<L  ^ta  ^  ^NlB  <  ^8»  •  •  •  ; 

d.  h.:  Wenn  man  die  Seitenzahlen  der  regel- 
mSssigen  Tangenten-  und  Sehnen vielecke  fort- 
waln  end  verdoppelt,  so  nehmen  die  Umfange  der 
ersten  immer  ab  und  die  der  zweiten  immer  zu. 

Wie  gross  nun  auch  die  Seitenzahl  eines  Tangenten- 
yieleoks  sein  möge^  so  liegt  dessen  Umfang  doch  joderseit 
ausserhalb  des  Kreises  nnd  kann  folglich  nicht  auf  einen 
blossen  Punkt  zusammenschrumpfen;  die  Abnahme  des  Um- 
fanges  kann  daher  auch  nicht  ins  Unbegränzte  fortgehen, 
wie  z.  ß.  die  Abnahme  der  Brüche  J,  i,  iV  s.  w.; 
ebenso  wenig  ist  es  möglich,  dass  die  Zunahme  der  Um- 
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.fange  der  Sehnenvielecke  ins  Unendliche  hinausgehe,  wie 
z.  B.  bei  den  Zahlen  2,  4,  8,  16  u.  s.  w.,  weil  der  Umfang 
jedes  Sehnenvielecks  offenbar  kleiner  als  der  Kreisumfang 
sein  muss,  welcher  letztere,  so  unbekannt  er  auch  ist,  doch 
jedenfalls  nur  eine  endliche  bestimmte  Grösse  haben  kann. 
Aus  beiden  Bemerkungen  zusammen  folgt  die  wichtige 
Wahrheit:  Die  Umfange  der  Tangentenvielecke 
nähern  sich  durch  Abnahme  einer  bestimmten  . 
Gränze  und  ebenso  nähern  sich  die  Umfange 
der  Sehnenvielecke  durch  Zunahme  einer  gleich- 
falls bestimmten  Gränze.  ^j. 

Nennen  wir  p  den  Gränzwerth,  welchem  sich  bei 
fortwährend  wachsenden  n  nähert,  und  ebenso  q  den  Gränz- 
werth von  so  wäre  jetzt  weiter  zu  untersuchen,  ob  p 
und  q  von  einander  verschieden  sind  oder  nicht.  Nun  ist 
aber  nach  der  Formel  3)  des  vorigen  Paragraphen 


und  daran  knüpft  sich  folgende  Bemerkung.  Wenn  der 
Kreisumfang  in  n  gleiche  Theile  getheilt  wird,  so  kann 
ein  solcher  Theil  so  klein,  als  man  nur  will,  gemacht  wer- 
den, wenn  man  nur  die  Atizahl  n  jener  Theile  hinreichend 
gross  nimmt ;  dasselbe  gilt  um  so  mehr  von  der  Sehne  eines 
Bolchen  Bogens,  weil  dieselbe  kleiner  als  der  Bogen  ist; 
für  unendlich  wachsende  n  sinkt  also  und  noch  mehr 
unter  jede  angebbare  Kleinheit  herab  und  nähert  sich  der 

Gränze  Null.  Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  ^r*  —  5„)« 

der  Gränze  }/r*  =  r  so  nahe,  als  es  beliebt,  gebracht  wer- 
den kann,  und  wenn  man  nun  zu  den  Gränzen  selbst 
übergeht,  so  verwandelt  sich  die  vorige  Gleichung  in 


woraus  q  =  p  folgt;  in  Worten  heisst  dies:  Die  Um- 
fänge  der  Tangenten-  und  der  Sehnenvielecke 
nähern  sich,  jene  durch  Abnahme,  diese  durch 
Zunahme,  einer  gemeinschaftlichen  Gränze. 

Welche  nun  diese  Gränze  p  sei  erhellt  auf  der  Stelle, 
wenn  man  sich  erinnert,  dass  der  Umfang  des  Tangenten- 
vielecks immer  ausserhalb  des  Kreises  und  der  Umfang 
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des  Sehnentfeleeks  hnmer  innerliitlb  d««  Ktehen ,  oder  xm^  « 

gekehrt  der  Kreisumfang  z  w  i  s  c  h  c  n  jenen  UmfUngen  liegt. 
Die  gemeinschaftliche  Oränze  nämlich,  welcher  beide  üm- 
fänge  zueilen ;  kann  nur  der  Umfang  des  Kreises  sein^ 
itihn  sonst  müsste  der  unmögliche  Fall  eintreteii|  dass  von 
irgend  einer  Steile  an  der  Kreieumfsng  nicht  melir  «wi- 
aelen  jenen  Umfangen  enthalten  wftre.  Hiermit  sind  wir 
«1  der  wissenschaftliclien  ücberzeugung  von  der  Richtig- 
keit des  anfangs  ausgesprochenen  Gedankens  gelangt  und 
es  bedarf  jetzt  nur  noch  der  wirklichen  Berechnung  zweier 
reigelmässigen  Vierecke  von  grosser  Seitenzahl«  Geht  mafi 
töm  ßecheeck  aas  und  berechnet  der  Eeihe  nach  e^,  ti^, 
^it>  t^tti  ^t4  u*  8*  w.,  80  gelangt  man  su  folgendeo 
Zahlen : 


h 

6 

2r.3 

2r.  3,4641016 

12 

2r.  3)1058285 

2r  •  3)215^03 

24 

2r .  3,1326286 

2r.  3,1596599 

48 

2r.  3,1393502 

2r .  3,1460862 

96 

2r;  3,1410319 

2r.  3,1427146 

192 

2r.  3,1414524 

2r.  3,1418730 

384 

2r.  3,1415576 

2r.  3,1416627 

7a« 

2r.V4]5838 

2r.  3,1416101 

1536 

2r .  3,1415904 

2r.  3,1415970 

3072 

2r.  3,1415921 

2r.  3,1415937 

6144 

2r.  3,1415925 

2r.  3,1415929 

122bÖ 

2r .  3)1415926 

2r.  3,1415927 

TL,  8«  W. 

Da  der  Kreisumfang  p  zwischen  je  zwei  in  einer  Zeile 
nebmi  einander  stehenden  Zahlen  enthalten  aein  muss,  ao 
lassen  sich  so  genaue  Grttnaen  für  denaelbea  angeben,  ala 
mati  e»  waa  wfinscht;  bo  ist  s.  B. 

p  >  2r .  3,1415026, 

i<2r.  3,1415927, 
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oder,  wenn  wir  das  Verbältuiss  i-  mit  z  bezcichaen.  auf 

5)  i»=s2r.3r,  «^3,1415926... 

Die  ZM  ie,  welche  hier  Torkommt  and  das  Verbält- 

niss  zwischen  dem  Umfange  und  Durchmesser  eines  Kreises 
ausdrückt,  pflegt  man  nach  einem  ihrer  ersten  Berechner 
die  Ludolph'sche  Zahl  zu  nennen j  genauer  ist  dieaelbe; 

6)  «IS  9,Um  S6535  89793  23846 . . . , 

was  jedoch  nnr  wisteiiBchaftlichen  Werth  bat,  da  man  fttr 
praktische  Anwendmigea  mit  einer  geringeren  Zahl  Oe- 

•  •  355 

cimalen  oder  mit  dem  Verhältnisse        welches  in  sechs 


Stellen  mit  dem  Obigen  ttbereinstimmti  yoUkomi^ea 
■reicht. 

Will  man  umgekehrt  aus  dem  Umfange  eines  Kreises 
seinen  Durchmesser  oder  Halbmesser  bereobuen,  so  hßi 
mmt^  llH^ti  geige       ^o.  6)  k  I 

. I    i  =  0,31§30  98861  83790  67153  . .  . 


Setzt  man  in  der  Formel  r  —     an  die  Stelle  von  p 

die  Gradesahl  T(m  360^  der  Peripherie,  so  erhält  ma«  auch 
r  in  Graden  ansgedrttckt,  d.  h.  man  bekommt  etatt  r  einetf 

Bogen,  welcher  mit  dem  Halbmesser  gleiche  Länge  besitzt ; 
braucht  man  den  Buchstaben  q  zur  Bezeichnung  dieses 
Bogens  I  so  ist 

^       2n         m  ' 


%.  33. 

Die  Rectification  beliebiger  Bdgen« 

Da  8wei  Bögen  eines  und  desselben  Kreises  gleich- 
artige OrlSssMi  sind,  se  Ukwt  sieh  das  Verhähniss  derselben  ' 
mittelst  des  Verfahrens  auffindeui  welches  wir  in  §.  14  zur 
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Bestimmung  des  Verhältnisses  zweier  Geraden  benutzt  ha- 
ben, und  in  der  That  würde  man  alles  dort  Gesagte  hier 
wörtlich  und  nur  mit  dem  Unteradiiede  wiederholen  kiSii- 
nen,  dass  man  die  Stelle  yon  ^Gerade^'  das  Wort 
„Kreisbogen'*  treten  Hesse.  Weil  ferner  zu  gleichen  Bögen 
auch  gleiche  Centriwinkel  gehören,  so  lassen  sich  die  Cen- 
triwinkel  auf  ganz  dieselbe  Weise  behandeln  und  ebenso 
oft  von  einander  wegnehmen  als  die  entsprechenden  Bögen; 
das  ErgebnisB  muBS  daher  bei  dieser  Yergleiehung  noth* 
wendig  dasselbe  wie  bei  der  vorigen  sein,  nnd  wir  haben 
deshalb  den  Satz:  Zwei  Bögen  eines  und  desselben 
Kreises  verhalten  sich  wie  die  augehörig^n  (Jen- 
triwinkel. 

Nennen  wir  also  b  and  ß  iwei  Bögen  eines  Kreises 
«ad       die  entspreehenden  Oentriwinkely  so  ist 

c :  y=b:  ß , 

nad  daraus  geht  hervor,  dass  man  die  Länge  jedes  belie- 
bigen zu  Y  gehörigen  Bogens  ß  finden  kann,  sobald  die 
Länge  h  eines  bestimmten  wol  c  gehörenden  Bogens  bAant 
ist.   Kaoh  dem  Vorigen  kennen  wir  aber  die  Länge  h  fto 

den  Fall  ^  —  360**,  denn  in  diesem  Falle  ist  ^  =  2r«,  mit- 
hin haben  wir,  wenn  y  in  Graden  ausgedrückt.  wird| 

360» :    =  2r« : 
und  wenn  wir  hieraos  ß  bestimmeni 

Die  häufig  vorkommende  Rechnung  nach  dieser  For- 
mel wird  am  bequemsten  ausgetuhrt,  wenn  man  ein-  für 
allemal  die  Länge  der  Bögen  von  einem  Grade^  einer  Hi* 
nute  nnd  einer  Seconde  bestimmt,  indem  man  für  f  A4i 

Keihe  nach  l'',  1'  =  ^  und     =       setat;  man  erhält  so 

>cl*  =  ^r  s=  r.  0,01745  82925 . . . , 
jtreV «        =  r .  0,00029 08882 . . . , 

^cl"  =        =  r .  0,00000  48481 .... 

Hieraus  seist  man  leicht  die  Länge  jedes  Bogens  sa- 
samneoi  der  in  Qxadeoi  Minuten  und  Seoandeii  gegeben  is*. 
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Behalten  wir  wie  in  yorigen  Faragraphen  die 

Qung  SS!  Q  bei|  so  gestaltet  sich  die  Formel  1)  wie  folgt: 

Ä*'«  am  'l&^aemsten  ist;  q  in  Secundien  aoBEadrQcken, 

iiäiiilich  ^  =  206246",  8;  verwandelt  man  auch  den  Centri- 
winkel  y  in  Secunden  und  dividirt  darauf  mit  206246,8,  ßo 
erhält  man  auf  diese  Weise  gleichfalls  die  Lauge  des  Bo- 
rns Are  Y,  was  in  manchen  Ffiiien  beq^uemer  sein .  kann 
das  vorige  Verfahren. 

l^ii^tf  . 

f^ej^^ifj^rtkinr  des  Kreises  und  beliebiger 
tii^rV  j.       ;Aua8chnitte  desselben. 

Sowie  sich  die  Umfänge  der  regelmässigen  Sehnen- 
und  Tangentenvielecke  dem  Kreisjunfange  desto  rager  an« 
«ehmiegen^  je  grösser  die  Seitenzahl  ist^  so  konimen  anek 

*  die  Flächen  der  genannten  Vielecke  der  Kreisfläehe  immer 

iiaiier.  Zunächbt  erhellt  nämlich  sehr  leicht,  dass  6^2 n  <C 
und       >     sein  muss,  weil  die  mit  ^7,„  bezeichnete  Fläche 
ganz  innerhalb  der  Flächen      und  ebenso  £^  YÖUig  inner- 
halb der  Fläche       liegt;  es  finden  daher  auch  hier  dto 
Beodehangen 

statt,  welche  eine  successive  Abnahme  der  umschriebenen 
and  eine  beständige  Zunahme  der  eingeschriebenen  Viel- 
eckaflfichen  beurkunden.  Jene  Abnahme  kann  aber  ebenso 
wenig  wie  diese  Zunahme  in's  Unbegrämste  gehen ,  da 
jedenfalls  grösser  und  ebenso  entschieden  kleiner  als  die 
Kreisfläche  bleiben  muss,  und  wir  schliessen  daraus ,  dass 
sich  durch  Abnahme  einer  bestimmten  Gränze  nähern 
müsse  nnd  ebenso  durch  Zunahme  gleichfalls  einer  be- 
stimmten Grftnae.  Um  beurtheilen  sa  kOnnen^  ob  diese 
beiden  Ghränsen  Terschieden  sifid  oder  nidit,  benntEen  wir 
die  Gleichungen  5)  und  4)  in  §.  31,  aus  welchen  sich  er- 
giebt 
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LasBen  wir  hier  die  Seitenaahl  n  unendlich  wachsee, 
so  kann  <;  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  angebbare  &U 
werden,  nnd  daraus  erhellt^  dass  sieh  der  Qnotient  : 

der  üränze  1  nähert  und  dass  mithin  der  Gränzwerth  von 
dem  Gränzwerthe  von  gleich  sein  muss.  Da  die 
Fläche  des  Kreises^  welche  K  heissen  möge,  jederzeit 
Bwischen  und  enthalten  ist,  so  kann  die  gemein- 
Bchaftliche  Gränze  der  und  von  K  nicht  Terschiedea 
sein,  weil  es  sonst  eine  Stelle  geben  müsste,  von  welcher 
ab  K  nicht  mehr  zwischen       und  läge. 

Nach  diesen  Bemerkungen  ist  es  sehr  leicht,  eine 
Formel  für  den  Flftcheninhalt  des  Kreises  au  entwickeln; 
aus  der  Gleichung  V^  =  i^rnt^  =  ru^  folgt  nSmlich,  wean 
man  n  in's  Unendliclie  zunehmen  lässt  und  berücksichtigti 
dasfi  sieh      der  Gränze  ^rn  und      der  Gränze  nähert^ 

1)  M^\r.%nc^f^^ 

was  man  in  folgendem  Lehrsatze  aussprechen  kann:  Die 
Fläche  eines  Kreises  ist  gleich  der  Fläche  eines 
Dreiecks,  welches  den  Kreisumfang  zur  Grund* 
iinie  und  den  Kreishalbmesser  zur  Höhe  hat. 

Da  sich  ein  Dreieck  leicht  in  ein  Quadrat  von  gleich« 
FIftcbe  verwandeln  lässt ,  so  ist  jetzt  auch  die  Aufgabe  ge- 
löst: „den  Kreis  in  ein  fiächengleiches  Quadrat  zu  verwan- 
deln", welche  mau  die  Quadratur  des  Kreises  zu  nennen 
pflegt  Bezeichnen  wir  mit  q  die  Seite  dieses  Quadrates» 
so  wftre  ^ » r*fr,  also  ist  q  =  r  y%  und  dabei  in  Zahlen 

I  ^77245  38509  05516  02729. 

Um  die  Fläche  eines  Kreisausschnittes,  d.  h.  eiucr  von 
zwei  Halbmessern  und  einem  Bogen  des  Kreises  begränzten 
Figur ;  2U  finden,  bedarf  es  vorerst  der  Bemerkung,  dass 
ein  solcher  Seetor  durch  den  Gentriwinkel,  welchen  die 
beiden  Halbmesser  einscfaliessen,  vollkommen  beetimmt  is^ 
oder  dass  zu  gieiclien  Centriwinkeln  in  einem  und  demsel- 
ben Kreise  immer  gleiche  Kreisausschnitte  gehören.  So 
oft  sich  also  zwei  Centriwiokel  von  einander  w^oehmea 
laasoii  ebenso  oft  kann  man  den  einen  Sector  von  d» 
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andern  wegnehmen ,  und  hieraus  schliesst  man  leicht,  dass 
die  Vergleichung  zweier  Sectoren  das  nämliche  Resultat  geben 
IDU88,  wie  die  Vergleichung  ihrer  Centriwinkel,  oder  dass 
sich  in  demselben  Kreise  zwei  Sectoren  ebenso  wie  ihre 
Centriwinkel  verhalten.  Nennen  wir  S  die  Fläche  eines 
mit  dem  Centriwinkel  versehenen  Sectors  und  berück- 
sichtigen, dass  dem  Centriwinkel  SGO**  der  Sector  r*^,  näm- 
lich der  ganze  Kreis  entspricht,  so  ist  .     ;  . 

"^mfii  <  360«  :/  =  r»;t ;  5,  •   .  ». 

und  daraus  folgt  unmittelbar 

oder,  wenn  die  Gleichung      r  =     aus  §.  33  hiermit  ver- 

bunden  wird,        .  • 

3)  •     ...  5=--l/Jr, 

d.  h.:  Die  Fläche  eines  Kreisausschnittes  ist 
einem  Dreiecke  gleich,  welches  den  Bogen  des 
Sectors  zur  Grundlinie  und  den  Halbmesser  des- 
selben zur  Höhe  hat. 

Setzt  man  statt  ß  den  Werth  —  r,  wie  wir  in  der  For- 
mal  2)  §.  33  gefunden  haben,  so  ist  noch 

4)  S=lr\  .  . 

Will  man  z.  B.  denjenigen  Sector,  dessen  Fläche  gleich 
dem  Quadrate  des  Kreishalbmessers  ist,  so  muss  Ä==:r*, 
also  y  =  2  ()  =  11 4°  35'  29",6  sein. 

Ein  paar  Anwendungen,  welche  sich  noch  von  der 
Formel  t)  machen  lassen,  sind  folgende:  Um  einen  und 
denselben  Mittelpunkt  seien  mit  den  Halbmessern  r  und  p 
Kreise  beschrieben,  so  ist  die  von  ihnen  eingeschlossene 
ringförmige  Fläche  F  ' 

F=r*7t  —  Q^TC  =  (r*  —  (>•)  « 

also  gleich  der  Fläche  eines  Kreises,  der  den  Halbmesser 

^(''"H  Q)  C'"  —  Q)  besitzt,  oder  dessen  Halbmesser  die  mitt- 
lere Proportionale  zwischen  der  Summe  und  Diflferenz  der 
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Fit«  IM*   '      beiden  HsHmieater  des  Ringes  «amiichl, 

BN  ist;  senkreclit  auf  AB,  der  Halbmes- 
ser dieses  Kreises,  weil  BN  die  mittlere 
Proportionale  zwischen  BD  z=  r  ^  und 
BA~r^Q  sem  miiss. 

Beschreibt  man  mh  den  drei  SeiM 
a,  b,  e  eines  rechtwinkligen  Dreieeks^ 
als  Halbmesser  genommen,  Kreise,  so  sind  die  Flächen 
der  letzteren  a^Tt^  h^TCy  c^7C\  dem  Pythagoräischen  Satze 
zufolge  ist  aber,  wenn  c  die  Hypotenuse  bezeichnet,  = 
«•-i-^,  mithin  auch  c*3fr  =  ö'ä  +  d.  h.  der  mit-der  Hy- 
potenuse beschriebene  Kx&m  ist  so  gross  ^  als  die  mit  den 
Katheten  beschriebenen  Kreise  zusammen.  Dasselbe  gilt^ 
wie  man  leicht  bemerken  wird,  ebenso,  wenn  man  die 
drei  Seiten  eines  rechtwinkligen  Dreiecka  nicht  zu  Kadien, 
sondern  zu  Durchmessern  dreier  Kreise  nimmt 


§.35. 

M&herbngsconstrnctionen  zur  Rectificatlon 

und  Quadratur  des  Kreises. 

Da  sich  mit  Hilfe  der  höheren  Mathematik  nachweisen 
lässt,  dass  eine  geometrische  Gonsimction,  welche  den  Um- 
fang oder  die  Fläche  eines  Kreises  in  völliger  Genauigkeit 
angäbe,  nicht  möglich  ist,  so  muss  man  sich  damit  be*. 

gnügen,  solche  Conetructionen  aufzufinden,  mit  deren  Hilfe 
näherunge weise  der  Umfang  eines  Kreises  in  eine  Gerade 
oder  seine  Fläche  in  ein  Quadrat  verwandelt  werden  kann. 
Wie  man  zn  solchen  Constructionen  kommen  kann,  zeigen 
die  nachfolgenden  Entwickelnngen. 
a)  Man  findet  leicht: 

was  von  tc  nicht  sehr  verschieden  ist,  so  dass  man  also 
näherungs^eise  die  Peripherie 

1)  p^—^2r= — 

setzen  könnte ,  wenn  d  den  Durchmesser  des  Kreises  be- 
zeichnet. Dies  fuhrt  nun  unter  der  Bemerkung,  dass  man 
statt  der  obigen  Gleichung  setzen  kann 


Digitized  by  Google 


—  lei  — 


Sur  folgenden  Constniction:  Mi^n  tbeüt  den  Dorehmesser  ä 
m  fOnf  gleiche  Theile  and  zeiclinet  ein  rechtwinkliges 

Dreieck;  dessen  Katlieten  j</  und  sind,  so  ist  der  Um- 
fang dieses  Dreiecks  nahe  gleich  dem  Umfange  des  gege- 
benen Kreises. 

Umgekehrt  folgt  aus  der  Qleichang  1) 


oder  endlich 

Will  man  also  den  Uurcbmesser  desjenigen  Kreises 
aafsuchen,  welcher  einen  gegebenen  Umfang  p  hat,  so  con- 
stmirt  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck^  dea^en  Katheten 
|p  and  4p  eindy  sieht  die  IIj  i  atenase  dieses  Dreiecks  von 

p  ab  niid  ver^rössert  den  Rest  um  seinen  vierten  Theil, 
so  ist  dieser  vergrösserte  Best  nahe  gleich  dem  gesuchten 
DurohmesBer«' 

b)  Etwas  weniger  genau  ist  die  folgende  Construc- 
tion,  welche  sich  aber  dadurch  auszeiclmet,  dass  man  sie 
mit  einer  und  derselben  Zirkelöffnung  ausführen  kann. 
Man  legt  nftmlich  eine  TangentjB 
DE  an  den  Kreis  und  durch  den 
Berührungspunkt  einen  Durchmes- 
ser AB.  Aus  dem  Punkte  B  schlägt 
man  mit  dem  Halbmesser  ßC  ciucn 
Bogen^ '  welcher  den  Kreis  in  F 
sclmeidet,  ferner  ans  /'wieder  einen 
gleichen  Bogen  ^  det  den  Torigen 
in  G  trifft;  die  Punkte  C  und  G  verbindet  man  durch  eine 
Gerade,  welche  die  Tangente  in  B  kreuzt.  Nimmt  man 
jetzt  von  J)  aus  die  Strecke  DE  gleich  dem  dreifachen 
Halbmesser  des  Kreises  und  sieht  A£,  so  ist  diese  Gerade 
nahe  gleich  dem  halben  Kreisumfange.  Man  hat  nämlich, 
weil  BCB  die  Hälfte  eines  gleichseitigen  Dreiecks  ausmacht, 

BJ>^^CD  =  ry^=iryi2,  3r  -  i^r j[/l2,  mithin 
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^ .  t2f*  +  (3  -  ^ /T2)V 

oder,  mimerisch  berechnet;  . 

oder  beinahe  AE=^r  ,7t=.^,2ric  =  \p. 

e)  Eine  Oonstraction  zur  Quadratur  des  Kreises  ergiebt 
sich  au6  der  Bemerkung,  dass  j/30-|- /TSÖsrs  17,7246743, 
also  nicht  sehr  verschieden  von  10  ist.  Die  Seite  q 
dnes  Quadrates,,  welches  mit  dem  Kreise  gleichen  Flächen- 
inhalt besitsti  wird  aber  bekanntlich  durch  r}/7C  ausge- 
drückt, daher  ist  näherungsweis 

oder  '   

was  sich  folgendermaassen  construiren  lässt:  Es  sei  AB  der 
Durchmesser  des  gegebenen  Ejreises  und  im  Mittelpunkte  C 

stehe  eine  Gerade  GH  senkrecht  auf  AB\ 
man  theile  den  Halbmesser  in  fünf 
gleiche  Theile,  wovon  AD  awei  sein  mö- 
gen, man  halbire  ferner  BC  in  E  und 
mache  BF=BE,  Beschreibt  man  über 
DE  einen  Halbkreis,  welcher  GH  in  G 
schneidet,  und  ebenso  über  AF  einen  Halb- 
kreis, welcher  GH  in  H  trifft,  so  ist  GH 
nahe  gleich  der  .Seite  d^jenigen  Quadrates,  welches  mit 
dem  Kreise  gleiche  Fl&che  besitit. 

d)  Erinnert  mau  bich,  dass,  wenn  g'*=(*';c  gesetzt 
wird,     

sein  mnss,  so  kann  man  auch  dadurch  ztur  Quadratur  des 

Kreises  kommen,  dass  man  erst  den  halben  Umfang  des 

Kreises  ij^p)  consti  uii  t  (z.  B.  nach  b)  und  darauf  zwischen 
\P  und  r  die  mittlere  Proportionale  sucht 
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Anliang  zu  Cap.  VU. 


N&h'erttngsfiyirinelii  fttr  die  Lndolph'sehe  Zahl. 

Da  der  Umfatng  eines  mit  dem  Kadius  r  ==  1  beschrie- 
benen Kreises  2  %  Längeneinheiten  und  seine  Fläche  s  Flä- 
oheneinheiten  sählt,  so  kann  man  bei  der  Berechnung  der 
LndoIph'Bchen  Zahl  ebensowohl  von  den  Perimetern  als 

von  den  Inhalten  der  ein-  und  umgeschriebenen  Vielecke 
ausgehen;  in  jenem  Falle  betraclitet  man  2;r  als  den  Gränz- 
werth  von  und  u^j  in  diesem  Falle  n  als  gemeinschaft- 
liche Gränze  von  und  ü^.  Die  letztere  Berechnungs* 
weise  wollen  wir  noch  zeigen  und  dabei  die  Gränzen ,  zwi- 
schen, denen  %  liegt;  so  eng  als  müglich  ziehen. 
Um  den  bekannten  Formeln 

eine  bequemere  Gestalt  zu  verleihen ,  bezeichnen'  wir  die 
reeiprotketi  Werthe  toq  E  imd  U  mit  E'  und  U\  setzen  also 

ond  erhalten  auf  diese  Weise 

Lassen  wir  an  die  Stelle  des  geometrischen  Mittels  das 
grdflsere  arithmetische  Mittel  treten /so  gehen  die  yorigen 
Beziehungen  in  die  folgenden  über: 

oder  wenn  U\  für  den  Augenblick  =ö  und  E\^a-\rä 
gesetzt  wird 

d.  i.>  indem  man  fiir  E'^  rechter  Hand  das  zu  grosse 

a-\-\d  nimmt, 

E'^<a'\-\d,    U\,<a  +  iä.' 
Auf  gleiche  Weise  hat  nAan  weiter 

e^^<\{e:^+ü'^),  u\^=kiß^^+^'*^) 

nnd  indem  man  überall  die  zu  grossen  Werthe  einsetzt 

11» 
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AuB  den  Beziehungen 
findet  man  umÄ  deniBelben  Verfahren 

Indem  man  auf  diesem  We^e  bU  zur  gemeiaacliaft- 

lichen  G ranze  von  £  uad  6  ,  nämlich  bi*»  zu  ~  fortgehti 
erhält  man  di^  Ungleichung 

und  dnreh  Snmmirung  der  Reihe  |  +  tV  +  •  •  • 

Vermöge  Aex  Bedeutung  von  a  und  d  ist  dies  soviel  wie 

öder  wenn  man  die  Werthe  von  £  ^  und  U\  einsetzt  uad 
umkehrt 

ICjine  analoge  Ungleichung  ergiebt  sieh  aus  den  Giei- 
ohungen  i),  wenn  man  das  arithmetische  Mittel  durch  jdas 
kleinere  geometrische  ersetst;  es  ist  dann 

oder  wenn  man  die  Logarithmen  nimmt, 

l09E^tn  =  kQogE\-^logU\),    log E\,^>  },(Jog£\^+iog  U\). 

Bezeichnet  man  überhaupt  loff  mit  so  kann  man 
die  Ungleichungen 

xüS  gleiche  Weise  wie  die  früheren  behandeln.  Man  findet 
nÄmlich  f ür  ü^",  =  «,    £'\  =  a  +  d 

u.  s.  vv.; 

der  gemeinschaftliche  Gränzwerth  ist 
oder 
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Setjst  man  die  Wertbe  von  a  und  d  wieder  ein,  nämlich 

d  =r  log  E\  —  log  U\  =  log  (^) 

imd  geht  ▼<«  den  Logarithmen  bu  den  Zahlen  snrticki  lo 
ergiebt  sich 

3)  n^pEjUT 
Die  in  den  Ungleichungen  2)  and  3)  angegebenen 
Grinsen  sind  die  engsten,  welche  sich  auf  diesem  Wege 

finden  lassen;  will  man  sich  aber  mit  einer  geringeren 
Genauigkeit  begnügen,  so  kann  man  aus  2)  und  3)  neue 
Ungleichungen  dadurcb  bilden ,  daes  man  — 
seist  und  die  Ausdrücke  ^ 

in  Reiben  verwandelt,  welche  nach  Potenzen  von  t  fort- 
schreiten; man  findet  so,  indem  man  die  mit  versehenen 
Gtteder  «lielii  überschreitet, 

''*)!^:  '     '^<^-  i(^-^)--*^^^^'^• 
j^  n=3 128  z.  B.  geben  diese  Ungleichungen  schon  sechs 
lidli^e  Decimiden  ftr 

^    Drückt  man  in  den  Formeln  2),  3),  4)  und  5)  und. 

durch  und  Wn  aus,  so  erhält  man  entsprechende  Ün- 
yi^tfeySyf "  ^  in  denen  die  Umfange,  der  Vielecke  vorkom- 
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Ebene  Trigonometrie. 

Gap.  Yiil. 

Die  triiioiioinetrischea  Fuuctioiien. 


§.  36. 

Die  Bestimmung  der  Wink<el. 

In  dem  Capitel  über  den  Zusammeuhang  unter  den  Be- 
Btandtheilen  geradliniger  Gebilde  haben  wir  gesehen,  dass 
es  jederzeit  möglich  ist,  ein  Vieleck  zu  constnuren,  sobald 
mne  hinreichende  Anzahl  seiner  Bestandtheile  (Linien  und 
Winkel)  gegeben  sind.  Diese  Angabe  der  einzelnen  Stücke 
kann  auf  doppelte  Weise  geschehen,  entweder  nämlich  wer- 
den die  betreffenden  Linien  und  Winkel  geradezu  selber 
yorgelegi,  oder  nur  ihre  Maasse  angegebeni  indem  man  von 
den  Linien  ihre,  auf  ein  bestimmtes  Längenmaass  bezoge- 
nen Längenzahlen  und  von  den  Winkeln  die  Anzahl  der 
Grade,  Minuten  u.  s.  w.  nennt,  welche  sie  umfassen.  Im 
ersteren  Falle  Hesse  sich  die  Construction  unmittelbar  an- 
wenden, im  zweiten  Falle  dagegen  müsste  man  die  Linien 
erst  durch  Abtragung  mittelst  eines  Iffitasstabes  und  die 
Winkel  durch  mechanische  Theilung  des  Kreises  zur  An- 
schauung bringen,  ehe  man  zur  Construction  des  Vielecks 
schreiten  könnte;  wollte  man  aber  die  gesuchten  Stücke 
ebenfalls  in  Zahlen  ausgedrückt  haben,  so  würden  die  daroh 
Construction  gewonnenen  Linien  und  Winkel  a;n  Ende  noch 
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zu  messen  sein.  Es  bedarf  wohl  kaum  bebonderer  Her- 
vorhebung, dass  diesem  Verfahren  ebenso  umständlich  als 
ungenau  ist  and  dass  es  daher  im  höchsten  Grade  wän- 
achenswerth  wftre,  eine  Methode  zxl  beaitzen,  nach  welcher 
man  aus  den  in  Zahlen  gegebenen  htnrekhenden  Bestand«, 
theilen  eines  Vielecks  die  übrigen  Stücke  unmittelbar  be- 
rechnen könnte;  eine  solche  Methode  enthält  nun  der- 
jenige Theil  der  Geometrie,  welcher  den  Namen  Trigo- 
nometrie führt« 

J>a  sowohl  anter  den  gegebenen  als' unter  den  gesuch* 
ten  Stucken  eines  Vielecks  Winkel  vurkommen  können,  so 
muss  die  erste  Frage  sein,  wie  man  Winkel  in  Rechnung 
asa  bringen  habe;  diese  Frage  wird  sogleich  bestimmteri 
wenn  man  sich  erionert|  dass  in  den  au  .erfindenden  Rech- 
nungen Linien  und  Winkel  zugleich  behandelt  werden  müs- 
sen, dass  man  also  genöthigt  ist,  ungleichartige  Grössen 
mit  einander  zu  verbinden.  Ein  Grundgesetz  der  GrÖssen- 
lehre  sagt  aber^  dass  sich  nur  gleichartige  Jiiinge  vergiei-' 
chen  lassen,  und  da  hier  gerade  das  Entgegengesetzte  ge» 
leistet  wenden  soll,  so  muss  swischen  Linien  und  Winkeln 
eine  Vermittelung  getroffen  werden,  d*  b.  man  muss  darauf 
ausgehen,  die  Winkel  durch  Linien  zu  messen.  Auf  welche 
Weise  dieser  Gedanke  ausführbar  ist,  zeigt  die  folgende 
ßetraebtung. 

Es  sei  L  AGB  =  tf  ein  beliebiger  p. 
Winkel;  auf  dem  einen  Schenkel  BO 
desselben  sind  beliebip:e  Punkte  jV, 
N\  N"  etc,  angenommen  und  von  dem- 
selben Senkrechte  NM,  N'M*  etc.  auf 
den  andern  Schenkel  AO  herabgelas- 
sen.  Es  entstehen  durch  diese  Con- 
struction    lauter    ähnliche    JJreiecke  ^ 
MNO^  M'N'O  etc.,  in  welchen  die  Seitenverhältnißse  imm^ 
dieselben  sind,' -also  die  Gleichungen 

OM      OM'  _  OM" 

statt  finden.  Das  Verhältniss  der  anliegenden  Kathete  zur 
Hypotenuse  bleibt  demnach  immer  dasselbe,  man  mag  den 
Punkt  ü  annehmen,  wo  man  will»  und  wenn  der  Winkel  u 


eine  bestimmte  Grösse  hat,  80  mubs  auch  dieses  VerhältnißS 
einen  bestimmten  Werth  besitzen ;  bo  ist  a.  B.  für  ti  =  45* 

und  ebenso  Ußtht  findet  man  füs  ti  =;  60* 

OM  0M^_, 
ON        OiV'  *• 

Aendert  »ich  der  Winkel  u,  so  wird  auch  jenes  Vcrhjiltniss 
ein  anderes,  denn  sollte  für  den  Winkel  A0€  dasselbe  Ver« 
bttltnito  statt  finden  y  also  » 

^  =      oder  OM  i  0N=  OP  .OQ 

sein,  so  würde  aus  der  Gleichheit  dieses  Verhältnisses  und 
ans  der  Gieicl  lK  iL  der  Winkel  OMN  und  OPfJ  ioigen,  dass 
die  Dreiecke  MlfO  und  PQO  ähnück  wären,  dies  gäbe 
dann  L  MON = L  POO,  was  der  Voraussetsong  widerspriohi 
Der  Winkel  ti  and  jenes  Seiten^erhältniss  stehen  also  in 
einem  solchen  gegenseitigen  Zusammenhange,  dass  jedem 
bestimmten  spitzen  Winkel  ein  bestimmtes  derartiges  Ver- 
hältniss  entspricht  und  dass  umgekehrt  zu  jedem  solchen 
Verhältnisse  ein  gana  bestimmter  Winkel  gehört  Man 
kann  demnach  Winkel  mittelbar  in  Rechnnog  bringen,  in- 
dem man  für  sie  die  genannten  Seitenverhältnisse  als  Stell- 
vertreter benutzt.  Wegen  dieser  VV  ichtigkeit  hat  man  dem 
obigen  Verhältnisse  einen  bestimmten  Namen  gegeben,  und 

zwar  heibßt  der  Quotient der  Cosinus  des  Winkels 
in  Zeichen 

1)  w^^^**- 

Denken  wir  uns  einen  spitzen  Winkel  immer  als  Winkel 
in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke,  so  haben  wir  die  Defini- 

liun  :  Der  Cosinus  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss  der  ihm  anliegenden  Kathete  zur  Hypote- 
nuse. 

Dasselboi  was  von  dem  so  eben  besprochenen  Verhält- 
nisse zweier  Seiten  des  rechtwinkligen  Dreiecks  MNO  gilt, 

ißt  wörtlich  auf  das  Verhältnis«  jeder  zwei  andern  Seiten 
Hesselben  anwendbar^  und  so  wie  jenes  Verhältniss  zur 
Bestimmung  des  Winkeis  MON  diente,  so  kfuin  auch  jedes 
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andere  SeitenverhältaiM  zu  demselben  Zwecke  benatst  wer- 
den* Man  hat  di^er  auoh  für  die  ttbrigen  SeitenvBrb&li- 
fiisee  besondere  Namen  eingeführt^  und  swar  aind  dies  fol- 
gende. Das  Verhältni.ss  MNiON  heiäst  der  Sinus  des 
Winkels  MÖNj  in  Zeichen: 

2)  0^  =  ^'^*^»  , 

d.  fa.:  der  Sinns  eines  Winkels  ist  das  Verhttltniss 

der  ihm  gegenüberliegenden  Kathete  i^ur  Hypo- 
tenuse. "  • 

Ferner  heisst  das  Verliältniss  MM :  MO  die  trigonome- 
trische Tangente  des  Winkels  MOHf: 

also:  die  Tangente  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss  der  ihm  gegenüberliegenden  Kathete  zur 
anliegenden  Kathete. 

Das  umgekehrte  Verhültniss  MO  :  MN  wird  die  Co- 
tangente  des  Winkels  MON  genannt: 

"d.  h.:  die  Cotanj]^ente  eines  Winkels  ist  das  Ver- 
hä^niss  der  ihm  anliegenden  Kathete  zur  gegen- 
überliegenden Kathete. 

Femer  wird  das  Verhftliniss  ON :  OM  die  Socante 
des  Winkels  MOH  genannt: 

o)  —  s=s  See  u  • 

^  OM 
d.  h. :  die  Secante  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss  der  Hypotenuse  zur  anliegenten  Kathete. 

Dem  Verhältnisse  ONiMN  endlich  hat  man  den  Na- 
men derCosecante  gegeben; 

6) 

d.  h.:  die  CosecaiUc  einesWinkels  ist  das  Vcr- 
hältniss  der  Hypotenuse  zur  gegenüberliegen- 
den Kathete. 

Man  wird  leicht  seheni  dass  mit  diesen  sechs  Verhäit- 
nisaen  alle  überhaupt  möglichen  FftUo  erschöpft  sind,  oder 
dass  es  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  MNO  keine  Seiten- 
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Verhältnisse  weüer  giebt,  welche  zur  BeBtimmuQg  des  Win- 
kls MON^u  benutzt  werden  könnten.  Man  begreift,  4i6 
genannten  Beoha  VerhSltnim  unter  dem  gemfinsohaftlioliea 
Kamen  der  irigon  ometriaolien  Fanctionen  da«  in 

Itcde  ötehendüii  Wiiikelö. 


§.  37.  ' 

WechaelTerhaltniaa  nnd  geometriache  Baden- 
tnng  der  trigonometriacben  Functionen, 

Vergleicht  man  die  Definitionen  des  Sinua  und  Cosinua, 
der  Tangente,  Ootangente,  der  Secante  und  Coeecante,  ao 

ergiebt  sich  eine  wohl  bedachte  Regelmässigkeit  der  Be- 
zeiclinung;  man  erhält  nämlich  das  Cosinus-,  Cotangenten- 
und  Cosecantenverhäitniss  aus  dem  8inus-,  Tangenten-  und 
Secantenverhältniss,  wenn  man  jedesmal  statt  der  einen 
Kathete  die  andere  aetal^  oder  eine  Vertauscbung  unter  den 
zusammengehörenden  (coordinirten)  Katheten  Yornimmt. 

Diese»  Bemerkung  führt  zu  den  Beziehun- 
^  gen  zwischen  den  trigonometrischen  Func- 
tionen solcher  Winkel;  welche  sich  zu 
einem  Rechten  ergänzen.  Stellen  wir 
nämUch  OC  senkrecht  auf  AO  und  fällen 
TOn  N  daa  Perpendikel  NP  auf  AC^  so  tat 


Wig,  idO. 


1) 

3) 

4) 

5) 
6) 


sm  IISS5-—  = 


OM 

PN 

ON 

ON 

AL\ 

OP 

ON 

ON 

MN 

OP 

MO 

NP 

MO 

NP 

MN 

OP 

ON 

ON 

OM 

PN 

ON 

ON 

MN 

OP 

tan  (90«»  — Ii), 
CSC  (W  —  u), 
see  (9a»  — Ii). 


Kennen  wir  denjenigen  Winkel,  wTelcher  einen  gege- 
benen Winkel  zu  90^  ergänzt ,  den  Compl  emen^winkel 
dea  letztem  I  so  lassen  sieb  diese  Gleiobungen  in  d^  ein- 
£sdhtfi  Bega!  ansamman&^WL :  Die  trigonometrlaohe 
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Function  eines  Winkels  ist  die  Cofunction  sei- 
nes Complementwinkels. 

Aus  den  Erklärungen,  welche  wir  von  den  trigonome- 
trischen Functionen  eines  Winkels  gegeben  haben,  geht 
unmittelbar  hervor,  dass  dieselben  absolute  (unbenannte) 
Zahlen  sind,  und  es  scheint  daher  für  den  ersten  Augen- 
blick nicht  möglich,  dieselben  geometrisch  zu  construiren. 
Erinnert  man  sich  aber,  dass  es  freisteht,  irgend  eine  will- 
kührliche  begränzte  Gerade  als  Einheit  anzunehmen,  so  er- 
hellt sofort  die  Möglichkeit  einer  geometrischen  Darstel- 
lung der  trigonometrischen  Functionen,  indem  man  die  frag- 
lichen Zahlen  als  Längenzahlen  gerader  Linien  ansieht. 
Diese  geometrische  Construction  lässt  sich  auf  folgende 
Weise  ausführen.  Mit  der  Längeneinheit  als  Halbmesser 
beschreiben  wir  aus  dem  Scheitel  des  gegebenen  Winkels  u 
einen  Viertelkreis,  welcher  die  Schenkel       Yig.  131. 

des  Winkels  in      B  zweitens  den  Sehen-   ^^=^C 

kel  des  Complementwinkels  in  C  schnei- 
det; von  B  aus  lassen  wir  auf  AO  und  CO 
Senkrechte  herab  und  errichten  endlich 
in  A  und  C  Perpendikel  auf  AO  und  6'ö, 
welche  die  verlängerte  BO  in  E  und  G  schneiden.  Wir 

haben  dann  ^  • 

BD  BD 

smw  =  ^  =  — .  ^ 
secu  =  ^==^=EO. 

Au  1 

Die  Grössen  cos  «,  cot  u  und  esc  u  ergeben  sich  nun  so- 
fort aus  der  vorhin  gemachten  Bemerkung,  dass  sie  Das- 
selbe für  den  Winkel  90<*  —  u  sind,  was  die  Grössen  sin  «, 
tanu,S€C  u  für  den  Winkel  U]  es  ist  nämlich 

• 

cosu  =BF=  OD, 
cot  u  =  CG, 
CSC  u  =  OG, 

und  damit  haben  wir  in  einer  und  derselben  Figur  die 
geometrische  Darstellung   sämmtlicher  trigonometrischen 


Google 


FmiotioMtt^.  IKe  >  Mofa  dieser  Weite  geonetriieh  oon- 

struirten  trigonometrischen  Functionen  pflegt  man  die  tri- 
gonometrischen Linien  oder  auch  den  linear ea  SinuSi 
Cosinus  u.  8.  ^«  m  nennen.  . 


•  f"  -   ■  ' 

BesiehuDgen  swiechen  den  ttigoiioinetriitdlie»' 


Functionen  eines  Winkels. 

Dft  eine  emsige  trigononetrisdie  Function  snr  Bestiiii- 
mung  eines  Winkels  hinreicht,  so  muss  es  offenbar  möglich 
eein,  aus  einer  solchen  Function,  etwa  dem  Sinus,  alle 
übrigen  Functionen  abzuleiten,  oder^  was  auf  Dasselbe  hin- 
Fi   132         auskonuDti  es  müssen  swisclien  den 
'  '     '        Terschiedenen  trigonometriaelienFiaie- 
üonen  eines  Winkels  gewisse  Glescinai- 
gen  statt  finden.  Man  gelangt  zu  den- 
selben leicht  durch  folgende  Bemer- 
kungen. In  dem  rechtwinkligen  Drei- 

^  L    !  1   "^lü  ecke  MON  ist  aaeh  dem  FythagorÜ* 

i-  h  ^"^i*^^  sehen  Lehrsatz: 

oder  nach  beiderseitiger  Divison  mit  ON^ 

d.  i.  vermöge  der  Definition  des  Sinus  und  Cosinus 

{cos  uy  -I-  {sin  m)*  =  1, 
wofür  wir  der  Bequemlichkeit  wegen  schreiben  wollen 

7)  cos'^u  -f  sin^u  =1, 

Dividiren  wir  ferner  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 

welcher  die  Tangente  von  u  ist,  durch  ÖiV,  so 


*)  In  älteren  Werken  findet  man  auch  noch  die  Linien  AD  =s 
1  cot  »  und  Ci'  =3  1  sin  u  al«  besondere  Functionen  aufgeführt,  die 
erste  unter  dem  Namen  des  Sinns  versus  (Qaersinns)  und  die  sweito 
als  Cosinus  versns;  man  bedient  sich  aber  gegenwärtig  dieser  Be- 
seiehnnngen  fast  gar  nioht  mehr^ 
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er^^ver^öge  der  Definition  von  Sinus  und  Cosinus 


sm  u 

OOS  u 


\  «U..elbe  T^rfiüm».  Tgiabt  .ich  .o.  c4u^ 

die  umgekeliite  Gleich uug 


MO 
M 


COtM~- 


ff/.V  /J. 


1 

l<{n  u 


IT  ferner  in  Besiehung  auf.  die  becantjü 


sec  u  = 
l&r  die  Oosecante 


OfUU 


CSC  u  = 


MN 


l 

w 


1 

•J 

I* 

I 

.1 


1 


CSC  u 


8l?l  U 


;  i 

I  jKeM  il&if  Gleiishongen  reichen  hin,  nm  ans  einer  ge-j 
gebttifiia  trigonometrischen  Function  die  übrigen  fünf  zu' 
f^ideu.  Wäre  z.  B.  der  Sinus     ;;eben,  so  ist  nach  Ko.  7) 

f        *       ^  ,  — B  ^^.^  ,  .  j 

^      v  cosuzssyX — sin*u,  <; 

ftnt^'d^rch  Substit^^     in  No.  8) 

ian  u  = 


i&eiter  aus  Ko.  9) 


«1»  14 


W  = 


1 

mit 


cuid  endlich  aua  Ko.  10) 

I    ^    :  secü=—=J=—, 
^  j  -  Kl— «W^K 

(I^XHPflEyidhe  Wewe  kann  man  in  jedem  andern  Falle  ver-; 

fahren  und  eis  fülirt  dann  die  y()lL^tändi^o  iitduindlun^^  uller 
ierher  gehörenden  Aufgaben  zur  folgenden  i  ormeiniabeiie»^ 
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Die  trigonometriscken  Functionen  Stampfer 
und  überstumpfer  Winkel. 

Wir  haben  bisher  nur  die  trigonometrischen  Functio- 
nen spitzer  Winkel  betrachtet  nnd  £ttr  diese  allerdings  die 
vorhandenen  Besiebnngen  anfgeraeht;  es  IM  aber  letobt 

einzusehen,  dass  dicae  gauze  UnterBuchung  immer  noch 
eine  sehr  mangelhafte  heissen  muss.  Da  wir  nämlich  darauf 
ausgehen,  die  verschiedenen  Stücke  eines  beliebigen  Viel- 
ecks in  eine  Rechnung  zu  verflechten,  so  kommen  wir 
schon  bdm  Dreiecke  in  die  Notbwendigkeit ,  stumpfe 
Winkel  EU  bestimmen,  und  betm  Vierecke,  Fttnfecke  u.  s^  w. 
würden  wir  es  soe^ai'  mit  convexen  Winkeln  zu  thun  haben. 
Diese  einfache  liemerkung  zwingt  uns,  einen  Schritt  wei- 
ter zu  gehen  und  die  Frage  zu  beantworten,  in  wie  fem 
bei  solchen  Winkeln,  welche  90«  übersteigen,  eine  Be^' 
Stimmung  durdi  trigonometiiseke  Fnnctionett  statt  finden 
kann. 

Da  es  ganz  Sache  der  Willkühr  ist,  was  mnn  unter  dem 
Sinus ;  Cosinus  n.  s.  w.  eines  Winkels  verstehen  will,  so 
hindert  nichts,  für  stumpfe  oder  überstumpfe  Winkel  ganz 
neue  Definitionen  aufaustMlen;  wollte  man  aber  hierbei 
planlos  verfahren,  indem  man  etwa  für  den  Sinu^  ^es 
stumpfen  Winkels  das  erste  beste  sich  darbietende  Verfalllt- 
niss  erkliiito,  so  geriethe  man  in  die  Unbequemlichkeit, 
ganz  verschiedene  Definitionen  neben  einander  zu  haben 
und  bei  der  Antwort  auf  die  Frage,  was  ein  ^nus  ist,  je- 
desmal die  versdiiedenen  Fälle  unterscheiden  su  müssen, 
ob  der  Winkel  im  ersten,  a weiten  oder  dritten  Qnadran« 
ten  etc.  liegt.  Um  diesem  Uebelstande  aussuweichen,  ha- 
ben wir  uns  nach  solchen  Definitionen  umzusehen,  welche 
ganz  gleichförmig  passen ,  der  Winkel  mag  so  gross  oder 
so  klein  sein,  als  er  will.  Zu  diesem  Zwecke  dienen  fol- 
gende Betraiditungen« 
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Denken  wir  uns  einen  Winkel  AQU  dadurch  entstan- 
den,  dAfts .  sich  eine  begränzte  Ge> 
nde^  von  der  aTsprönglichen  Lage 
AO  cusgebend,  um  den  Ptankt  0  ge- 
drdit  hAt,  so  wird  der  Winkel  AQU 
durch  den  Bogen  gemessen,  welchen 
der  Funkt  \^  beschreiben  musste^  um 
nach  ü  an  gelangen;  die  Anfangs- 
)aga  AO  der  Geraden  büdeti  hin- 
reichend Terl&Dgert,  einen  Durch- 
messer  AA  Ues  bei  einer  YoIIständigen  Upndrehung  ent- 
stehenden Kreises.  Dabei  wollen  wir,  um  in  keiner  Be- 
aiehnag  eine  Ungewiash^  aa  laaaeni  A  als  den  Anfangs- 
pnnkt  des  Bogena  und  ü  als  seinen  £n  dp  unkt  beaeich- 
nen,  ferner  den  durch  den  Anfangspunkt  gehenden  Durch- 
messer AA '  den  Haupt  d  u  r  c  Ii  j n  e  s  s  e  r  des  Kreiises  und 
den  darauf  senkrechten  Durchmesser  den  Nebendurch- 
raesser  nennen.  Lassen  wir  von  U'Bxxi  AO  ein  Pei^en- 
dikjsl  UV  herab,  so  stellt  die  Gerade  AV  die  Projectioo 
dea  Bogena  auf  den  Han^tdurchmesser  dar  und  daher  möge 
die  Strecke  AV  die  Hauptprojection  des  Bogens 
AO  heissen;  in  gleicher  Weise  ist  OV  die  Ha uptp roj  ec- 
tion  des  Kadius  Oü,  Beide  Projectionen  machen  zu- 
aammen  den  Badius  AO  aus,  wo  auch  der  Punkt  ü  auf 
dem  Qimdra&ten  AB  liegen  möge;  es  folgt  daraus:  die 
Hauptprojection  des  Radius  ist  gleich  dem  Un- 
terschiede zwischen  dem  Radius  und  der  Haupt- 
projection des  zugehörigen  Bogens.  Dieser  ^^atft 
m^e  nun  als  allgemeine  Erklärung  darüber  gelten,  was  in 
jedem  Fallei  d«  h»  bei  j.ed^  beliebigen  Lage  Yon  IT  unter 
der  Hauptprojection  des  Radius  verstanden  werden  yolL 
Die  Consequenzen  hiervon  sind  folgende. 

Fällt  der  Endpunkt  des  Bogens  in  den  zweiten  Qua- 
dranten,  etwa  nach  ü\  so  ist  die  Hauptprojection  AV  des 
Bogen»  AU*  grösser  als  der  Badips  AO  und  mithin  wird 
die  DiiFerens  AO  —  AV\  d.  h.,  dio  Hauptprojection  des  Ra^ 


dius 


negativ , 


niuiilich  -  -  —  0V\    Auü  diesem  Kesultuto 


spricht  eine  Feinheit  der  Algebra^  das  negative  Zeichen 
bedeutet  nämlich  den  Gegensatz  in  der  Lage  von  OV 
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gegeiF  ÖVy  denn  in  dn  TiMl'erfltreckt  sich  OV  tob  0  am 

nach  der  linken  Seite  des  Hauptdurclimessers,  OV  dage- 
gen nacli  der  rechten ,  also  entgegengesetzten  Seite.  — 
Daßselbe  findet  statt,  wenn  der  Endpunkt  des  Bogena  in 
den  dritten  Quadianten,  etwa  nach  ü"  fällt;  liegt  er  da- 
gegen im  vierten  Quadranten^  etwa  in  Ü*'\  so  ist  die  Hanpt- 
projection  des  Bogens  wieder  kleiner  als  der  Radius ,  mit- 
hin dit!  liaiiptprojectiun  des  Radius  positiv  wie  im  ersten 
Quadranten.  Dies  zusammen  giebt  den  Satz:  Die  Haupt- 
projection  des  Radius  ist  positiv,  wenn  der  Win- 
.kel,  unter  welchem  die  Fr.ojeetion  geschieht,  im 
et'fttan  oder  vierten  Quadranten  Hegt,  dagegen 
tt^gätiT,  wenn  er  in  den  aweiten  oder  dritten 

Q  u  a  d  r  a  n  t  c  n  f  ü  1 1 1. 

Aehnliche  Verhältnisse  gelten  für  die  Nebeiiprujection 
den« JUhüuS;  welche  dadurch  entsteht,  dass  man  den  Kadina 
oif  den^ebendurchmeaser  projicirt«  Ist  OW  diese  ^eben* 
projection  des  Halbmessers  AO  und  BW  die  Nebenprcjec- 
tlon  des  Complementhogens  BU,  so  hat  man  zunächst  die 
Beziehung:    Die  Neb e npr  oj  ect  i  on  des  Radius  ist 
der  Unterschied  zwischen  dem  Radius  und  der 
Kebenprojection   des    Oomplenientbogens.  Wir 
beliut^en  dieselbe  als  Definition  der  Nebenprojection  des 
Baditts  und  stellen  nun  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie 
vorhin  an.    Liegt  nämlich  der  Endpunkt  des  Bo^fens  im 
ersten  oder  zweiten  Quadranten^  so  ist  die  Nobeiipioici  tiuu 
MfV  oder  BIV  des  Complementbogens  jederzeit  kleiuor  als 
der  Radius,  mithin  die  Nebenpro jection  des  letztern  posi- 
tiv; befindet  sich  aber  der  Endpunkt  des  Bogens  im  dritten 
oder  vierten  Quadranten,  so  ist  die  Nebenprojection  des 
Complementbogens  länger  als  der  Radius,  folglich  die  Ne- 
benprojection des  letztern  negativ.    Man  hat  daher  dön 
Satz:  Die  Nebenprojection  des  Radius  ist  posi- 
tiv, wenn  der  Winkel,  unter  welchem  die  Pro- 
jection geschieht,  im  ersten  oder  aweiten  Qua- 
dranten liegt,  dagegen  negativ,  wenn  er  in  den  . 
dritten  oder  vierten  Quadranten  fällt. 

Mittelst  dieser  Bestimmungen,  bei  welchen  der  Gegen- 
sats  der  Lagen  durch  den  (iegensatz  der  Vorzeichen  dar- 

BchlOBfick,  «MMlri«.  I.  12 
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gestellt  wird;  ist  es  sehr  leicht,  allgemein  giltige  Defini- 
tionen für  die  trigonometrischen  Verhältnisse  aufzustellen; 
indem  wir  nämlich  den  Kadius  jederzeit  im  absoluten  Sinne 
nehmen  (ihm  also  keinen  Zeichenwechsel  gedtatten),  die 
Projectionen  aber  im  obigen  Sinne  anffassen,  aagen  wir:  ' 

Der  Cosinus  eines  Winkels  ist  das  Verhält- 
niss  der  Hauptprojeotion  einer  Geraden  zu  ihr 
selbst;  mithin  positiv  im  ersten  und  letzten  Quadranten^ 
negativ  in  «weiten  und  dritten; 

der  Sinus  ist  das  Verhält^iiaB  der  Nehe&pror 
jeetion  einer  Geraden  su.irhr  .selbst^  also  ppsitiv 
im  eKstftn  wd  «weiten  Quadranteiiy  negativ  *m  drittel»  und 
vierten;  » 

die  Tangente  ist  das  \^erhältnis8  der  Neben- 
projeciion  einer  Geraden  zu  deren  ilauptpro- 
jeotion^  demgemäss  positiv  im  ersten  und  drittoDi  nega«- 
tiv  im  «weiten  und  vierten  Quadranten; 

die  Secante  ist  das  Verhältnise  einer  Gera- 
flen  zu  ihrer  Hauptproj ection  und  wechselt  das 
Zeichen  ebenso  wie  der  Oosinns; 

die  Cosecante  ist  das  Verhältniss  einer  Ge- 
raden zu  ihrer  Is ebenproj e.ction  und  bepits^  de^aelr 
ben  Zeicbenwechsel  wie  der  Sinus;, 

dieCotangenteist  dasVerhältniss  der  Haüpt- 
projection  einer  Geraden  zu  deren  Nebenpro- 
j ection  und  befolgt  denselben  Zelchenwechsei  wie  die 
Tangeute. 

Fig.  134.  Will  man  diese  Definitionen  in  For- 

meln kleiden,  so  kann  dies  leicht  auf 
5^      die  Weise  geschehen  ^  dass  man  L  AOP 
=  L  A'OQ  =  L  A'OS  =  L  AOT  ^  tr 
1^  nimmt'  und  sich  die  Drehung  immer 
rechts  herum  gehend  denkt;  es  ist  dann 

LAOP=u,  LAOQ^im^-u, 
/:./a9=180»-j-w,  i^ÖJ  =  3600  —  1/; 
und  man  findet  aus  dem  blossen  Anblicke  der  Figur  mit 
BUcksicht  auf  das  Obige  folgende  Beziehungen: 
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«•f  Ii)  SÄ H 

a?4f  (360®  — .  m)  xs=  4-  coÄ  « 

sin  u       =  +  i'^i  u 
sin  (180*  —  w)  =  -f.  47>i  u  .  ^ 

2.)    '  \  sin  {ISO' +  u)  =  ^smu 

««  (360» tt)  =  —  «« i< 

^/jrn «  '     dzs  +  tonn 
3)  ^  to«(180«  +  «)«  +  ftwi« 

ftw»  (aeo« — tt)  =  — .  ^o«  1* 

welchen  rieh  leicht  2w(^lf  ähnliche  Formeln  ftir  secu^  etCM 

und  CO/ w  an  die  Seite  stellen  lassen. 

Denkt  mau  sich  die  Drehung,  durch  welche  der  Win- 
kel entstanden  ist,  noch  über  3ö0®  hinaus  fortgesetzt,  so 
kehren*  die  Vorseichen  der  trigonometrischen  Functionen 
periodüich  wieder;  sie  sind  im  fünften  Quadranten  fiesel- 
hen'wie  im  ersten,  im  sechsten  die  nämlichen  wie  im  zwei- 
ten u.  s.  w.  Daraus  folgt  zugleich  ein  Verfahren,  mn  die 
trigonometrischen  Functionen  beliebig  grosser  Winkel  auf 
die  Functionen  spitser  Winkel  euruckzuführen  f  ist  näm- 
lich w  der  gegebene  Winkel,  so  untersuche  man  yorerst^ 
wie  viel  ganze  Umdrehungen  in  ihm  enthalten  sind,  und 
nenne  n  den  ganzen  Quotienten^  welcher  bei  Aubfuliiuiig 

der  Division  «im  Vorschein  kommt^i  und  tt  den' Rest. 
Es  ist  dann  ^ 

MiStan  naeh  dem  Vorigen 

U.  8.  W. 

Der  übrig  gebliebene  Bogen  v  beträgt  weniger  als  360', 
kann  aber  ebensowohl  im  ersten^  als  im  zweiten,  dritten 
oder  yiei»ten  Quadranten  liegen ;  im  ersten  Falle  ^bedarf  ^s 
keiner  weitern  Reduction,  kn  «weiten  Falle  selM'  min 

12* 
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180<*  —  V  SS  tr,  ako  v  =b  180^  ^      es  ist  dann  cos  v 
—  easUf  sinv     +sin  u  n.  8«        im  dritten  Falle  sei 

v=  —  sin  u  etc.  5  im  letzten  Falle  endlich  sei  360**  —  v 
=  u  oder  v=  360® — so  wird  co*'  t;  =  +  ^'0^w,  sinv 
=  —  5m  M  u.  8.  w.  Hiermit  sind  also  unter  allen  Umst&n* 
den  die  Voraeichen  der  trigonometrischen  Functionen  yon 
Mf  bestimmt  und  ihre  Werthe  auf  die  der  Functionen  eines 
fipitücn  Winkels  u  zurückgeführt. 

Nach  diesen  Eröiteruimen  wird  man  sich  leicht  über- 
zeugen, dasB  die  Gleichungen 

.   sin  w  .  cos  w 

im  tv  =  —  ,    cot  - — , 

1  1 

$ec  w  =  ,   CSC  w  ^  - —  , 

für  alle  möglichen  Winke!  w  richtig  bleiben ;  dasselbe  muss 

von  den  daraus  abgeleiteten  Gleichungen,  d.  h.  von  den 
Fornieln  der  Tabelle  in  §.  38  gelten.  Demnach  besitzt 
diese  Tabelle  allgemeine  Anwendbarkeit^  sobald  man  nur 
die  Vorseichen  in  der  gehörigen  Weise  bestimmt|  wozu 
Yorhin  Anleitung  gegeben  wurde. 


§.  40. 

Wachstbum  and  Abnaiime  der  trigoi/ometri- 

schen  Fnnotionen* 

Lassen  wir  in  voriger  Figur  den  einen  Sohenkel  AO 
des  Winkels  AOP  unyerrückt  liegen  und  drehen  den  ande- 

ren  Schenkel  OP  um  den  Punkt  0  Ik  ruin  ,  indem  wir  die 
Drehung  von  derjenigen  Lage  aus  anfangen,  wo  PO  mit 
AO  ausamraenfiel,  so  erleiden  die  trigonometrischen  Func- 
tionen folgende  Veränderungen« 

Der  Cosinus.  Wenn  der  Winkel  AOP'ssO  ist,  so 
fallen  die  Punkte  P  und  A  zusammen;  AO  bildet  dann  selbst 
den  Cosinus  des  Winkels  ]Sull  und  wir  haben 

1)  cos  0^  =  1. 

Während  der  Drehung  durch  den  ersten  Quadranten  ninunt 
4»  Cosinus  fortwährend  ab,,  und  sobald  LAOP^W  ge- 
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mrdctt  Mt|  siekt  sich  die  Lima  MO  aof  deo  blossen  Punkt 
0  «Memmen  I  also 

2)  <^90*«tt0. 

üeber  90®  hinaus  wird  der  Cosinus  negativ  und  vermöge 
der  Gleichung  ^05(180° — m)  —  —  coiu  durchläuft  er  jetzt 
da»  Intervall  0  bis  1  rückwärts  auf  dieselbe  Weise,  wie 
veidiiB  das  Intervall  -f- 1  bis  0.  Diese  Abnahme  erreicht 
ihre  Gritoae  bei  180*,  nämlich 

3)  cos\m=--\,  • 

und  von  hier  an  wächst  der  Cosinus,  indem  er,  sobald  die 
Drehnng  bis  zu  270"  i'ortgesduitten  ist,  wieder  bei  i^all 
anlangt,  nftmlish 

4)  i»f270*rsO, 

und  darauf  im  vierten  Quadranten  das  Intervall  0  bis  +  1 
durchläuft,  weiches  sich  mit 

5)  coi360»  =  -|-l 

«idigt.  Bei  weiterer  Drehung  wiederholt  sich  dieser  Wech- 
sel gleichförmig  wie  bei  der  ersten  Umdrehung.  Es  gilt 
daher  von  dem  Cosinus  der  Satz,  dass  er  die  Gränaen 
-|- 1  und  —  1  nicht  überschreiten ,  und  dass  umgekehrt 
jede  nicht  ausserhalb  dieser  Gränzen  liegende  Zahl  als  ein 
Gesiima  angeaehen  werden  darf. 

Der  Sinus.  Ist  der  Winkel  ÄOP 
=  0,  so  fallen  die  Punkte  M  und  P 
in  einen  einzigen  Punkt  zusammen  und 
es  ist 

6)  «iiO«  =  0. 
Von  da  an  wachsen  die  Sinus,  sobald 
die  Drehung  fortschreitet,  und  es  gilt 
für  den  ganzen  ersten  Quadranten  das  Gesetz,  dass  dem 
grösseren  Winkel  auch  der  grössere  Sinus  gehört.  Den 
grössien  Werth  erreicht  der  Sinus,  wenn  eine  Viertel- 
drehung gemacht,  also  der  Winkel  ss90*  geworden  iat$ 
es  fällt  nämlich  dann  der  Punkt  P  mit  dem  Punkte  C 
und  der  Punkt  M  mit  dem  Punkte  0  zusammen^  so  dass 
sin  AGB  =  OB^  d.  h. 

7)  «n  90«  =  1 

wird«  Betaen  wir  die  Drehung  weiter  fort,  so  nehmen  die 
Sinus  im  zweiten  Quadranten  Tenai^  der  GMohung 
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419(180'^  —  u)s9$^u  Hilf  dietalba  Weise  ab,  wie  sie  im 
ersten  Quadranten  gewachsen  waren  ^  und  der  klaiiiste  Si* 
nus  tritt  bei  der  halben  ümcbehnng  ein,  nftmlich 

8)  sin  1 80»  =  0. 

XXeber  .lSO®  hinaus  werden  die  Sinus  im  dritten  Quadranten 
negativ  und  durchlaufen  vermöge  der  Gleichung  sin(l%Oß-jr^ 
— «M«  das  Interrali  0  bis  — 1,  d,  b.  sie  nehmen  von 
i«pil80*»0  an  ab  bis  * 

wo  nun  die  Zunahme  wieder  anfängt;  yermöge  der  Glei- 
chung sin  (360**  —  w)  =  —  sin  u  durchlaufen  die  Sinus  im 
vierten  Quadranten  das  Intervall  — 1  bis  und  naohdem 
eine  ganze  Umdrehung  vollendet  ißt,  wird  wie  anfangs 

10)  sm360*s=sO. 

Wollte  man  die  Drehung  noch  weiter  fortsetzen,  so  würde 
sich  bei  jeder  folgenden  ganzen  Umdrehung  immer  Das- 
selbe wiederholeui  was  hier  bei  der  ersten  Umdrehnag 
beobachtet  wurde.  Achten  wir  darauf  |  datfs  + 1  und  1 
die  ftussersten  Werthe  sind^  die  ein  Sinus  erlangen  kann, 
80  haben  wir  den  Satz:  Die  Sinus  sind  Zahlen,  welche  die 
Gxänz^n  + 1  und  —  1  nicht  überschreiten;  ebenso  wird 
man  sich  auch  umgekehrt  leicht  überaeügen,  daas  jede 
Zahl^  welche  nicht  ansserhaib  der  Gränaen  -f-.l  und  —  1 
liegty  als  Sinus  eines  Winkels  angesehen  werden  kann» 

Die  Tapgente.  Vermöge  der  Gleichung  tanu  =  — 

^  cos  U 

ist  es  sehr  leicht,  das  Gesetz  für  die  Veränderung  der 
Tangente  zu  erforschen.  Im  Anfange  der  Drehupg  hat 
man  nämlich 

11)  ra»0»  =  0 

und  wäfar^d  des  ganzen  ersten  Quadranten  wächst  die 

l^ang^nte  unaufhörlich^  weil  der  Zähler  des  Bruches  — 

cos  u 

immer  grösser  und  der  Nenner  desselben  immer  kleiner 
wird.  Da  letzterer  der  Null  so  nahe  kommen  kann,  als 
man  will,  indem  man  u  immer  näher  an  90^  rücken  läset, 

so  folgt,  dass  der  Quotient        so  gross  als  nur  denkbar 

Wieden  oder  jede..noeh  so  grosse  ZaU  übersteigen  kann; 
In  diesem.  Sinne  sagt  man,  die  Tangente  von  90*  sei  «n- 


* 
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endlich  gross  (wo  man  sich  nur  hüten  muss,  das  Unendliche 
für  eine  fest  bestimmte  Grösse  anzusehen),  und  bezeichnet 
dies  durch  tan  dO^  =  00.    Dies  bestätigt  sich  auch  geome- 
trisch, denn  wenn  P  in  B  anlangt,  werden  die  Linien  AJC 
und  OP  parallel  und  ihr  Durchschnitt  X  rückt  über  jede 
angebbare  Stelle  des  Raumes  hinaus,  d.  h.  ^JC  wird  unend- 
lich. —  Im  zweiten  Quadranten  durchläuft  die  Tangente 
vermöge  der  Gleichung  tan  (180°  —  u)  =  —  tan  u  dieselben 
absoluten  Werthe  wie  im  ersten  Quadranten,  nur  in  umge- 
kehrter Ordnung  und  mit  dem  negativen  Vorzeichen.  Setzen 
wir  wetsQO"-— d,  wo  d  einen  kleinen  Winkel  bezeichnet, 
80  ißt  tan  (90«  +  d)  =  —  tan  (90«  —  6),  und  wenn  wir  6  bis 
zur  Null  abnehmen  lassen,  so  ergiebt  sich  das  anscheinend 
widersinnige  Resultat  tan  (90« 0)  =  —  tan  (90«—  0).  Das- 
selbe erklärt  sich  aber  leicht,  wenn  man  darauf  achtet,  dass 
90"—  0  das  Ende  einer  von  0«  bis  90«  gehenden  Drehung, 
dagegen  90o-j-0  den  Anfang  einer  neuen  mit  90«  begin- 
nenden Drehung  bezeichnet;  nach  diesen  verschiedenen  Be- 
deutungen, welche  90«  hier  haben  können,  und  die  wir  durch 
%o — Q  ujj^  900  -|-0  auseinander  gehalten  haben,  kommen 
auch  diesem  Winkel  verschiedene  Tangenten  zu,  nämlich 

12)  ^ön  (90« --^  0)  = -t- 00 ,  ^ 

13)  /Äw(90«-f  0)  =  — 00.  ) 
Von  90« -fO  bis  180«  durchläuft  nun  die  Tangente  das  In- 
tervall —  00  biß  0,  weil  nämlich 

14)  /önl80«==0 

ist;  von  hier  beginnt  dieselbe  Zunahme,  wie  schon  früher  - 
von  0  bis  90«,  und  es  wird,  nachdem  die  Tangente  im 
dritten  Quadranten  von  0  bis  00  gewachsen  ist, 

15)  /an  (270«  —  0)  =  +  00 , 

16)  /flfw  (270«  4- 0)  =  —  Qo  . 

Im  vierten  Quadranten  ist  der  Verlauf  der  Tangente  der- 
selbe, wie  im  zweiten  Quadranten  und  es  wird  zuletzt 

1 7)  tan  360«  =  0. 

Bei  weiterer  Drehung  würde  sich  dieses  Spiel  von  neuem 
wiederholen.    Wir  sehen  daraus,  dass  die  Tangenten  das 
ganze  Gebiet  der  positiven  und  negativen  Zahlen  durch-  • 
laufen  und  dass  umgekehrt  jede  algebraische  Zahl  als 
Tangente  eines  Bogens  angesehen  werden  kann. 
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Die  CotaDgenie.   Qleich  anfangs  "vrird  ^die  Ootan- 

gente  unendlich,  weil  der  Quotient        jede  endliche  Zahl 

übersteigt;  sobald  man  U  hinlänglich  klein  nimmt;  es  isk 

daher  ^ 

18)  rnf^'^^^mi 

während  des  ersten  (Quadranten  nimmt  die  Cotangjenie  to«rfc^ 
während  ab  bis 

19)  coiW  =  ^f  ; 
wird  darauf  im  zweiten  Quadranten  negativ  und  dorehläuft 
hier  das  Intervall  0  biß  —  oc.  An  der  Stelle  180"  tritt  ein 
ganz  ähnlicher  Fall  wie  bei  der  Tangente  (^an  der  Steile 
00°)  ein;  es  ist  nämlich  <:o^  (1^0^— - 1^)  ==:— -co/ w ,  fer^^af 
c^(180*'+tt)=:-f-cö/tt,  folglich,  wenn  wir  u  in  NuU^be»;«^ 
gehen  lassen, 

,vaO>  co^(180«  — 0)=»  — 00,  .  _ 

-  '21)  ^o^(lbO°  4-0)^  +  ^0,  „ 

wovon  die  Erklärung  ganz  ähnlieh  wie  bei  der  'Eaafpente 
i«t.  Im  dritten  Quadranten  verläuft  die  Ootangente  .eb«nM 
wie  im  ersten  Quadranten,  wobei  :  - 

wird^  und  im  vierten  Quadranleii  ist  die  Aendt nui«;^  <\f^v 
Cotangentc  dieselbe  wie  im  ssweiten  Quadranten.  An  der 
Stell«  360^  begegnen  w  wieder  dem  Falle,  der  schoU  4»6i 
180*^  vorhanden  war;  aus  den  Gleichungen  üo/ (B60^.^  «#). 
ss^aau  und  co({ZW  +  u)  =  +  coiu  folgt  nämlich  für 
»=0 

23)  coc  (300"  _  0)  =  —  ao , 

24)  cot[dW+0)p=+oo.       .  . 

Von  nun  an  wiederholen  sich  die  vorigen  Bemerkungen. 
Wir  erkennen  hieraus,  dass  die  Ootangenten  das  ganse 

Gebiet  der  positiven  und  negativen  Zahlen  durchlaufen, 
und  dass  umgekelirt  jede  algebraisehe  Zahl  als  Cotangente 
eines  Bogens  betrachtet  werden  kann* 

Die  Secante.  Da  secpt=s-^,  so  haben  wir 

€09«'  . 

25)  *  seciPssi* 

von  da  an  wachsen  die  Secanten  wälirend  des.  ersten 
Quadranten  und  für  2/=90*>  wird  £ec  90^=:^,  d.  h.  un- 
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endlich.  Beachten  wir  aber  ,  dass  sec  {\S0°  —  u)  =.  —  sec  u 
©der,  für  w=90«  — d,  s«:  (90"  4- d)  =s  —  (90»  —  d)  ist, 
und  lassen  d  bis  zur  Noll  abnehmen,  so  erhditi  das«  awoi 
Winkel  von  90*  swei- Seeanten  gehören ,  nfiinlich 

26)  '  j«p  (W  —  0>«=s  +  00 , 

27)  sec  (90°  -f  0)  =  —  00  ; 

im  zweiten  Qaadranten  durchläaft  die  iSecante  das  Inter- 
vall — ^a>  4tts  i^  l,  "wobei  '  :  - 

ItffS^tSi^  tm'Ml^  wieder  das  Inter^rall :  t 

bis  -^do-,  bei  270^  springt  die  Secante  wieder  aas  «dem 

Negativen  ins  Positive  über,  iiaialich  * 

5ec(270«  +  0)  =  +  a>,  ' 
w<^ft|arf^  sie  hn  vierten  Quadranten  von  -(^  oo  bis  + 1;  nämlich 

i  3ixJ.     -  '  5iRß36o»=+i  y 

abnimmt.  Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Secanten  sich  in4 
noi halb  der  beiden  abgc^aondertcn  Intervalle  +1  bis  -f- ^ 
id  ~  1  bis  —  OD  bewegen,  und  ebenso,  dass  umgekehrt 
le  zwischen  diesen  Gränzen  liegende  Zahl  als  Secapt^ 
tee  Bogens  angesehen  werden  kann.  - 

'  i^ie  Qa&pc^nte.    Gleich  anfangs  wird  die  Cosecante 

well  in  aeu^  4-  der  Kenner  für  «  ^==  0  ver- 

schwindet;  also 

32)  eseu^on'y 

im  ersten  Quadranten  nehmen  die  Cosecanten  ab  and  er- 
reichen ihren  kleinsten  Werth  für  tisW,  nftmlich 

33)  CSC  90»  =  +  1 , 

worauf  sie  im  zweiten  Quadranten  wieder  bis  -f*  oo  wach- 
sen; am  Ende  dieses  Intervalles  tritt  ein  Sprung  ein;  aus 
«te7(18a*+ti)a8_M(180^_ti)  folgt  Bftmlich  för 

34)  cf4?(180*-^O)«H-oo, 

35)  CSC  {im  -1-  0)  =:     00  ; 

im  dritten  Quadranten  durch  laufen  die  Cosecanten  das  In- 
tervall —  00  bis  —  1,  indem 

36)  Äfc270<>=  — 1 

kt,  imd  in  vierten  Quadranten  wieder  das  Intervall  —  f 
bis  — od;  an        Stelle  360*  geht  die  Coseoante  wieder 
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aus  —  00  nach  sprungweis  über,  wie  man  aus  der 

Gleichung  —  esc  (360^  4-  u)  =s  4-  esc  i^36ü'^  —  u)  erkennt ;  e% 
wird  daan  i 

37)  citf(360«  — 0)«5— OD, 

38)  C54>(3|iO*  H-  0) «'^  <i»> 

worauf  die  Cosecanie  wieder  wie  im  ersten  Quadraoten 
verläuft.  Wir  sehen  hierauä,  dass  sich  die  Cobecante  in 
den  getrennten  Intervallen  +1  bis  4-00  und  ^1  biß  ~op 
bewegt,  und  dass  sich  umgekehrt  jede  zwischen  den  ange- 
gebenen Xjrränzen  liegende  Zahl  als  Ooseeanto  eines  Bogena 
beteohten  lässt. 

Tabellarisch  ereordnet  können  die  Aenderungen  der 
sechs  trigonometriÄ,clieu  Functionen ..(olgenderiiiaassen  dj&r- 


gestellt  werden ; 

•  1  1    ■  •  ■  , 

1 

[OK 

180» 

270" 

a6o^  1 

Cosinus  .  . 

^j5inU8  ... 
fengente  . 

Cotangente 

Bccaiiie  .  . 

,4^fi^can0., 

l 
0 

ö 
1 

}i  ^  i 

0 

+  OD,  OD 

0 

4.  OD,  —  go 
+  1 

—  1 
0 

—  00,-1-00 

■  -1 

-f  00,  —  OD 

0 

—  OB,  -1-00 

—  00,  4>  00 

S.  41. 

Beaiehnngen  zwischen  den  trigonometrischen 
Functionen  eweier  Winkel« 

Nachdem'  wir  diejenigen  Beziehungen  erschöpft  haben^ 
welche  unter  den  trigonometrischen  Functionen  nur  eines 
Winkels  statt  finden^  liegt  ee  uns  ob,  den  Zusammenhang 

zwischen  den  trigonometrischen  Functionen  mehrerer,  also 
zunächst  zweier  Winke?!  aufzubuchen;  um  dies  aber  mit 
der  nöthigen  Allgemeinheit  thun  au  können,  schicken  wir 
^ine  Betrachtung  über  den  Ziisammenhang  awMchea  deitt 
OdeinuB'iiiMb  deir  Sehne,  eines  Bogeisi  tohhis. 
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weMok  OVttxtoiM  ttnd  AV  gl«Mft  der      '  •  Flg.  tMk  .  > 

anm  Winkel  u  gehörigen  Sehne  oder      ^  ^  ö^*^    ^M"^^  ^ 
kurz  AÜ=^Chordu\  es  werde  ferner       am\^''''/  I  \\ 
4m.  Gerade  (7^'  gesogen ,  so  ißt  in      ^yf  \/  , 
^  r«cliit«nnkltg«n  Dreiecke  AUA'    ^    V)    i»M..r<  '^<i 

=  AA\AV^  AA\  (AO-^OV), 
d.     nach  der  obigen  Bezeichnung 

CÄ«rrf*  tt  =  2  (1  —  w  w). 
WSire        Winkel  if  ein  Stampfer;  etwa  us^LAOU',  se 
wttrde  in  dem  Dreieoke^  AU'A'  die  Beaiehnng 

Air*  =  AA\  aV^  aa\  (AO-\-or)  . 

gelten  und  zugleich  ist  jetzt  AU  ==^  Chord  u,  ö  F'*=  —  cos 
folglicb  wiedemni 

In  derselben  Weise  würde  sich  diese  Gleielmng  kei  Wint 
kein  des  dritten  und  vierten  Quadranten  bestätigen  und 
wir  haben  daher  ganz  ailgemeiA  für  jedes  u  die  Jorn^el 

1)  -  CÄar4««5=2(l — «w«). 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  Winkel         ^ig-  i36. 
AOB  =  a  und.  AOC  =  b,  welche  aus  be- 

'  (kbig  vielen  giausen  Umdrehungen  (jede  . 
s=s36Ö«)  pluB  den  Drehongen  um  AOB  /fSC^ 
und  AOC  entstanden  sein  können,  und  ^üf  M 

"nehmen  AO=lj  BM=sma,  OM=cosa, 
CN  =  sinh  und  ON ~cosb\  ziehen  wir  die  Gerade  BC,  so 
ist  diese  die  SebnOi  welche  znr  Diflferens  unserer  Winkel, 
also  Bom  Winkel  a  —  h  gehört,  in  Zeichen 

Chord  (a  —  b)'^ 

legen  wir  weiter  BP //  CQ  //  AO  und  nennen  S  den  Durch- 
schnitt von  BM  und  CQ,  .so  haben  wir  in  dem  rechiwink» 
Ilgen  Dreiecke  BCS 

2)  "  BO^t^zCS^J^BS^ 

wo  sich  die  Linien  CS  und  BS  leicht  durch  die  Sinus  und 
Oeeinas  r<m  a  und  b  ausdrücken  lassen. 

Wir  unterscheiden  nun  die  beiden  FttUe,  ob  die  Punkte 
Jf  und  N  mi  derselben  Seite,  von  0  aus  geredinifty  oder 
auf  eiitgegengesetzten  Seiten  liegen.   Im  ersten  Falle  ist 
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€S=^MN  offenbar  nichts  Anderos  als  die  J Differenz  zwi- 
schen OM  und  ON,  d.  h.  zwischen  den  Cosinus  der  Wink.^ 
a  und  b,  also  CS^sscota-^ c^b  oder  CS^^cosb  —  cosOp 
je  nachdem  casa  gröeser  oder  kietner  ale  je$äb  ioL  Da 
aber  in  der  Formel  2)  nur  daa  Qaadiat  yon  OS  vorkomml^ 
BÖ  bedarf  es  dieser  UnteMhmdung  nicht;  und  wir  können 

Fig.  IST*  jedenfalls  (75*=  (cos  ö  —  co5^)2  setzen. 

B  Liegen  dagegen  M  und-  N  «ai  en%e^ 

*    /'I^^Zi^X  gengesetaten  Seilen  von  0,  so  ist  €8 

f  Sv}^'---^^^  ==iMN  gleich  der  Summe  der  Linien 

jji       i               jj  OM  und  ON y  oder  auch 

\     M  O,     iSf]  CS     OM  —  ON). 

^  Für  diesen  Fall  Haben  wir  aber  — OJf  sss  cos  AGG ss^^ 
casb,  weil  entgegengesetst  liegende  Cosinas  iiegatif  sind^ 
nnd  mithin  wieder  €S  =  €Ma  —  cosb^  wie  im  vorigen 

"  Falle  i  eö  ibi  daher  unter  ailen  Umständen 

'cS^  =  {cosa'-^cosb)\ 
Darch  eine  völlig  analoge  Betrachtang  öber»eugt  man 
sich,  dass  BS*  =  (0P  —  OQf  in  voriger  Figur  jedenfalls 
=  {sma  —  sinöf  zu  setzen  ist ^  es  mögen  nun  Mund  N 
auf  derselben  Seite  von  0  aiis  liegen  oder  moht.  SnbsU- 

tairen  wir  die  Werthe  von  ^  uiid       in  die  Gleichung  2) 

-  und  berücksichtigen,  dass 

BC*^Chard*{a^b)^2[l^co${a-'b)]  / 
ist,  so  verwandelt  sich  die  Gleichung  2)  in  die  nachstehende 

■   2  —  2cos{a  —  b) 
=  (cos  a  —  cos  by  +  (sm  a  —  sin  b)* 
=sco^a  +  ca^b  —  2cos0easb 

-|-m*iv-}>«m'^  —  2$hiasmb; 

vermöge  der  Beziehung  cos^  u sin*  u  =^  1  wird  hieraua 
nach  gehöriger  Hebung 

3)        .cos(a — b)s:scosaeosb  +  shiasinbf 
wenach  sich  also  der  Cosinus  der  Winkeldifferenz  a  —  h 
berechnen  lässt,  wenn  die  Sinus  und  Uoainus  der  einaelnen 
Winkel  a  und  b  bekannt  sind. 

Eiae  Formel  für  den  Sinits  der  Winkeldiffwens  « 
isl  hierasu  leicht  jm  erhalieii,  wenn  maa  udk  eramert,  daea 
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sin  (a  —    r=  ^1  — .  cos^  (a  — ft)  •  • 

Min  IDUSS;  nun  giebt  aber  die  Quadratur 

und  wenn  man  diese  Gleichung  von  der  Eine  abiieht^ 
sin*  (a  —  ^)  =  1  —  cos*  a  cos  •  ^  — -  sin^  a  sin*  b 

—  ^sma  cos  b  cos  a  sin  b. 
Setzt  man  hier  für  cos*  a  das  gleicbgeltende   1  —  «m*  a 
und  für  Hn^a  da»  gleichg^lende  1  — co^a^  so  wird 
rii^  (a — ^ )  =3: 1     (coi»  d + h) 

-f-  sir? acosb -{'C^tiiin^h 
—  2  sina  cos  b  cos  a  sin  b. 
T)Ie  erste  Zeile  rechter  Hand  ist  zusamineu  =0  und  das 
Uebrigbleibende  ein  'vollständiges  Quadrat ,  nämlich  =t= 
(«m  a  co$b  ^eos  aün  b)*,  and  mithin  haben  wir  durch 
Worzelausziehung 

sin  {a  —  ^)  =  +  {sin  a  cos  b  —  cos  a  sin  b}. 
Das  Vorzeichen  entscheidet  sich  durch  die  einfache  Bemer- 
kung,  dass  für  ^  =  U  die  Gleichung  sin       sin  a  zum  Vor- 
-  schein  kommen  mass ;  man  kann  daher  nur  das  obere  Zei* 
chen  gebrauchen  und  dieses  giebt 

4)  sin  {a  —  b)  ~  sin  a  cos  h  —  cos  a  sinb. 

Aus  den  Formeln  3)  und  4)  lassen  sich  nun  leicht 
zwei  andere  ableiten,  welche  den  Cosinus  oder  Sinus  einer 
Winkelsamme  finden  lehren ;  setzeir  wir  nämlich  a  —  bs=:e, 
alsoa  =  ^  +  ^,  so  ist  nach  3)  und  4) 

cos  c  =  cos  [b  +  c)  cos  b  -h  ^^fff  (b  -f-  c)  sin  b, 
sin  c  =^  s/n  {b    c)  cos  b  —  cos  i^b  -f-  c)  sin  b , 
worin  man  cos  {p     c)  und  sin  {b  +  c)  als  zwei  Unbe- 
kannte ansehen  kann.    Die  Elimination  derselben  nach 
den  bekannten  Methoden  der  Algebra  führt  dann  zu  den 
Formeln : 

eos  (b-^-c)^ cos beose sin b sine f 

sin     -f-  c)  =  sin  b  cos  b  '\-cosb  sin  c , 

oder,  wenn  man  der  Gleichförmigkeit  wegen  a  für  csehreibt^ 

5)  €0$  {a  +  b)=:i  cos  acosb  —  sina  sin  bf 

6)  sin  {a-\'b)  ^  sin  a  cos  b     cosa  sin  b. 

Um  FormeUfc  fülr  die  T-aagente  und  Cotangente  der  Di^ereoff 


Digitized  by  Google 


oder  Summe  Aweier  Wkik^;Sii  «rhftliea,  braaekl  iimui  nur 

die  Beziehungen  tan  u  =        und  cot  u  =        in  Anwen- 
.       .  cosu  gmu 

dii]i|^,  «a  briii|^en;  so  giebt  die  Qleichung  5),  darch  No.  4) 

dividirt. 

oder,  w^nn  mau  Zähler  und  ^Neuner  durch  cosa  cosb  di- 
vidiri^    '        ,  "    .   '  ' 

7)  ,««^a-:*)  =  ^-^,      *  • 
Ebemio  ieiclit  hat  num  umgekehrt 

,        gmacotb  —  cos  atinb' 

und.  wenn  Zähler  und  Nenner  durch  sin  a  sin b  dividirt 
wird,  „ 

8)  cotia-b)  =  ^^l^p-^. 

^        ,  ^         ^       cot  b'^cota 

Aus  den  Gleichungen  5)  und  6)  ergeben  sich  mittelst  des- 
selben Verfahrens  die  Formein  .  ' 

Ö)     ■  AI»  (a +  *)=  ,"""'  +  '""  * 

10)  '  cot(a+b)  ^  £?L«  «^lAr-J . 

'  \    •     /        cot  b-^cpta 

,  .  £a  knüpft  sich  an  diese  Qrundformelu  der  Trigöno* 
metrie  noch  eine  eigenthümliche  Bemerkung.  Lassen  wir 
näm'lich  in  den  Gleichungen  3);  4),  7)  und  8)  den  Winkel 

in  Kuli  übergehen^  üo  gelangen  wir  zu  den  Beziehungen 

j jv       (cos  (— - b)  =  +  cos b,   sin  ( —  b)  ='^sinb, 
'      \ml-^b)=-mb^  co((—b)  =  —cofb, 

und  fragt  sich  nun,  was  man  von  denselben  zu  halten, 
d.  h.  was  man  unter  einem  negativen  Winkel. und  dessen 
itrigonometrisohen  Functionen  zu  verstehen  ,habe.  Nun 
sahen  wir  aber  schon  in  §•  2,  dass  bei  einem  Winkel  nicht 
nur  seine  Grösse,  sondern  anch  die  Drehungsrichtang, 
durch  welche  er  entstanden  ist,  beachtet  werden  muss,  und 
ferner  sind  wir  in  §.  39  darauf  hingewiesen  worden  ,  dasi» 
entgegengesetzten  Vorzeichen  entgegengesetzte  Lagen  ent- 
sprechen. Beides  zusanmien  berechtigt  uns,  das.  negative 
Vorzeichen  des  Winkels  b  auf  eine  entgegengesetate  Dre- 
hfungsrichtang  an  besdehen,  und  wir  wollen  daher,  von  jfltet 
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itf,  '^ftfitör  +  b  und  —  b  Winkel  verstehen ,  welche  dnrch 
gleich  grosse,  aber  nach  entgegengesetzten  Rkhtangec 
ausgeführte  Drehungen  entotanden  iiiid.  DemBiUsh  ist 
tBttLAÖP'i=^-\'  b,  L  i<02^  «= so- 
bald wir  uns  den  Winkel  AOP^  dnrch 
eine  Drehung  rechts  herum  und  den 
Winkel  AOT  durch  eine  Drehung 
■UieJcA  herum .  erseug^  denken.  Hiernach 
k$am  der  Sinn,  der-  Qleiohiuigen  11) 
Ukiki  fefund^  weirde»;  es  ist  nttinUch  r 
cos  AOT  =  cos  AOP,  d.  h.  eos  » 
cos  {—b),  ferner  sin  AOT^  MT  und  im  AOP  =  MP,  d.  h. 
die  Winkel  AOT  und  AOP  haben  gleich  grosse  aber  ent- 
gegengesetzt liegende  Sinus,  in  Zeichen:  sin  ( —  b)  = 
—  ün  dasselbe  gilt  für  die  Tangenten  und  für  die 

Cotangenten,  so  dass  sich  also  die  Gleichongen  11)  als 
yoUkommen  richtig  aasweisen ,  sobald^  man  den  Gmitdge- 
danken  festhält,  dass  entgegeng'esetzte  Lagen  arithmetisch 
durch  entgegengesetzte  Vorzeichen  ausgedrückt  werden. 

Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gleichungen  3) 
hb  Vi^'  ebensowohl  für  positiT#«ls  negative  «^tnd^  gekeft; 
ktoseii'  wir  &;B.  in  Ko.  5)  -^b  Uk  4lio  Stelle  y<m  -f  b  tre- 
ten, so  wird  '       '  r  ;      '    :  i;  Ar. 

cos  [a  +  (-:  b)^  zsscosa  a^s      b)  —  sin  a  sin  ( —  b) ,  ; 

d.  h. 

cos  (ä  —    =  cos  a  cos  b  -f-  sin  a  sin  b, 

and  da  diese  Formel  mit  der  in  Ko.  3)  verzeichneten  ySllig 
übereinstimmt,  so  dürfen  wir  in  No.  5)  b  ebensowohl  posi- 
tiv als  negativ  nehmen,  ohne  die  Richtigkeit  dieser  Formel 
zu  stören.  Dasselbe  wird  man  ohne  Mühe  an  allen  übri- 
gen bisher  entwickelten  Formeln  bemerken  und  wir  dürfen 
daher  den  wichtigen  Satz  aussprechen,  dass  die  Formeln 
3)  bir  10)  für  alle  mdglichen  «  und  ^  giltig  bleiben,  " 


iiih  1    ;Hf{  txMi  r     Fortsetzung,  ib       •         ;i*    ;  « 

4  t^i^^Miil  fiiii  des  Voirigen  Paragraphen  lassen  ^ink 
PMllllIenge  ^Öh^^oiobinkllön^  zi^^  tmd  %erjte[n  däftdri^h 


zu  einer  reichen  Quelle  von  Bezieliungen  zwischen  den  tri- 
goüQoyoietxuchen  Functionen  zweier  oder  meh^arer  Winkel 
•Wir  w^Uen  die  haaptsächlichaten  diea^r  Formeln  hier  ent- 
wickeln. Setsen  wir  in  den  Qleiebuagea  5)  uod  6)  d«B 
vorigen  Paragraphen  ^  =     so  wird 

1)      -  cos  2a  =  cos*  a  —  sm*  a,. 

Die  erste  von  diesen  Formeln  iet  neeh  sweier  Umgestaltas- 

gen  fähig;  indcui  niau  entweder  1  —  cos*  a  an  die  Stelle 
von  shi?  a,  oder  1  —  sin^  a  für  cos*  a  setzt;  das  Erste  giebt 

3)  m2tt»2cos*a— >  1 
tmd  das*  Zweite  .  ' 

4)  cos2a=  \  —  2  sin*         "  ' 

wofür  man  auch  schreiben  kann 

* 

Ö)  1  —  eös  2a  =  2  sin*  a , 

oder,  wenn  2a=^b  gesetzt  wird, 

7)  t  +€asb::=2€os* 

in  weicher  Gestalt  die  Formeln  häufig  angewendet  werden. 
Bieht  man  cos  b  als  bekannt,  dagegen  cos      und  $m 
als  unbekannt  an^  so  ergiebt  sich 

9)  coÄj&=jf/I±^,  - 


10)  sin^b^j/i 


—  cos  b 

wonach  man  Cosinus  und  Sinus  des  halben  Winkels  au8 

dem  Cosinus  des  ganzen  Winkeis  berechnen  kann.  Durch 

Division  erhält  man  ferner  aus  den  Gleichungen  7)  und  8) 

4  K       1  +  cos  b         ^  , ,     1  ^  60»  6  , . 

'        1  —  co*d  *  '1-1- «0t  6 

und  durch  Wurzelaus^iehung 

12)  /anU  =  j/IE^, 

Kehren  wir  nach  den  besondern  Entwickelungen  iilr 

die  tritronoiiieli  iscfien  Functionen  ganzer  und  halber  Win- 
kel wieder  zu  den  allgemeinen  Formeln  3),  4),  5)  und  6) 
des  ^vorigen  Paragraphen  aurück,  so  ergiebt  sich  aunäcbfit 


V 
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durch  AdditaoB  der  Gleiclmiigeii  3)  und  5),  iroiMt  wir  die 
redite  Seite  gar  linken  maehen, 

13)  2  Cosa  cos cos  (a  —  b)     cos  (a  +  b) 
und  ebenso  durch  Subtraction 

14)  2  sin  a  sifi  h  =  cos  («  —  b)  —  cos  {a  +  ^), 

Die  Addition  und  Subtraction  der  Gleichungen  4)  und  6) 
ffthrt  anf  ähnliche  Weise  su  den  Formeln 

15)  %9macosh^shi    +    +  sin  (a'—-b), 

16)  2  cos  a  sin  b  =  sin  (a-^-b)  —  sr?i  (a  —  b) , 

und  diese  Formeln  dienen  dazu,  um  das  Produet  zweier 
Sinus ;  zweier  Cosinus,  oder  eines  Sinus  und  eines  Cosinus 
in  eine  Summe  oder  Differenz  von  Cosinus  oder  Sinus  m 
seriegen. 

Setsen  wir  in  den  soeben  gewonnenen  vier  Formeln 

a  -\- 

a  —  b^B, 

so  folgt  zunächst 

und  wenn  wir  diese  vier  Werthe  substüuiren,  wobei  wir 
wieder  die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  zuerst  hinschrei- 
ben, so  gelangen  wir  zu  der  folgenden  Gruppe  von  Formeln: 

17)  cüsB-^cosA^i  2 cos  \{A-{-B),  cos  ^{Ä  —  B), 

18)  casB'-'C0sAss,2sin^lA-^B).siHllA'^B), 

19)  sinA  +  sinB^2smi(A  +  B).€0silA^B), 

20)  smA^sinB  =  %cosi  (A  +  B) .  sin  HA--  B). 

Dicker  Gleichungen  bedient  man  sich,  um  die  Summe 
oder  Differenz  zweier  Cosinus  oder  Sinus  in  ein  Produet 
zu  verwandeln,  und  es  sind  demnach  diese  Formeln  ge* 
wissermaassen  als  die  Umkehrungen  der  vorhergehenden 
vier  Formeln  zu  betrachten. 

Durch  Division  leitet  man  aus  den  vorigen  vier  For- 
meln leicht  noch  die  folgenden  ab: 

'  COK  A  '\'CQB  B  *  ^  ' ' 

'  COS  A     COS  B  -         '  ^ 

sin  A  4-  sin  B  ,  /  ^ 


C(}8  A  —  cos  B 
'  eoiA  —  eoiß  *  ^  ^ 
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25)  =  U,n^{A  +  B).  cot  i  {A  -  B) , 

Endlich  kann  man  auch  leicht  zn  Formeln  gelangen^ 
welche  für  die  Tangenten  nnd  Cotangenten  Das  leiaten, 

was  die  Formeln  17)  und  20)  für  die  Sinns  nnd  Coiiniia. 
Es  nämlich: 

cosi  A        cos  Ii 
_    «tn  A  cos  B  -y-  cos  AsinB 
*  cos  A .  cos  B  ' 

d>  h.^  wenn  man  die  Formel  für  ^m(^  +  ^)  benotat, 

Gknan  dasselbe  Verfahren  liefert  ohne  Mühe  die  ent- 
sprechenden Foruiein: 

28)  «m^-ftmJ='!"<f-*i, 

'  >  COS  A .  cos  B' 

29)  '  .  ««J  +  «<^  =  *4!!-^-^i, 

'  '  sinA,  sin  B 

'  sm  A  .  sm  B 

Eine  afldere  Gruppe  von  Formeln  ergiebt  sich,  wenn 
man  von  den  Quadraten  der  Tier  Gleichungen 

sin  {A-{- B)  =s  sm  Acos  B  +  cos  A$m  Bf 

sin  {A — ^)  =  sin  A  cos  B  —  cos  A  sin  B  ^ 
.  "    cos  {A-\'  B)  =  cos  Ä  cos  B  —  sin  A  sin  B ^ 
cos  (A — B)  =  cos Acos B  +  sin  A  sm B 
ausgeht.   Das  «Quadrat  der  ersten  Gleiehi^ng  ist 

sin'     +  jP)  =  sm*  A  cos^  B  +  cos*^  A  sin^  B 

+  2  sin  A  cos  A  sin  B  cos  B] 

ersetst  man  hier  co^B  durch  1  — sin*B  und  cos^A  durch 
l^sifi^Af  so  erhftlt  man 

sin*  (A  +  B)==z  sin^  A  +  sm'  B 

—  2  sin^  A  sin*  B  +  2sin  Acos  A  sinBcos B 
=  S9nA^+8in*B 

+  7,siBAiinB  (cosAcosB — $inA9in£\. 

d.i. 

31)  sin^  {A+B)=  sin^  A  +  sm'  B  +  2  sin  AsinB  cos  {A+B). 
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Ans  der  zweiten  der  obigen  Gleichungen  zieht  man 
mitteist  desselben  Verfahrens 

dasselbe  Resnlt^  ergiebt  sich  auch,  wenn  man  in  Kb»  31) 

—  ^  an  die  Stelle  von  U  treten  lässt. 

Das  Quadrat  der  dritten  von  den  obigen  Gleichun- 
gen ist 

cas^{A  +  £)=:co^Acos'B  +  sin^Asm^B 

-^^casAsmAcasBsinB] 
ersetzt  man  co^B  durch  1 — sin^B  nnd  sin^A  dorefa  1 — co^A, 

ßu  wird 

COS*  (^4--^)  ^cos^A  +  sin^  B 

.  —  2  cos^  A  shf^B^  IcosA  sinAcosBsmB 
=  co^A-^sm^B 

-^^cos  AsmB{ßmAcosB'\'Cf^Aüi^B\ 

33)  cm^  (A+B)  ^cos^A-^  am^B^  2  cos  Asm  B  sin  {A-^-B), 

Aus  der  vierten  der  obigen  Formeln^  oder  wenn  man 
B  negativ  nimmt,  ergiebt  sich  das  analoge  Resultat 

34)  eoi^(A—B)^co^A  +  sinF  ^  -f  2  cos  AsinB  sin  (A  —-ff)* 

Alle  hier  ^itwickelten  Gleichungen  besiehen  sich  im" 
mer  nur  auf  die  trigonometrischen  Functioneii  zweier  Win- 
kel, aber  es  reicht  dies  auch  vollkommen  aus,  weil  man 
bei  mehreren  Winkeln  diese  Formeln  der  Reihe  nach  in 

Anwendung  bringen  kann.  Verlangt  mau  z.  B.  eine  F oriuel 
für  sin  (a -[-b -\- c)y  so  betrachte  mau  zuvörderst  b-i-c  als 
einfache  Grösse  ^  es  ist  dann 

sm  {a  +  b  +  c)  =  sinaeos{b  +  c)  '{-cosa$in(b  +  c), 

und  wenn  man  jetzt  wieder  cos{b  +  c)  und  sin\p  +  c)  ent- 
wickelt, so  wird 

35)  4m{a+b  +  c)==sinacosbcosc-^sinasinbsmc 

+  €OsasinbcoSrC  +cosacasb  «1»  c , 
womit  eine  Formel  gewonnen  ist,  welche  den*Sinas  emes 
dreitheiligen  Winkels  finden  lehrt,  wenn  die  Sinus  und 
Cosinus  der  einzelnen  Rcstandtheile  gegeben  sind.  Für 
hssß  =  a  wird  spezieller 

««n  3  a  s=  3     a  co^  a  ^  sin*  a , 
odeTi  wenn  man  t  -^^a  ftbr  uot^a  substiturti 

13« 
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36)  «Ät3«  =  S«Ä|rff^4«Äl^«. 

Man  wird  ans  diesem  Beispiele  leicht  abnehmen  köl^- 
nen,  wie  man  sich  in  jedem  anderen  Falle,  wo  drei  oder 
noch  suehr  Winkel  vorkommen,  zu  verhalten  hat.  Eine 
bemerkenswerthe  Entwiokelung  für  eine  beliebige  An£ahl 
gewisser  Winkel  wollen  wir  im  folgenden  Paragraphen 
mittheilen. 

§.43«  ^ 

Entwickelung  von  Summenformeln. 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe^  die  Summe  der  Cosinus 

von  den  Winkeln  2w,  3w,  4m,  .. .««  zu  finden  und  be- 
seichnen  jene  unl  ekaunte  Summe  vorläufig  mit  S,  wonach 

S  =  cos  u  +  cos  2u  -\-  cos  du  + » • .  +  cos  nu 
ist.   Diese  Gleichung  multipliciren  wir  mit  2sin^u  und 
zerlegen  rechter  Hand  jedes  Product  in  eine  Sinusdifferens^ 
indem  wir  die  Formel  ^ 

2  cos  A  smB=^  sin  (A  +  B)^  sin  {Ä  —  B) 
der  Reihe  nach  für  ^  —     2u,6Uy  .,.nu  ^nd  für  B  ^  \u 
benutsen;  es  wird  dann 

%S8in\u  =  sin\u  —  sin\u 

sin\u  —  sin\u 


+  sm  — 5 —  tt  —  $m  — 5 —  «. 

Nach  gehöriger  Hebung  vereinfacht  sich  diese  Glei- 
chung ^  nämlich 

^Sstn\u^  —sin \u  -f-^M w  =  —  sin \u  -{-sin («+  \) u ; 

hieraus  wird  S  leicht  gefunden^  und  zwar  ist  zufolge  der 
ursprünglichen  Bedeutung  von  S 

f  cos  u  +  cos  2u    cos  Su  +  •  ^  >  +  €08  nu 

1)  I  —    1  ^  i^^iLiü-lIl' 

Durch  ein  ganz  ähnliches  Verfahren  gelangt  man  zur 

Kenntniss  der  Summe 

Ts=ea8H^cos2u  +  cos^u^,..  ±co8nUf 
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wobei  im  .letzten  8iim münden  das  obere  Zeioheo  einem  un- 
geraden das  untere  einem  geraden  n  entspiioht.  Man 
moltiplicirt  nättlich-  die  vorstehende  Oleickung  mit  2co«  |u 

und  zerlegt  rechter  Hand  jedes  Cobinusproduct  in  eine 
bumme  von  Cosinus;  dies  giebt 

2  T cos     ^  cos     -i-  cos  ^  u 
,  —  co$%u  —  cos 

—  cosl^u — cos 


,  2/4  —  1       ,         2 -4-  l 

±cos — —^±cos—-^-, 
d.  i,  nach  gc Inniger  Hebung 

Hieraus  findet  sicii  nämlich 

{cosu  — €a82u  +  cos^u —  •  • .  +  co<nu 

Dasselbe  Resultat  kann  man  auch  dadurch  erhalten,  dass 

man  in  No.  1)  180*'  —  u  an  die  Stelle  von  ti  treten  läH,>t. 

Die  benutzte  Methode  führt  noch  zu  mehreren  ähn- 
lichen Beihensummirungen,  von  denen  nur  die  folgenden 
hier  atehien  m$gen: 

am  u  4"  sin  2  m  4-      3  ?/  -|-  . . .  -j-  sin  n  u 


2  sin  ^  IC 


Die  Richtigkeit  derselben  ist  leicht  zu  prüfen;  multiplicirt 
man  nämlich  die  erste  Gleichung  mit  1sin\u,  die  zweite 
mit  Icos^^u  und  zerlegt  die  linker  Hand  vorkommenden 
Producte,.  so  gelangt  man  in  beiden  FlUien  au  identisohen^ 
also  richtigen  Gleichungen. 

Die  entwickelten  vier  Formeln  können  unter  Anderem 
benutzt  werden,  um  die  Summe  der  Cosinus  oder  Sinus^ 
solcher  Winkel  zu  finden,  die  in  arithmetischer  Frogres- 
sim  fortsohxeiten.  So  erhklt  man  mit  Hilfe  der  bekaantiii 
Fmnel  fär  <^(a+^) 
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cos  a'^cos{a  +  ß)  +  eos{a  +  2ß)'^  .  .      cos  [a+m  —  lß) 
=  eo$ a[l  +  eös ß-^ cos  2ß  + . . .  +  cos  {m ^ \)  ß] 

'und  wenn  man  hier  die  Formeln  1)  und  3)  für  u=zßj 
n  =  m  —  1  benutzt,  so  wird  die  rechte  Seite 

was  sich  noch  vereinfacht,  sobald  man  Alles  auf  den  ge- 
meinsamen Kenner  2  sin  ^  ß  bringt.    Das  Endresultat  ist 

+cos{ix+m^\ß) 


(cosa  +  cos  (a-f-jS)  +  cos  {a+2       . . . 
_  JWtI«  +  (CT-i)^]-m(«~|/3) 
2siniß 


Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  die  analoge  Formel 

Istn  a-^-  sin  {a'\'  ß)  +  sin  («+2|3)-f .  1 /J) 

6)  <  cos  [^a  —  iß)  —  (-0^  [u'^'im  —  |)  ß] 

Im  Anhange  zur  Trigonometrie  wird  man  eine  bemer- 
kenswerthe  Anwexidniig  dieser  Formoln  finden* 


§.  44. 

Die  Berechnung  der  trigonometrischen  Tafeln. 

Wenn  die  Einführung  d«  trigonometrisdien  Fonctio- 

nen  überhaupt  von  Nutzen  sein  soll,  so  muss  man  im  Besitze 
einer  Tabelle  sein,  aus  welcher  man  die  Zahlwerthe  der 
trigonometrischen  l^'unctionen  ohne  Weiteres  entnehmen  und 
umgekehrt  auch  den  zu  einer  gegebenen  Function  gehö- 
renden Winkel  €nden  kann.  Die  natüriichste  Einnohtang 
einer  derartigen  sogenannten  trigonometrischen  Tafel  be- 
stünde offenbar  darin,  dass  man  sieben  Verticalreihen  (Co- 
lonnen)  neben  einander  stellte^  von  denen  die  erste  die 
Winkel,  etwa  von  Minute  zu  Hinute  fortschreitend  (ti « 1', 
^,  3'  XU  s.  w.),  enthiehe,  wfthrend  in  deh  übrigen  Oolon- 
gien  die  sechs  trigonometrischen  Functionen  nebeneinander 
verzeichnet  wären,  wodurch  die  ganze  Aufstellung  den  be- 
kannten logarithmischen  Tafeln  sehr  ähnlich  werden  würde« 
Man  übersieht  nun  auf  der  Stelloi  daas  die  Bereekniiog 
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einer  derartigen  Tabelle  möglich  Bein  wird,  wenn  man  erst 
den  Sinna  yon  einer  Minute  kennt,  woraus  sieh  die  ttbra» 
gen  Functionen  dieses  WinJ^els  sogleich  finden  lassen^ 

nsn  hätte  nämlich,  sobald  wir  sm  1',  cos  1\  tan  1'  und 
C(d  V  als  bekannt  voraussetzten ^ 

51»  2'  =  2  sin  V  cos  1', 
woraus  dann  wieder  cos  2',  km  2\  cot  2'  folgen;  femer 
wäre 

sin  d'=sfyt  (2'+ 10  ^sin  2' casl'+ cos2'  sin  1% 

wodurch  zunächst  sin  3'  nnä  nachher  cos  3',  tan  3',  cot  3', 
bekannt  werden;  weiter  würde  dann  sein 

fm4'=sin(^'+r)=ssmZ'  cos  V  +  eos  3'^!', 
und  dieses  giebt  sin  4',  cos  4'^  tan  4',  cot  4';  wie  man  die- 
ses Verfahren  immer  fortsetzen  kann,  erbellt  ohne  Schwie- 
rigkeit. Um  nun  zu  dem  Zahlwerthe  von  sin  1'  zu  gelan- 
gen, stellen  wir  die  folgenden  Betrachtungen  an,  welche 
eich  überhaupt  allgemeiner  auf  die  trigonometrischen  Func- 
tionen kleiner  Winkel  beziehen. 

Zufolge  einer  Eigenschaft  des  Cosinus  haben  wir 

C0sus=il  —  4  Chord*  u , 
und  folglich,  wenn  wir  an  die  Stelle  der  Sehne  Ton  fi  den 
Bogen  von  u  setsen,  wo*  nun  Chord  u  <  Are  u  ist, 

Andererseits  muss  cos  u  <i  1  sein,  und  wir  haben  daher 
zwei  Gränzen,  zwischen  denen  der  Cosinus  jederzeit  ent- 
halten ist.   F&r  den  Sinus  findet  man  ein  Paar  ähnliche 
Glänzen  anf  folgende  Weise.    Es  sei        Flg.  139. 
J0=1,  L  AOD  =  w ,       =  sin  Uy  AD 
=  im  u,  ßo  hat  man  vermöge  der  Be- 
merkung, dass  die  Fläche  des  Dreiecks 
AOJ>  mehr  als  die  Fläche  des  Sectors 
AOB  beträgt, 

itmu>iArcu  odeir  Arcu, 

mithin 

sinu'^  Aren,  cos  u^Arcu^i  —  ^Art^u). 

Andererseits  ist  die  Dreiecksüäche  A0£  kleiner  als  die 
Fläche  des  gleichnamigen  Sectors,  daher  ,  . 

isinu<i^Areu  (iies  sinuK^ArcUf 
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wie  auch  unmittelbar  aus  dem  Grundsätze  in  §.  I  6  ge- 
schlossen werden  kann. 

Denken  wir  uns  den  ¥(pkel  u  mthi  in  Gradfto/lfi* 
nuten  n.  8.  w*,  sondern  in  Theilen  des  Halbmessers  ansge» 

drückt  und  nennen  d  die  Länge  des  Bogens  Arcu,  so  sind 
sinn  und  sin  ö  gleichbedeuteinl  und  die  vorigen  Beziehun- 
gen nehmen  die  einfachere  Jb'orm  an: 

1)  ^  <  1  und  co$d>l  —  ^d^, 

2)  5m  d  <  d  und  smS^d  —  J d' . 

Hieraus  lassen  sich  leicht  Schlüsse  auf  die  numerischen 
Werthe  der  Sinus  und  Cosinus  kleiner  Winkel  machen, 
sqbald  man  noch  berüeksiebtigt,  dass  die  trigonometri- 
sdien  Tafeln  wegen  der  Irrationalität  manoher  Sin« 

^z.  B.  sin  45<^  =  ~=J  nickt  mit  yoUkon^ener  Genauig- 
keit, sondern  nur  mit  einem  bestimmten  Grade  der  Genauig- 
keit; etwa  auf  sieben  Decimalstellen  berechne^  hergestellt 
werden  können«  Denken  wir  uns  nämlich  in  No.  2)  den 
Bogen  9  so  klein ,  dass  4  d*  auf  die  siebente  Decimalstelle 
keinen  Einfluss  ausübt,  so  sind  in  diesen  sieben  Stellen 
die  Grössen  1  und  1  —  ^  gar  nicht  verschieden  folg- 
lich ist  dann  auch  co8d=l  m  setsen.  Aus  der  Bedingung 

folgt  aber 

ö  <  l^,  d.  h.  d  <  0,0004472, 
10* 

oder  in  Graden  ausgedrückt;  d<  0*^1' 33",  und  es  ist  da^ 

her  der  Cosinus  eines  kleineren  Winkels  auf  sieben  Deci- 
malen  genau  der  Einheit  gleich.  Denken  wir  uns  ferner 
in  No.  2)  d  so  klein,  dass 

-      ^  10'  ^10'  ' 

SO  stimmen  die  Grössen  d  und  d  —  4  ^'  sieben  Decima- 
len  überein  und  mitbin  ist  dann  sin  d  =t  d.  Aus  der  obigen 

Ungieicbuug  folgt  aber 

d  <        ,  d.  h.  Ö  <  0,0056480 , 
"  10* 

oder  in  Graden: 

d<0«20'6", 
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nnd  es  ist  daher  der  Sinus  eines  kieineren  Winkels  auf 
«eben  Decimalen  genau  dem  sngehdrigen  Bogen  gleich. 

Die  gemacbteii  Beineriaingeii  bieten  ein  leichtes  Kit- 
tel dar,  um  den  Anfang  einer  trigonometrischen  Tafel;  nftm- 

lich  die  Functionen  von  1',  2',  .  .  .  bis  20'  zu  berechnen, 
indem  man  zunächst  die  Sinus  aus  der  Gleichung  sin  összd 
nnd  ans  diesen  die  übrigen  Funotkmen  bestimmt.  Um  nun 
weiter  2U  gelangen  ^  kann  man  aicb,  der  Formeln  fibr 
sin  {a  +  ß)  nnd  C09  (a  +  ß)  bedienen ,  denen  man  in  dem 
Falle,  wo  ß  sehr  klein  ist,  eine  bcfjuemere  Form  geben 
k&Dn.   Selsen  wir  nämüch  in  der  Gleichung 

«ta  (a  +  d)^sinaea»ö+coiasin9 . 

f&r  cos  ö  und  sin  8  die  Grössen  1  und  if  welche  mehr  als 
jene  betragen,  so  ist 

3)  $in{a+6)^8ina  +  6  C08a\ 

se^n  wir  dagegen  1  —  f^*  för  cos  i  nnd  8  —  \  für 

sin  6^  so  haben  wir  zu  wenig  genommen  und  es  ist 
sm  («  +  *)  >ma  (1  —  i  ä*)  +    —  4  «> 

oder 

4)  sm  (« -I-  d)     sin  a  +  9cosa 

—  ^i^sina-^^B^eosm. 

Beträgt  mm  8  so  weniir,  dass  ^  auf  die  siebente  Decimal- 
stelle  keinen  Einfluss  hat,  ist  also,  wie  früher,  d  <  0«  1'  33", 
so  haben  wir  um  ao  mehr 

i8Uina<:^^, 

-und  folglich  sind  bei  einer  auf  sieben  Oecimalsteilen  ge- 
führten Rechnung,  die  rechten  Seiten  der  UngleicliUügen  3) 
und  4)  nicht  von  einander  verschieden,  d.  h. 

&)  si7i  (nr  4-  d)  =Ä  sin  a  +  8cos  a, 

wonach  sich  aas  dem  Sinns  und  Cosinns  des  Winkels  ti  der 
Sinns  von  «  +  d  sehr  leicht  berechnen  lässt,  sobald  nur 

d^ü^  1' 33"  ist.  Ein  izary^  ahnliches  Verfahren  lässt  sich 
für  den 'Cosinus  anwenden.    Aus  der  Gleichung 

cos(u  +  8)  =  cosacos8  —  sinasin8 
folgt  nAmlieh^  wenn  der  Minaendos  m  grosa  und  der  Sab» 
trakendna  an  klein  genommen  wird, 
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oder 

«) 


cos(a  +  d)<C.cosa  —  (d—  ^ö^)sin«, 


imd  wenn  un^ekehri  der  Mmneiidiu  sa  klem  ud  der  Sub- 

trahendus  zu  gross  genommen  wird, 

cos{a+  ö)>cQsu(l  —  ^ä*)  —  6 

oder 

7)  .€0$(a  +  i)^casa — 

Für  4  ^  ^  <C  1^  stimmen  die  beiden  rechten  Seiten  der  Un- 
gleichungen 6)  und  7)  anf  sieben  Decimalen  überein  und 
daher  ist  bei  dieser  Genauigkeit  fttr  d  <  0«  1'  33" 

8)  cos  ( a  -f  <5)  =  (^os  a  —  S  sin  cc. " 

Ebenso  leicht  wurde  man  zu  den  entsprechenden  ormeln 
d)  $m{m  —  d)s=x«ma  —  6cai«, 

tO)  cos  (a—  ö)  =  co$u  +  6  sina 

gelangen  können,  indem  man  entweder  von  den  Formeln 
für  5m  (a  +  ^)  und  cos  (cc-\-ö)  ausgeht,  oder  in  den  Glei» 
chungen  5)  und  8).  ä  negativ  nimmt» 

Um  den  Gebrauch  der  TOrigen  Formeln  an  einem  Bei- 
spiele zu  «eigen,  wollen  wir  vorerst 
den  Zusammenhang  swischen  dem  Si- 
nus und  dem  Umfange  eines  regelmässi- 
gen Sehnen  Vielecks  entwickeln.  Für 
LAOP=u  ist  nämlich  LPOTz=:%u, 
PT^€horä2u  und  wegen  MP=\PT 

11)  8inut=^Chcrd2u. 
Nehmen  wir  den  beliebigen  Winkel  u 

gleich  "wo  n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeuten  mög6| 
so  wird 


180« 


360« 


n 


2  '^'n  J 


wenn  wir,  wie  früher ,  unter  s^  die  Seite  des  regulären 
jSehnenvielecks  von  n  Seiten  verstehen;  führen  wir  statt 
den  Umfang  =  n     in  die  vorige  Formel  ein,  so  ist 

jetzt 

12) 
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Durch  eine  vollkommen  ähnliche  und  ebenso  einfache  Be- 
trachtung überzeugt  man  sich  von  der  Eichtigkeit  der 
Gleichung 
13)  tan       =  |! , 

worin      den  Umfang  des  regelmässigen  Tangentenvielecks 

von  n  Seiten  bezeichnet.    Der  Halbmesser  des  Kreises  ist 

dabei,  wie  immer,  ~  1. 

Nehmen  wir  beispielsweis  n=  192,  so  kennen  wir  den 

Werth  von  ^„  aus  der  Tabelle  in  §.  32  und  wir  haben  daher 

.    1800  _  2  .  3.1414524 
192  ~      2.  102  ' 

oder,  wenn  die  Divisionen  beiderseits  ausgeführt  werden, 

sin  (00  56'  15")  =  0,0163617, 
und  ebenso  findet  man  aus  der  Formel  13) 

tan  (00  56'  15")  =  0,0163639. 
Dividirt  man  den  Sinus  durch  die  Tangente,  so  ergiebt 
sich  der  Cosinus: 

cos  (00  56'  15")  =  0,9998662. 
Um  hieraus  den  Sinus  von  einem  Grade  zu  finden,  müssen 
wir  den  Winkel  Oo56'15"  um  00  3'45"  zunehmen  lassen; 
setzen  wir  nun  in  den  Formeln  3)  und  4)  a  =  Oo  56'  15" 
und  3  =  0"  3'  45"  oder  in  Theilen  des  Halbmessers  ausge- 
drückt d  =  0,0010908,  so  haben  wir  .  • 

sin  10  <  0,0 1636 17  +  (0,0010908) .  (0,9998662) 
und  II  .1  •  -  ' 

sin  10  >  0,0 1636 17 +  (0,00 10908).  (0,9998662) 

—i(0,0010908)^  (0,0163617) 

—  i  (0,00 1 0908)' .  (0,9998662). 

Man  sieht  aber  sehr  leicht,  dass  die  negativen  Glieder  auf 

die  siebente  Decimalstelle  keinen  Einfluss  ausüben  können, 

und  daher  ist  auf  sieben  Decimalen  genau 

sin  10  =  0,0163617  +^  (0,0010908) .  (0,9998662) 

.    =0,0163617     0,001 0907, 

d.  h. 

sml°  =  0,0174524. 
Hieraus  lassen  sich  nun  unmittelbar  die  übrigen  trigo- . 
nometrischen    Functionen    desselben   Winkels  ableiten; 
wendet  man  nachher  die  Formeln  für  sin  {a  +  ß)  und  cos 
(a     ß)  an ,  indem  man  ß  =i  V  und  a  der  Reihe  nach 
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1^,  3^^ .  .  .  setzt,  80  kann  man  zu  den  Sinus  und  Co> 
sv^us  der  Winkel  aller  ganzen  Grade  gelangen.  Die  Sinm 
und  Cosinus  derjenigen  Winkel,  welche  awiscfaen  swei 
ganzen  Graden  liegen,  lassen  sich  ebenso  successiv  mittelst 

der  einfacheren  Formeln  5),  7),  9)  und  10)  berechhen. 
Dieselben  Formeln  dienen  auch  zur  Einschaltung^  d.  h. 
zur  Aufsuchung  des  Sinus  und  Cosinus  eines  Winkels, 
welcher  nicht  unmittelbar  in  den  gewöhnlichen  nach  Hi> 
nuten  fortschreitenden  Tafeln  Yorkommt,  sondern  um  we* 
niger  als  1'  von  einem  in  den  Xafeln  stehenden  Winkel 
verschieden  ist. 


Gap.  II. 

Die  fierechnung  des  Dreiecks. 


§.  46. 

Die  Berechnung  des  rechtwinkligen  Dreiecks. 

Zur  Bestimmung  des  rechtwinkligen  Dreiecks  reichen 
schon  zwei  (ausser  dem  rechten  Winkel)  g^ebene  Stücke 
hin,  und  es  handelt  sich  folglich  jedesmal  um  die  Berech- 
nung eines  dritten  Stückes.  Diese  ist  sehr  leicht,  wenn 
man  berücksichtigt,  dass  in  den  Definitionen  der  trigono-. 
metrischen  Functionen  alle  möglichen  Seitenverhältnisse 
Fip.  141.  ^"cl  ein  Winkel  vorkommen,  und  man  hat 
Bich  daher  nur  an  jene  Formeln  zu  halten. 
Um  dies  genauer  zu  erörtern;  sei  in  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  BC  =  a  t  AC 
^b,  AB  =  Cf  so  dass  also  die  gleichnamigen 
Seiten  und  Winkel  einander  gegenüber  li^en» 
so  gelten  folgende  Gleichungen : 

1)  sin  B  :=s-^  =  cos  Af 

2)  cos  ^  =    =  sin  A , 
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3)  tan  JB=-  =  cot  A, 

4)  .  cot  B  =  ~  =^ian  A , 


c 

ß)  '  1=:  —  =  sec  Aj 


5)  sec  B  =  ~  =  CSC  A, 

r 

1 


III  folgender  Weise  zur  Auflösung  der  das  rechf- 

wlnkliue  Dreieck  bctreflfendcn  Aufijabcu  beuutzt  werden 
feöanen. 

T.  Gegeben  seien  die  beiden  Katheten  a  and  b. 
Hier  könnte  man  erstlich  die  Hypotenuse  c  suchen, 
was' ai&er  Keine  Aufgabe  der  Trigonometrie  ist,  da  dem 

Pytha^oraißchen  Satze  zufolge  die  Gleichung  gilt 

Zweitens  sind  die  Winkel  B  und  A  seu  bestimmen ;  B  Bndeft 

sich  unmittelbar  mit  Hilfe  der  Gleichung  3),  und  zwar 
wenden  wir  uns  gerade  an  diese,  weil  in  ihr  die  beiden 
gegebenen  Katheten  b  und  der  gesuchte  Winkel  B  vor- 
kommen; also  ist 

8)  •  .  lanB=^^ 

imd  die  trigonometrischen  Tafeln  verhelfen  jetzt  unmittel- 
bar zur  Kenntniss  von  B.  Um  noch  A  zu  bestimmen,  kann 
man  sich  an  die  Gleichung  A  =  90"  —  B  halten,  welche 
jedoch  voraussetzt,  dass  B  nach  der  obigen  Formol  schon 
berechnet  sei;  will  man-  dagegen  A  unmittelbar  erhalten, 
80  ist  nur  zu  berücksichtigen,  dass  die  Beziehung  Um  Ä 
SS  tan  (90^  —  B)csiea(  B  statt  findet,  zufolge  deren  nach 
Kü.  4)  sein  muss 

IL  Gegeboii:  Die,  Hypotenuse  c  und  die  an: 
liegende  Kathete  a. 

Um  zunächst  die  andere  Kathete  b  zu  bestinomen,  Ia^ 
nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze: 

10)  &  =  ]/^~^^  =  f/ic  +  a)  (c~~a) . 

Der  von  den  gegebenen  Seiten  eingeschlossene  Winkel  B 
ündet  sich  nach  Formel.  2),  nftmlioh 


* 
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11)  «wff=^-, 

und  der  letzte  Winkel  A  aus  der  Beiuerkung;  dass  AssQ(^ 
—  Bf  foiglich  $m  A^coi B  sein  muss;  man  hat  dann 

12)  sinA^ 

Da  sich  die  Sinns  und  Cosinns  lan^roer  &ndern  als  die 

Tangenten  und  Cotangenten,  was  besonders  in  dtr  Nähe 
von  0**  und  90*^  sehr  in  die  Augen  fällt,  so  ist  es  oft  vor- 
theilhafter,  einen  Winkel  durch  die  letzteren  als  durch  die 
ersteren  trigonometrischen  Functionen  zu  bestimmen «  weil 
die  Bestimmung  durch  Tangente  oder  Cotangente  aus  dem 
genannten  Grunde  schärfer  sein  muss.  p]in  paar  Formeln 
zu  diesem  Zwecke  ergeben  sich  auf  der  Stelle,  wenn  man 
den  W^erth  von  b  aus  No.  10)  in  No.  3)  oder  No.  4)  sub- 
Btituirt  und  nachher  bemerki|  dass  tanA  =  caiB  oder 
MA^tanB  ist;  man  erhält  so  ' 

13)  tanB^^^^±^::^=ca(A, 


14)  caiB=:z-—J^- —  =  ianA. 

III.  Gegeben:  Die  Kathete  a  und  der  anlie- 
gende Winkel  £. 

Der  andere  spitze  Winkel  A  findet  sich  ohne  Trigono- 
metrie b90^—B\  wir  haben  daher  noch  die  andere  Ka- 
thete b  und  die  Hypotenuse  c  au  berechnen.  Hierzu  die- 
nen die  Fornioln  3)  und  5),  sobald  man  b  und  c  darin  als 
Unbekannte  ansieht)  es  ergiebt  sich  dann: 

15)  b  =  aianB, 

16)  c  =  asecB^^. 

IV.  Gegeben:  Die  Kathete  b  und  der  Gegen- 
winkel B. 

Der  Winkel  A  wird  auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin 

bestimmt;  die  andere  Kathete  a  erhält  man  aus  der  Glei- 
chung 4),  nämlich 

17)  ^  a^bcotB, 

und  die  Hypotenuse  e  Bndet  sich  aus  No.  6): 
IB)  essB^cicB. 
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V.  Gegeben:  Die  Hypatenuse  und  der  eine 
anliegende  Winkel  B. 

Der  »weite  spitse  Winkel  A  ist  wieder  aW^B, 
femer  entspringt  ans  Mo.  2)  aur  Berechnung  der  am  Win- 
kel B  liegenden  Kathete  a  die  Formel: 

19)  a  —  c  cos  B, 

Die  dem  Winkel  B  gegenüber  liegende  Kathete  b  findet 
sich  ans  der  Gleichung  1)  nämlich: 

20)  b^esinB, 

Die  Formeln  7)  bis  20)  erschöpfen  alle  Falle  ^  welche  beim 
rechtwinkligen  Dreiecke  vorkommen  können. 


§.  46. 

■ 

Die  Berechnung  des  gleichschenkligen 

Dreiecks. 

F&llt  man  von  der  Spitae  C  eines  gleichschenkligen 
Dreiecks  eine  Senkrechte  CB  auf  die        Fig.  14ft. 
Basis  AB  desselben,  so  wird  das  gl^ch-  ^ 

schenklige  Dreieck  ABC  in  zwei  con-  /!' 
gruente  rechtwinklige  Dreiecke  zerlegt        y  j 

und  es  ist  daher  unmittelbar  einleuch-   l 

tend,  dass  alle  beim  gleichschenkligen  ^ 
Dreiecke  yorkommenden  Aufgaben  durch  die  Formeln  des 
vorigen  Paragraphen  lösbar  sein  müssen.  Setzen  wir 
AB=c,  AC=^  BC=  a  und  bezeichnen  wir  die  Winkel 
auf  dieselbe  Weise  wie  vorhin^  so  sind  folgende  F&Ue  zu 
betrachten« 

L   Gegeben:  Der  Schenkel  a  und  der  Winkel 

an  der  Spitze  C. 

Die  Winkel  A=B  finden  sich  leicht  aus  der  Gleichung 
C+  ^  +  ^  » 180«,  nämlich: 

1)  ^=90«  — 

Da  LACB^\C  und  AB^^e  ist,  so  haben  wir  in  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  ACD 

oder  für  die  ganae  Basis 

2)  c=2am\C» 
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TT;  Gegeben;  Der  Schenkel  a  und  der  Win- 
kel an  der  Basis  j4p 

Der  Winkel  an  der  SpHse  €  ist 

3)  C=180«--2^, 

wie  man  ohne  Trigonometrie  weiss;  die  Basis  c  findet  sich 
aus  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ACß,  worin  AI^=^A€,eosAf 
d.h.  ^c  =  aim  A  ist;  nämlich: 

4)  c^2acos  A, 

TIT.   Oegeben:  Die  Basis  c  und  der  Winkel 

an  der  Spitze  C, 

Der  Winkel  A  wird  wieder  durch  die  Formel  1)  be- 
stimmt; der  Schenkel  a  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  2); 
wenn  man  darin  c  als  bekannt  und  a  als  unbekannt  an- 
sieht; nämlichT 

IV.  Gegeben:  Die  Basis  c  und  der  Winkel 
an  der  Basis  A. 

Für  die  Berechnung  yon  C  gilt  wieder  die  Formet  3); 

der  Schenkel  a  wird  erhalten,  wenn  man  die  Formel  4j 
umstellt;  nämlich 

6)  a=^—^^^{cse€A. 

'  l  cos  A  * 

Die  hier  entwickelten  sechs  Formeln  enthalten  die  Aaf- 
Idsung  sftmmtlicber  das  gleichschenklige  Dreieck  betref- 
fenden Aufgaben« 


§.  47. 

Fundamentalformeln  Eur  Berechnung  des 

öchiefwinkligen  Dreiecks. 

Auf  ähnliche  Weise,,  wie  die  Berechnung  des  gleich- 

sclienkligen  Dreiecks  auf  die  Berechnung  zweier  rechtwink- 
li,L;-eu  Dreiecke  zurückgeführt  worden  ist,  iässt  sich  auch 
die  Berechnung  jedes  schiefwinkligen  Dreiecks  bewerkstel- 
ligen^ indem  man  von  der  einen  Ecke  C  desselben  eins 
Senkrechte  auf  die  Gegenseite  AB  ftllt.  Hierbei  sind  aber  . 
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zwei  Fälle  zu  unterscheiden ^  ob  nämlich  dieses  Perpendi- 
kel  CD  innerhalb  oder  »usBerhalb  des  Dreieckes  su  liegen 
kommt,  und  wir  mflsien  daher,  Tor  der 
Hand  wenigstens,  die  Untersuchung  nach 
diesen  Fällen  theilen. 

Beseichnen  wir  die  Seiten  BC,  CA,  AB, 
wie  MO  den  Winkeln  B,  C  gegenttber- 
Kegen,  mit  a,  b,  so  ist  in  dem  recht- 
winkligen  Dreiecke  ACB 

CD  -=  AC .  sin  A     0  sin  A , 

AU  =  AG  ,cosA=bcosAf 
femer  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BCD 

CB  =  BC.smB  =  a8inB, 

BDsisiBC.eosBssa  cot  B, 
Vergleiclien  wir  die  für  CD  erhaltenen  Ausdrücke  mit  ein- 
ander, so  ist 

1)  b$inA  =  a  sin  B. 

Weil  ferner  AB  =  AB  +  BDf  so  haben  wir  weiter 

2)  c  =  b  cos  A  +  a  cos  B, 

und  dies  sind  die  beiden  Fundamental for mein  der  Dreiecks- 
berechnang,  Yoransgesetst  nSmiichi  dass  CD  innerhalb  des 


Fig.  144. 


Dreiecks  liegt. 

Für  den  zweiten  i'all ,  wo  CD 
ausaerliaib  des  Dreieckes  zu  liegen 
kommt  I  sei  L  CBD  B',  so  ist  in 
dem  rechtwinkligen  Dreiecke  ACD  wie 
oben 

CB^AC.  sin  A  =  bsinA, 

AD  ^  AC ,  cos  A^h  cos  Ay 
dagegen  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  BCD 

CD  =  BC.smB  ^asrnB", 

BB^^BC.casB'  ^acasB'. 
Hieraus  folgt  zunächst  wie  vorhin 

3)  b  sin  A  =  asinB' 
und  feiner  I  weil  ÄB  =  AB — BB  iBt, 

4)  c  =  b  cos  A  —  a  cos 

Mrin  war  aber  ^=  ISO»-- -tf,  wenn  B  den  Dreieckswinkel 
bezeichnet;  mithin  haben  wir 

•  «lildalleb,  SM«atfle,  I.'  14 
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* 

sin  B  ~  sm  (IbO'     ^)  =  -f  sin  Bf 

co$B'  =  cos  (1 80^  —     =  — 
Dorch  Sabstitation  dieser  Werthe  &Uen  die  Gleichnogiit 
3)  und  4)  mit  dea  GleiclMingen  1)  und  3)  TdUi^  «umhmo; 

die  letzteren  gelten  daher  ganz  allj^renu  ln,  sobald  man  nur 
auf  die  Bedeutung  achtet,  welche  nach  dem  Früheren  den 
trigonometrisehea  Functioaen  stumpfer  Winkel  amkomnt 

Wiederliült  man  die  ^anze  Betrachtung,  indem  man 
sich  auch  von  B  aus  auf  AC  und  zuletzt  von  A  aus  auf 
BC  Senkrechte  herabgelassen  denkt,  so  gelangt  man  ohne 
Mühe  zu  den  übrigen  analogen  Gleichungen  und  man  hat 
dann  überhaupt  folgende  sechs  Gleichungen: 

ib  sin  A  =  a  sin  B 
asmC  =  csm  A 
csinB=b$m€ 

Ic^b  cos  A  +  acos  B 
b  =  acos  C-\'Ccos  A 
a  =  ccosß+b€os  C. 

Die  ersten  drei  Gleichungen  lassen  noch  eine  etwas  ver- 
äiulerte  Fassung  zuy  so  kann  man  sie  2*  B.  in  die  kur^e 
Form 

m\  *  <    b    C 

'  9inA      9inB  amC^ 

lusammenziehen ;  ebenso  leicht  ist  es,  sie  in  Proportionen 

zu  verwandein  j  man  hat  danu^ 

a:b  =  smA:siHB 

b\c^smB:sinCy 

oder,  iu  einer  compendiösereu  Schreibweise  dargestellt, 

8)  aihit^sin  AtsinBiiinC^ 

d.  h.  die  Seiten  eines  Dreiecks  verhalten  sich 
wie  die  Sinus  der  Gegenwinkel. 

Unsere  bisherigen  (jhmndformeln  für  das  achiefwinklige 
Dreieck  sind  sämmtlick  dadurch  entstanden,  dass  wir  das 

Dreieck  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  zerlepft  und  anf 
letztere  die  Formeln  des  §.  45  angewendet  haben;  diese 
einfache  Bemerkung  lässt  Termutheni  das«  es  nidit  über- 
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flüssig  sein  würde,  nun  auch  eine  Zerlegung  in  gleich- 
sehenklige  Dreiecke  vorzunehmen  und  letztere  nach  dttl 
Formeln  das  46  su  b«h«idelD.  Beschreiben  wir  wmm 
Kvw  ttm  daa  Dreieck  und  ziehen  nach  dem  Mitielpnnkte 

If  desselben  von  den  Ecken      B,  C  aus  Fij>.  145. 

(inade,  so  zerfällt  das  Dreieck  ABC  in 
jgj^ttluwsbftn  k  ligft  Ijreieckc,  von  de- 
iMii  wir  aur  eines,  nämlich  AJMß  zu 
hetracbten  brauchen,  weil  die  anderen 
OTrÄ^is'  fciervorgehen,  wenn  man  an  die 
Stelle  (l(»r  Seite  AB^r  die  übrigen  Sei- 
ten treten  lässt.  Kun  ist  AB  ^'lAM .$in  ^AMP ,  d.  b.  für 
r  und  unter  der  Bemerkung^  dasa  L AMB  =i%C^ 
nutj^in  (iirlf^    6r  ist, 

daraus  folgt  sehr  leicht 
9)  %rx 


c  b  a 


»in  C       Hin  B       Hin  A  ' 

und  dies  ist  ein  Commentax  zur  Gleichung  7),  indem  man 
nämlich  erfährt,  dass  der  gemeinschaftliche  Betrag  jener 
drei  gleichen  Quotienten  den  Durchmesser  des  umschrie- 
benen Krdses  darstellt. 


Nach  diesen  allgemeinen  EröHerungen  haben  wir  ims 
nun  auf  die  einzelnen  Aufgaben  der  Dreieckebereehniing 
eiiumlassen.   Bei  diesen  bandelt  es  sich  immer  darum,  aus 

drei  gegebenen  Bestiiiimungsstückcu  eines  Dreiecks  die 
übrigen  drei  Stücke  zu  finden,  also  drei  unbekannte  Grössen 
zu  bestimmen.  Eine  derartige  Bestimmung  würde  olfenbar 
keine  wesentlichen  Schwierigkeiten  darbieten,  wenn  man 
drei  G-leichungen  hätte,  worin  jene  drei  Unbekannten  vor- 
kämen; in  der  Tliat  aber  bind  wir  im  Besitze  von  drei 
solchen  Gleichungen}  erstlich  ist  nämlich  immer 

10)  A->tB->tC^\W\ 
ferner  enthalten  die  Gleichungen 

11)  h^A^mwiB^ 

12)  c^bcos  A  +  acos  B 

liinf  Stücke,  nämlich  die  drei  Seiten  un<l  zwei  Winkel, 
und  wenn  also  drei  dieser  Stücke  gegeben  sind,  so  reichen 
diese  beiden  Gleichungen  sobon  bin,  nm  die  zwei  übrigen 

14* 
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Stücke  zu  finden;  nimmt  man  die  erste  Gleichung  noch 
hiiUBa,  fiO  erhellt  auf  der  Steile  die  Möglichkeit  der  Bestiift> 
mang  aller  drei  tuibekanaten  Sttteke  de»  Ihreiecks« 


§.  48. 

DreiecksberechnuDg  ans  einer  Seite  und 

awei  Winkeln. 

L  £s  seien  gegeben  eine  Seite  c  mit  den  beiden  an- 
liegenden Winkeln  A  und 

Der  dritte  Winkel  C  findet  sieb  unmittelbar: 

1)  C==180o  — + 

Ulli  ferner  die  beiden  Seiten  a  und  b  zu  bukoaunen,  neh- 
men wir  aus  der  Gleichung  11)  des  vorigen  Paragraphen 

m       a  sin  B 
r     .  ■ 

sm  A 

und  substituiren  dies  in  die  zweite;  es  wird  dann 

e tsss  — 7— T- COS  A4- a cos B. 

oder  nacb  Multiplication  mit  9in  A 

C8inA  =  a  {sin  B  cos  A  +  cos  B  sin  a\ 
=  a  sin  {A  +  B), 
Hieraus  erhält  man  sogleich 

2) 


und  nach  der  oben  benutsten  Gleichung  für  b 

X  <•  Hin  B 

'  ^      siu{A  +  B)' 

Es  ;.riebt  übrigens  noch  einen  kürzeren  Weg,  um  zu  den 
Formeln  2)  ui^d  3)  zu  gelangen^  aus  den  Gleichungen 

asinC=csmA; 
bsfyiC=scsinB 


iül^t  nämlich 


c  sin  A 
jinC  ' 
j,       c  sin  B 


und  wenn  man  C  aus  der  Gleichung  1)  nimmt;  BOieisinC 
=  sm  [1 80»  —  (A-t  B)]  =  sin  {A-^B),  wodurch  man  wieder 
auf  die  Formeln  2)  und  8)  gefUhit  wird. 
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II.  Es  seien  gegeben  eine  iSeite  ^  «iliegeiider 
Winkel  B  und  der  G^enwinkel  X 

Für  den  dritten  Winkel  0  gilt  wieder  die  Formel  1) 

Ull  i  CS  bleiben  daher  noch  die  beiden  Seiten  b  und  c  zu 
bestimmen.  Von  diesen  findet  sich  die  erste  unmittelbar 
aus  der  Gleichung  U)  des  vorigoi  Paragraphen,  da  unter 
den  gemachten  Voranssetsungen  b  die  einzige  Unbekannte 
darin  ist;  also 

Sobstituiren  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  12),  so  er- 
giebt  aich  nämlich 

C  =  - .  ^  COS  A4-  a  cos  B 

9m  A 

^sinB  eo8A  4-  eosB  skt  A 

=a  ^        •  .  .  1 

smA  ' 

d.h. 

5)  c^'LftJd^. 

'   .  smA 

Zu  dieser  Fonnel  hatte  man  auch  kürzer  durch  Umstellung 
der  Formel  2)  kommen  können,  indem  man  dort  umgekehrt 
a  als  bekannte  und  c  als  unbekannte  Seite  betrachtete« 


§.  49. 

Dreiecksberechnung  aus  zwei.  Seiten  und 

einem  Winkel« 

I.    Oegeben  seien  zwei  Seiten      c  und  der  einge- 
schlossene Wiukel  A* 

Um  zunächst  die  dritte  Seite  a  zu  bestimmen,  müssen 

wir  aus  den  Gleichungen  11)  und  12)  des  §.  47  den  Win- 
kel B  herausschaüen;  aus  No.  11)  folgt  nun 

a  ' 

,  und  wenn  wir  hieraus  den  Cosinus  von  B  bestimmen,  wei- 
cher in  No.  12)  vorkommt, 
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Durch  Substitution  dieses  Wcrthca  verwandelt  sich  die 
Gleichung  12)  wie  folgti 

und  enthält  nur  noch  die  Unbekannte  a;  darch  Umstellnng 
und  Quadrirung  wird 

fl^  —    sin*  A=^{c  —  bcos  A)* 

=  ^ — ^bceas  A+l^co^  A, 

Bringt  man  das  negative  Glied  linker  Hand  auf  die  rechte 
Seite  und  berücksichtigt,  dass 

^  sm*  A  +  l^  cos*  A=^b^  {sin\  A  +  co^A)  —ö* 
h%,  so  erhält  man  auf  der  Stelle 

ifi  =  l^  +  (^-~2tceasA 
und  durch  Aussiehung  der  Quadratwurzel,  welche  hier  nur 
positiv  genommen  werden  kann*), 

1)  a=yiiF  +  {*^2becosA. 

Um  ferner  den  Winkel  B  zu  bestimmen,  ist  es  das  Natür- 
lichste, die  im  Anfange  dieses  Paragraphen  entwickelte 
Gleichung  zu  benutzen,  indem  man  für  a  seinen  eben  ge- 
fujideiien  Werth  substitnirt;  so  ergiebt  eich  * 

.  b  8in  A 

Eine  einfachere  Formel  erhält  man  auf  folgende  Weise: 
wir  schreiben  die  Gleichungen  11)  und  12)  des  g.  47  in 
folgender  Gest&it: 


*)  Ein  kOnmr  Weg  mvx  fintwiekelaiig  dieier  wiclitigen  Formel 
ist  folgender.  Nach  Formel  31)  ia  §.42  hat  man»  wenn  C  f^x  A  ge- 
•elirieben  wird, 

tf        *h  C)  =s  ^  ^  «i- <^  (7 -I- 2  #m  ^  <fR  C  eee  ; 
b«i  der  Anwendang  auf  dae  Torliegeiide  Dreieck  ist  nw 

h  c 
siH  i»  =  —  sin  A ,    sin       —  smA. 
«     -  «  ' 

folglich ,  wenn  man  diese  Wertiie  substitnirt 

hc 

«fe*  ^  =      sin^  A     ~f  sin^A  —  2-5       A  cos  A  , 
<r  ß*  ir  ' 

Nach  beiderseitiger  Hebiing  von  jm*  A  and  Hnltiplication  mit  V  wird 

diese  Glel^j^  einerlei  mit  deijenigen,  welche  oben  vor  Ko.  I)  steht. 
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a  sin  ß  =  ö  sin  A 
aco$B  =  c  —  b'Cas  A 

iiod  diTidireti  nun  die  erste  Gleichung  durch  die  zweite ; 

es  fällt  dann  a  weg  und  wir  erhalten 

'  c  —  n  cos  A 

Um  C  SU  finden,  kann  man  Bich  daran  halten,  da^s 
iSO^  ^(A  +  B),  folglich 

tanC=^kin(A  +  B)^^  i«  ^  +  /«^i B 

^    -      ^  i^tanAtanß 

i8t|  und  für  tan  B  öciii6xi  eben  geiundetieu  Werth  setaen; 
man  bekommt  hierdurch  die  Formel  0^ 

'  o^eeogA' 

die  sich  auch  kurzer  durch  Buchstaben vertauschung  aus 
No.  2)  ableiten  lässt. 

Die  Formeln  1)»  2)  und  %)  enthalten  die  roUstAndige 
Lösung  unserer  Aufgabe  und  daher  ist  für  die  reine  Theo- 
rie niehtb  weiter  zu  verlangen;  dagegen  bringt  aber  Hie 
Praxis  noch  eine  Forderung  zum  Vorschein:  sie  will  näm- 
lich Formeln,  nach  welchen  die  Rechnung  möglichst  leicht 
und  kurs  wird,  und  sie  sieht  daher  solche  Formeln  am 
liebsten ,  welche  eine  ununterbrochene  Anwendung  der  Lo- 
garithmen gestatte  o.  Eine  solche  Formel  läsbt  sich  ftlr  a 
aul'  folgendem  Wege  erhalten.    Es  ist  identisch 

0«  =    —  i?)«-H2iv  (1  — 
^{ö--cy  +  4b€S^n*^A, 

Setften  wir  nun  den  Quotienten 

wo  9  einen  Winkel  bedeutet,  dessen  Grösse  sich  aus  der 

vorstehenden  Gleichung  bobtimmeu  läsbl,  bo  wird 

woraus  sich  nun  durch  Wurzeiausziehung  a  findet.  Üer 
Gang  der  Rechnung  ist  also  jetzt  der,  dass  man  erst  den 
Hilfswinkel  9  nrfttekt  der  Formel 
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4)  ^^^*^^yü 

bestimmt  und  daraus  die  Seite  a  herleitet ^  nämlich: 

5)  a=  . 

Um  hqh  auch  eine  Fotmel  zur  logarithmiBcben  Berech- 
nung der  Winkel  B  und  C  zn  erhalten,  bilden  wir  die 

Summe  und  die  Differenz  der  beiden  Gleicliungen 

es  ergiebt  sich  dann 

a    ~'      MinA  * 

A  —  r    _  sin  B  —  sin  C . 
«  sinA  * 

femer  durch  Division  unter  Anwendung  von  Formel  25) 

in  §.  42 

*±i  :=  l'^^ff ±4^  =  mi(B+C)  coH(B - C). 

b  —  c       sin  ß  —  smC  » >     •     /       « \  / 

Kun  aber  ist  B-^-  C  bekannt,  nämlich  180"  —  mithin 
lm^(B^e)^im{W'-'^Ä)^C(a\A^miA  folglich 

aus  dieser  (iieichung  findet  man  sogleich 

'6)  ian\(B-'C)^)^^cotkÄf 

womit  die  halbe  Differenz  der  unbekannten  Winkel  B  and  G 
bestimmt  wird.  Da  aber  die  halbe  Summe  dieser  Winkel 
schon  bekannt  =s9(^  —  \A  ist,  so  ergeben  sich  jetzt  die 

Winkel  B  und  €  selber  ohne  Mühe. 

Für  die  Praxis  ist  es  übrigens  am  be(^uemsten,  zunächst 
die  Winkel  Bf  C  zu  bestimmen  und  nachher  die  Smte  a  mit- 
telst der  Proportion  sinBisin  A  =  b:a  zn  berechnen. 

IL  Gegeben  seien  zwei  Seiten  b  und  ein  Gegen- 
winkel A. 

Die  (jlcichungen  11)  und  12)  in  §.  47  enthalten  in  die- 
sem Falle  die  beiden  Unbekannten  e  und  B\  substituirt 
man  ßosB  aus  der  ersten  .Gleichung  in' die  zweite,  so  bat 
man  durch  ganz  dasselbe  Verfahren  wie  in  L 

7)  c  =  b  COSA  ±1/0^-^  l^sm^  A. 
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Hier  unterscheiden  wir  nun,  ob  ay>by  oder  a~-by  oder 
a<C,b  ist.   Im  ersteren  Fülle  haben  wir  a^<^a*,  4idei 

mitbin  durch  Transposition 

und  durch  Anssiehitng  der  Quadratwurzel 

Wir  können  daher  in  No.  7)  für  a^b  nur  das  positive  Vor- 
zeichen gebrauchen,  weil  sonst  c  negativ  ausfallen  würde, 
was  der  Natur  der  Sache  nach  unmöglich  ist;  also  haben 

wir  '  

8)     .    €^bcasA  +  y4^^ii^8in*A*j  a>b, 

und  es  findet  demnach  keine  Zweideutigkeit  statt^  wenn 
der  gegebene  Winkel  (A)  der  grösseren  von  den  gegebeneu 
Seiten  {a)  gegenüberliegt« 

Im  sweiten  Falle  b  =  a  ist  das  Dreieck  gleichschenk- 
lig und   

b       cos  A  ±^  }/a^  —    sin^  A 

Hier  darf  wieder  nttr  das  obere  Zechen  genommen  wer- 
den, weil  die  Basis  c  des  gleichschenkligen  Dreiecks  nicht 
Null  sein  kann. 

In  dem  dritten  Falle  a<,b  unterscheiden  wir  drei  Un- 
terfi&lle ;  da  nämlich  bsMA  weniger  als  b  beträgt,  so  kann 
a  entweder  zwischen  b  und  b  sin  A  zu  Hegen  kommen  (b  ^ 
a"^bstnÄ)j  oder  es  kann  a  =  bsmAj  oder  endlich 
a  <C,b  srn  A  sein.  Im  ersten  Unterfalle  ist  > sin^  A, 
ö*  —  b*  sifi^  A  poaitiVi  die  Wurzel  daraus  möglich  und  zu- 
gleich überzeugt  man  sich  durch  ähnliche  Schlüsse  wie 
vorhin  I  dass 

b  cos  A'^j/a*  —  b^  sin^  A 

ist;  hier  bleibt  es  nun  unentschieden ,  ob  man  in  No.  7) 
da?  positive  oder  negative  Vorzeichen  nehmen  soll ;  der  Fall 
a^ib  und  zugleich  a^bsinA  ist  daher  Z3¥eideatig,  weil 

ebensowohl 

gl    c^bcos  A-^ya^  —  b* srn*  A, 
wie  c^bmA^yn^ — b^m^A 


Dig'itized  by  Google 


218  — 

^^zt  werden  kaun^  und      i»t  dies  der  schun  io  §.  S  IL 
behandelte  Fall. 

Für  a  =  bsmA  wird  sehr  eiDfaeh  ^1  =  0, 

mithin  ohne  Zweideutigkeit  c  =  ^ J'^  in  dietem  Falk 

das  Dreieck  rechtwinklig. 

!Flir  a^b sin  A  wird  die  Differenz  i^  —  b^ «m^ A  nega^ 
ttVi*  mithin  die  QnadratworBel  daraus  unmöglich,  nnd  folg- 
lich' giebt  es  jetzt  kein  mögliches      d.  h.  kein  Dreieck 

mit  den  verlangten  Stücken. 

Stellen  wir  alle  Fälle  zusammen^  so  ist 
c  eindeutig  für  ä  2  ^> 

c  zweideutig  für  a<^b  und  zugleich  a'^b  sin  A, 
c  eindeutig  i  ür  a-=b  sin  A , 
c  unmöglich  für  a  ^  fr  sin  A. 

Zur  Bestimmung  des  Winkels  B  dient  die  Gleichung  bsmA 

^  a  sin  B  uninittelbar,  nämlich  sie  giebt,  wie  schon  er- 
wähnt, 

9) 

auch  diese  Formel  ist  im  Allgemeinen  aweideutig;  weil  zn 
einem  gegebenen  Sinus  ebensowohl  ein  spitaer  Winkel 
als  ein  stumpfer  180^---  B  gehören  kann;  dies«  Zwetdeu» 

tigkeit  findet  niclit  statt,  wenn  nur  ein  Dreieck  müglicb, 
mithin  c  eindeutig  ist,  also  in  den  Fällen  und  a  = 

b  sin  A,  wobei  im  letzteren  Falle  ß  =  90*. 

Der  dritte  Winkel  C  bestimmt  sich  doroh  die  Gleiokmg 
C=ISG^^(A  +  B).  Für  die  Praxis  ist  es  am  bequem- 
sten, die  Winkel  A  und  B  zuerst  aufzusuchen  und  nachher 
c  mittelst  der  Proportion  sm  A:sinC  =  aic  abzuleiten. 

g.  50. 

Dr eiccksber echuung  aus  den  drei  Seiten. 

Die  Gleichungen  11)  und  12)  des  §.47  enthalten  jetzt 
die  beiden  Unbekannten  A  und  B]  sucht  man  sinB  aub  der 
ersten  Gleichung,  bestimmt  dann  cos  B  und  substituirt  dies 
in  die  zweite,  so  enthält  letztere  nur  noAi  die  Unbe- 
kannte A^  Di#  genamite  SubstitatioB  haben  wir  schon  Im 
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vorigen  l'aragraphen  ausgeführt  und  sie  giebt  nach  der  vor 
Ko,  1)  in  §•  49  voi  hergehenden  Gleichung 

oder,  wenn  man  die  U&bekaonte  cos  A  tucht, 

So  einlach  diese  Formel  ist,  so  wenig  ei^rnct  sie  sich  zur 
nnunterbrochenen  logarithmischen  Rechniuig,  nnd  wir  müs- 
sen daher  auf  eine  Umwandlung  der  Formel  selbst  bedacht 
flön«; 

Addirt  .man  die iSinheit  zu  beiden  Seiten  der  Gleichui^ 
1)  luiäf  tl^ckucbtiet  dabei  die  Fonnel 

1  +  cos  A  ~  2  cuy  ^ 
80  ergiebt  sich  auf  der  Stelle 

2C06  iA,  ^ 

und  durch  Zerlegung  der  Quadratdifferena  in  ein  Producl 
woraus  auf  der  Stelle  die  brauchbare  Formel 


2)  CO*       =  4  j/{b^c-^a)(bA'e'^a) 

w  bc 

folgt;  trotz  fies  Wurzelzeichens  ist  hier  doch  keine  Zwei- 
deutigkeit vorhanden,  weU  die  Hälfte  von  irgend  einem 
Winkel  irgend  eines  Dreiecks  jederaeit  einen  spitzen  Win- 
kel auainaeht  und  folglich  die  Irigonometneckea  Functio- 
nen des  letsteren  immer  positiv  sein  müssen. 

8ubtrahirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung  1)  von  der 
Einheit  und  berücksichtigt  zugleich  die  Formel 

1  —  co$A^2  sin^  kA, 

80  wird 

*  2bc  2bc 

and  durch  Zerlegung  der  Quadratdifferenz 

HieiauB  fliesst  unmittelbar  die  Formel 

3)  siHiA=i  j/(«»*-e){«--T»7) 

f  be 

Bie  beiden  Vormeht  S)  und  8)  iaseen  si<^  leicM  so  neuen 
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RMvltiitmi  Tedbiodfia;  m  M|fl  am  der  Fofml 

%sm  \  Aeos  \  A,  indem  man  fttr  jMi^i^  mid  cas^A  die  oben 

gefundenen  VVortlio  setzt, 

ferner,  wenn  man  die  Gleichung  3)  rlnrch  2)  dividirti 
und  tuhgekehrt   '  •   

6)  «»/M=/^±Ä^n=§Hi. 

'  r     (ö  —  Ä  +  r)  (a  +  ©  ^  c) 

Die  geiundenen  Formeln  erhalten  eine  noch  bessere  Ge- 
stalt, wenn  man  die  halbe  Summe  der  drei  Seiten  in  Kech- 
nung  bringt)  nennen  wir  dieselbe     so  ist  . 

a  +  b  +  c  =  2s, 

a  -\-b  —€=2(3  —  c), 

und  nun  erhalten  wir  statt  der  Formeln  4),  5)  und  G)  die 
folgenden:   

7)  ««^=1MEME15E1, 


8) 


welche  sur  Berechnung  des  Winkels  A  sehr  bequem  &ind. 

§.  51- 

Die  Berechnung  der  Dreiecksfläche. 

Die  Fläche  des  Dreiecks  ABC  ist  jederzeit  die  HttKle 

des  Productes  aus  den  Längciizahlen  der  (ioradcn  A£  und 
Fig.  140.        CD'y  von  diesen  Längenzaliieu  können  wir 
die  erste  AB  =  c  immer  als  bekannt  an- 


wenigstens  eine  Seite  nothwendig  ist,  ond 
es  handelt  sich  daher  noch  um  die  Bestim- 
mung von  CD.  Nach  dem  Früheren  haben 
wijc  nun  GJ)~b$mA  oder  auich  CJJ  =  amM,  und  ahio 
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—  a5ü  — 


kin  mttn  die  DreiecksÜäciiey  wekke  F  iieisBAii  mögei  nach 
einer  der  beidei^  FonnelA 

1;  ^- — 2— > 

2)  ^  2—, 

berechnen.  Dies  ist  unniittelbar,  möglich ,  sobald      b,  A 

oder  c,  B  selbst  gcguben  sind;  ausserdem  mu^s  iiian  die 
nicht  gegebenen  Grössen  erst  ausmittein.  Dies  giebt  fol- 
gende Fälle. 

L  Aus  einer  Seite  c  und  den  beiden  anliegenden 
Winkeln  A,  B  findet  man  sonfichst 

und  mithin  nach  Ko.  ]) 

«X  „  sin  A  sifi  B 

'  2sin{A  +  J^j ' 

II.  Isl  eine  Seite  e  gegeben ,  der  anliegende  Winkel 

A  und  der  Gegenwinkel  C,  bo  ist  vermöge  der  Proportion 
sin  C:smA=:c:a 

 o  sin  A 

sitiC' 

ferner 

and  mithin  doicb  Sobstüntion  in  No.  2) 

A\  „__^9inAsin{A^^ 
^>  ^  2^C 

III.  Für  den  Fall,  dass  zwei  Selten      c  und  der  ein- 

geseldossene  Winkel  A  gegeben  sind,  dient  die  Formel  1) 
unmittelbar,  nämlich 

5)      .  ■,        ,  F=.tf^. 

IV.  Aus  zwei  Seiten  b  und  einem  ßegenwinkei  A 
berechnet  man  zuerst  c  nach  der  Formel 

und  nun  giebt  die  Formel  1) 


6)         F^\b  sin  A  [b  cos  A±j/(^—'b*  sin^  A] , 
ivebei  wieder  die  in  §•  49  erwAbnten  Fälle  an  berüeksieb* 
tigen  sind.  *  •  .  .  * 
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V.  Kent  sttn  «iMMlticlM  SiÜMi  de«  Dreteokt^  M  M 

sm  A  ^  , 

« 

und  wenn  man  dies  in  ^a.  1)  8ubstituirt|  so  kommt  mau 

auf  die  Formel   

7)  F:=:  Ys  {s  —  a)    —  b)  {s^^, 

welche  wir  schon  in  §.17  uaabhängig  von  der  Trigonome- 
trie entwickelt  haben. 


Die  Berechnung  der  Vielecke» 


Die  Berechnung  des  Vierecks. 

Nennen  wir  die  vier  Seiten  eines  beliebigen  Vierecks 
üf  e,  die  Diagonalen  und  die  Winkel  der  Reihe 
nach      B,  C,  Dy  so  laseen  sich  leicht  fünf  Gleichungen 

zwischen  diesen  zehn  Grössen  aufstellen;  es  ist  nämlich 

^ie  vier  anderen  Qieichaagen  entsprin- 
gen aus  der  Bemerkung,  dass  das  Viereck 
ABCJ>  vier  verschiedene  Dreiecke,  n&m- 
lich  ABOy  SCBy  CDA  und  BAB^  in  sich 

eniiiält;  in  dem  Dreieck  ABC^  wo  AB=a, 
'  BC^b  und  CA  =  f  ist,  haben  wir  nun 

2)  — 2ö^co5^  =  A 

ferner  in  dem  Dreiecke  BCJ>f  worm  B€  =ib,  CB=se, 
BB^g  ist, 

3)  +    — «fecÄ^C^ös^r»; 

aus  dem  Dreiecke  GDA,  worin  CB  =  c^  BA^d^  AC=ify 
erhalten  wir  weiter 
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4)  c^-^d^  —  ^cdcosD^Pj 

endlich  aus  dem  Dreiecke  DAB,  weiches  die  Seiten  JJA=ä, 
Aß  =  a  und  BD^g  besitzt, 

5)  rf*  4-    —  2da  COSA  =ff\ 

Die  hier  aufgestellten  fünf  Gleichungen  reichen  sur 
Berechnung  des  Vierecks  jederzeit  hin;  sie  enthalten  näm- 
lich zehn  Grössen,  zur  Bestimmung  des  Vierecks  gehören 
fünf  Stücke  und  folglicli  sind  in  den  obigen  Gleichungea 
fünf  bekannte  und  fünf  unbekannte  Grössen  vorhanden^ 
von  denen  die  letzteren  sich  vollständig  eliminireii  lassen 
müssen  I  weil  die  Anzahl  der  Gleichungen  ebepso  gross  ist, 
als  die  der  Unbekannten. 

Wenn  z.  Ii.  die  vier  Seiten  des  Vierecks  und  der 
Winkel  A  gegeben  sind,  so  liudet  man  die  übrigen  drei 
Winkel  C,  D  auf  folgendem  Wege,  Aus  der  Verglei- 
chnng  von  3)  und  5)  ergiebt  sich 

rf« + «•  —  2  Ä  cof  i<  =  ft' +  <i*  —  2  *c  <jw  £?, 
worin  nur  €  unbekannt  ist;  man  findet  hieraus  • 

6)  imC  =  ^  

und  hiermit  C  selbst.  Ferner  iui^t  aua  der  Vergleichung 
von  No.  2)  und  Ku.  4) 

c»  4-  fl? 2  —  2        /)  =    4-  — .  lue»  cos  B, 
and  hierin  sind  noch  swei  Unbekannte  B  und  B  vorhan- 
den,  TOB  welchen  sich  aber  die  eine  wegschaffen  l&sst;  aus 
No.  1)  folgt  n&mlich 

7)  D^ZW-^{A^B'\rO)i 
also 

cos  D  =  cos  (A  +  C-^B), 

und  wenn  wir  A  +  C  aur  Abküraung  mit  £  bezeichnen ,  so 
ist  E  eine  bekannte  Grösse^  weil  A  von  Hause  aus  gege- 
ben und  C  mittelst  der  Formel  6)  bestimmt  ist.  Wir  habefi 

düua,  indem  wir  cos(E-^B)  für  cos  B  setzen, 

€»  +  d*^2cd€üs(£+B)==:i€^  +  il'  —  2abcasB, 

und  hier  kommt  nur  noch  die  eine  Unbekannte  B  vor* 

Durch  Zerlegung  von  cos  (£  -f  B)  wird  nun  weiter 

d""  '—2cä cos  E cos  B    2rd sin  EsmB 

oder 
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8)  ^c4eo$ E)cosB'^2easü%SiiHB 

ttnd  wenn  man  cosB  und  smß  durch  ianB  ausdrückt,  so 
findef  man  nach  beiderseitiger  Multiplication  mit  j/l-i- tan* B 

9}  2(ab^edcas£)^2cd sin  £ m  B 

In  dieser  Gleichung  ist  die  einzige  Unbekannte  und 

leicht  zu  bestimmen^  wenn  man  beiderseits  qaadrirt,  wo^ 
durch  man  für  tmB  eine  gewöhnliche  quadratische  Glei- 
ehung  erhftlt.   Ist  auf  diese  Weise  B  gefunden^  so  erj^ehi 

sich  D  mittelst  der  Formel 

B=^U^^{A+C  +  B)  =  360»  —  (i: + i?) , 

und  suletzt  kann  man  noch  die  Diagonalen  /  mid  ^  ans 
den  Formeln  2)  und  3)  oder  4)  und  5)  ableiten. 

Die  vollständige  Entwickelung  der  hier  angedeuteten 
Eliminationen,  sowie  die  Erörterung  aller  da«  Vienick  be- 
treffenden Aufgaben  y  bei  welchen  aus  fünf  von  den  Stucken 

Uy  bj  c,  df  ff  ff,  Ay  ßj  6',  1)  die  jede8irialig(^n  fünf  übrigen 
bestimmt  werden,  müssen  >vir  überdrehen,  weil  sie  allein 
einen  grösseren  Kaum  einnehmen  würde,  als  hier  der  ge- 
sammten  Trigonometrie  gewidmet  werden  kann.  Dagegen 
WDHen  whr  noch  den  Fall  eines  Sehnenvierecks  besonders 
betrachten,  weil  er  einfacher  ist  und  su  sehr  symmetrischen 
Formeln  llihrt. 

Wie  sein ji:  früher  bemerkt  wurde,  ist  ein  Selinenvier- 
eck  durch  vier  StUckei  also  z.  B.  seine  vier  täeiten,  be- 
stimmt. Da  in  demselben  die  Summe  zweier  Gegenwinkel 
immer  180*  beträgt^  so  ist  der  vorhin  eingeführte  Hilfs* 
Winkel  E=sA+C=\h(i^,  und  dadurch  nimmt  die  Glei- 
chung 8)  (lie  sehr  einfache  Gestalt  an: 

2{ab  +  cdjco$B  =  t^  +  li''-'<^'-d\ 
woraus  unmittelbar  folgt^ 
10)  coiB=t±I^^l^:^. 

Um  eine  für  logarithmische  Rechnung  boqnomere  Formel 
zu  erhalten,  addiren  wir  beiderseits  die  Einheit;  w^en 
l+ca8B=z2co^^B  M  dsam 
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'  2  («6  +  crfj  2{äb^7äj 

und  durch  Zeriegang  dep  QaadratdilTerenz  in  ein  Product 

und  liierauB  findet  man 

II)  ^^i^ZtjA^^^^^-djj;^b^^^ 

Subtia]ürt  |i|W|  dagegen  beide  Seiten  der  Oleicfaung  ypn 
der  ^^p^eit  unter  Büc^^  auf  die  Formel  1  ^cosß^^ 
ln«'  i;F^  80  wird 

_(c-»-rf)»~(^  — &J«    ^  ^' 
 (c«4»f|.f  g —  /> )     4-  ci  —  «  4-  ^  I 

woraus  juan  sogleich  die  folgende  Formel  erhält: 

Die  Formeln  11)  und  12)  erhalten  eine  noch  vortheil  Ii  at'tere 
Gestalt^  wenn  man  die  halbe  Summe  der  vier  Seiten  mit  s 
heseichnet,  so  dass 

a  +  b  +  c  +  d=*is 
iBt;  man  findet  dann  ohne  Mtthe 

—  a -|- &  +  c  +  d=  2«  —  2a=i{$  —  (/), 

a  —  b'^c-\-d^^2s  —  2b  =  ls  —  b),   '         •  ' 
a  ^  b  ^  c  ^  ä^Hs  .—  1c  ^  {s  —  c), 
ö  +    +  c  —       2«  —  2rf==  («  —  <l), 

und  durch  Substitution  dieser  Werthe  gehen  die  Formeln 

U)  und  12)  in  die  folgenden  über: 

Hkyaws  fliessen  weiter  die  Formeln 

15)  ,  '  ^«i^=/gEgp§;   '  •' . 

16)  ■ 

SehlüMlUli,  ISeomIri».  I.  15 
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and  mit  Hille  der  Formel  $inB:^%sin^Bcaslß  erhält 
man  noob 

/  rt6  +  crf 

Von  diesen  Formeln  gestattet  die  unter  No.  15)  ver- 
zeichnete eine  elegante  Constraction  des  Sehnenyiereckg 
ans  seinen  Tier  Seiten,  -  Zeichnet  man  n&mlich  ein  rfcht- 
winkliges  Dreieck,  dessen  eine  Kathete  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  s — a  und  ^  —  l/j  und  debsen  andere 
Kathete  die  mittlere  Proportionale  zwischen  s  —  c  und  s~d 
ist,  so  muss  der  Gegenwinkel  der  ersten  Kathete 
sein  und  man  findet  dann  B  durch  Verdoppelung  dieses 
Gegenwinkels,  worauf  nun'  das  gunze  Viereck  leicht  au 
.constmiren  ist. 

Nennen  wir  V  die  Fliiclie  des  Sehnen  Vierecks  und  bi^- 
rechnen  dieselbe  durch  Vereinigung  der  beiden  Dreiecks- 
flächen  «  .  . 

to  ist 

V^'l^smB, 

und  durch  Substitution  des  Werthes  von  sin  B  ergiebt  sieh 

jetzt  die  Formel 

.  r = -  a)  (5-    b)  (*•    c)  (6-  -  d) , 

au  welcher  wir  schon  früher  auf  anderem  Wege  gelangt 
waren.  | 


#.  53. 

Trigonometrische  Beziehungen  bei  Pro- 
jectionen  gebrochener  Linien. 

Projicirt  man  eine  gebrochene  Linie  ABC  auf  eine  be- 
liebige ausserhalb  derselbon  liegende  Gerade  A'^i ,  so  seUt 
sich  die  Projection  A'C'  y<m  ABC  aus  den  Projectionen 
A'B'  und  B'C  Ton  AB  und  BC  zusammen;  die  Art  und 
Weise  dieser  Zusammensetzung  bedarf  aber  einer  nfth^en 
Discussion,  weil  verschiedene  Falle  möglich  sind.  JJenkt 
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~   227  ^ 


Fig.  148. 


man  sieb  n&mlicli  die  erste  Oerade  AB  zoerst  projicirt^  bo 
bum  die  Projection  C*  von  C  drei  Terschiedene  Lagen  in 

Beziehung  auf  die  Punkto  A'  und  F  ein- 
nehmen; sie  Icann  ebensowohi  in  der  Ver- 
lÄngemng  von  A'B^  (d.  h.  ausserhalb  A'ß' 
«tof  der  Seite' 'V<(ii  IT")  liegeilk,  od)dr  zwischen 
J^lllid^l?'  fKlK^lly^  oder  endlich  auf  dieVer- 
längoriiug  von  B' Ä'  (d.  Ii.  ausbcriialb  A' B' 
auf  die  Seite  von  .A  )  zu  liegen  kommen* 
Diese  Fälle  untersuchen  wir  einzeln. 
'  Bei'dtrü^'  eiy^i^  Lage/ die  in  obiger  i^gmr  dargestelft 
lit^  bir4ei^':jrc^  die  Sumiile  >on  ^4'^  ond  .TC';  man  hat 

'        '  A'C  =  A'B'  ^  0C\, 

und  man  kann  dies  leicht  trigonometrisch  ausdrücken, 
wenn  man  AM^a,  BC=b  setzt  und  die  Winkel  in  Rech- 
miDg  bringt^  welche  die  Geraden  a  und  h  mit  der  Geraden 
JX^y  oder  Parallelen  derselben  einschliessen.  Ziehen  wir 
nämlich  AU  j/  BV  fj  XX,  und  setzen  L  UAB  =  (ö,  x\ 
L  VBCs=  {bfX)f  so  ist  zufolge  der  Definition  des  Cosinus 
A'B'=:zaca8ia,x)  und  B'C  =  b cos {b, x),  folglich 
A'C =a€as{a,x)  +  bco$  (ft,  x). 
Im  sweiten  Falle  findet  arwiechen 
A*ByEC'  und  A'C  die  Beziehung 

ÄC'^A  'B'  -^B'C 
statt;  dabei  ist  A'B' ^  acos  {a^x)  und 
BC^b  cos  V'BCjirean  V'BCden  spitzen 
Winkel  bedeutet,  den  B€  mit  der  Pa- 
rallelen VBV  einschliesst.  Bringen  wir      -  -IB*  .  J|f*  Mf^^ 
statt  desselben  den  stumpfen  WiukÖi  VBV  in  Rechnunpr,  so 
itt  cos  V'BC^  —  cos  VBC^  mithin  —  S^C*  =zpcos  VBC  und 

A'O'  =a  COS  (a,  x)  +  bcos  VBC. 
Kan  erkennt  nun  augenblicklich,  dass  diese  Gleichung  die 
nämliche  Form  wie  die  frühere  erhiilt,  wenn  man  L  VBC 
mit  (by  x)  bezeichnet,  d.  h.  wenn  man  die  Winkel  {(f,x) 
und  (p,  x)y  von  XXi  ausgehend ^  immer  nach  einer  und 
derselben  Drehungsricbtung  z&hlt.   Die  Gleichung 

A'(y  =  acos  («,  x)  +  b  cos  (bj  x) 
gilt  jetzt  für  beide  Fälle. 

15* 


Fig.  140. 
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Fif.  1919.  ^  dritten  Lage  von  hü 

I       und  dabei  ist  ß' A' ^  a  cos  [a,  x),  fer- 
^— -S^^-V'   ner  B'C  =  b  cos  V'BC  ^--bc^  VBC 
^  '       SÄ —  b  cos  (b,  x),  folglich 

oder 

Die  rechte  Seite  stiuimt  mit  der  rechten  ijuite  der  früheren 
Gleichung  überein.  Die  iiuke  Seite  dagegen  enthält 
statt  des  früheren  A'C'\  dies  erklärt  Bich  «iber  sehr  ein- 
fach aus  dem  Umstände ,  dass  jetat  0'  rechts  vonA'.  lie^ 
während  es  früher  auf  der  luiken  8«ite  war,  dass  folglich 
auch  A'C'  die  entgegensetzte  Lage  eingenommen  hat 
Bezeichnen  wir  also  die  Projection  A'C  mit  x  und  rechneD 
die  Winkel  immer  nach  derselben  DrehuagsricUtupg,  ^ 
ist  die  Formel 

X  =a€os(afX)  +  b€as(bfX) 
eine  ganz  a!lj2:emeine ;  der  absolute  Werth  der  rechten  Seite 
giebt  die  Länge  von  x  ui|d  das  Vors^ichen  derselben  be- 
stimmt die  Lage  TOn 

Die  vorigen  Betrachtttngen  la^se»  sieh  leicht  erweitenii 
nm  die  Projectionen  beliebig  oft  gebrochener  Linien  flo 

beötiumien.  Jlandelt  es  sich  z.  B.  um  die  Projection  von 
ABCDy  so  denkt  man  sich  zunächst  die  Projection  A'C  von 
ABC  construirt  und  ninmit  nachher  die  Projection  CD'  vo» 
CJ>  hinzu;  es  wiederhol^  sich  dann  die  obiget  SehlussweaiL 
Will  man;  um  die  Sache  möglichst  einfach  m  haben,  dss 
Vorkommen  negativer  4*rüjcctionen  vermeiden  ^  .so  braucht 
man  die  Gerade  ÄÄ^  nur  so  zu  legen,  dass  die  Punkte 
B'^  C'f  D'  u.  8.  w.  sämmtiich  auf  die  eine  Seite  von  A 
(e^Fa  auf  die  linke  Seite)  sn  liegen  kommen«  -Man  gelangt 
don^  ohne  Mühe  su  folgendem  allgemeinen  Sa^e:  wem 
eine  beliebige  gebrochene  Gerade  AB  CD  , . .  MN,  deiea 
Theile  AB~a,  BC^hj  CD=zCj  . . .  MN=^m  heissen  mö- 
gen, auf  eine.  Gerade  XX^  projicirt  wird,  so  ist  die  Projec- 
tion A'N'  ssx  doroh  die  Gleichung 

1)  xaaeo$(ajX)'\-bco$(p^x)'\' . . .  +  mcos 
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hüteial,  wmmgfMM,  dM«  die  -Winkel  iamof  einM 
mid  demselben  9inne  g«e«ftUt  nnd  entgegengesetzte  Lagen 
▼on  X  durch  entgegeugesetzte  Vorzeichen  ausgedrückt 
werden. 

Für  die  Projection  derselben  gebrochenen  Linie  »nf 
«be  zweite  Oecade  FKi  bat  man  anf  gleiche  Weiae 

und  hier  ist  der  besondere  Fall  von  Interes6<i,  wo  VFi  senk- 
recht auf  JCÄt  steht,  mithin  x  die  Hauptprojection  und  y 
die  ^ebenprojection  der  gebrochenen  Linie  darstellt«  Denkt 
man  sich  die  Gerade  Wi  dadurch  entstandeni  dass  sich 
die  Gerade  JCXt  um  einen  ihrer  Punkte  gedreht  hat  und 
Bwar  gleichfalls  in  dem  Sinne,  wie  die  Winkel  {a,  x),  {p,  x) 
ü.  8.  w.  gezählt  wurden,  so  ist  allgemein 
/.(fl,y)=90«~  L{a,x),   L(b,y)  L{ä,x)  u.  s. 

nad  daraas  ergiebt  sich 

Die  Sätze  1)  und  2)  sind  für  gebrochene  Linien  ganz  das 
Kämlichei  wie  die  einfachen  Gleichungen  x=a€Os{afX) 
und  y  =  asin  (a, x)  für  eine  Gerade  a. 

Die  Fundamentalformeln  der  Polygonometrie. 

Ein  Vieleck  AB€3 . . .  MffA  kann  als  eine  in  sieh  selbst 

zurnckkehrende  gebrochene  Linie  betrachtet  werden^  deren 
Projectiouen  (in  dem  obigen  Sinne  genommen)  der  I^uii 
gleidi  sind)  die  Formeln  des  vorigen  Paragraphen  erlei* 
de»  daher  aooh  Anwendung  anf  die  Vieleeke,  wenn  nna 
aßn{/=sO  niasrnt  und  su  den  Seiten  AB^ü^  B€=b, 
. . .  MN=m  noch  die  Seite  NA  =  n  hinzutreten  lässt.  Die 
betrelbnden  Uleicimngen  sind  daher: 

^a4fC98{af»)'^h€OS{pyX)'^ . . 

0=:=a«f*it  {atx)  +  hHn  (^^a?)  +  .  **+iis^ 
Dufoh  Einführung  der  Anssenwinkel  des  Polygons  erhal- 
ten diese  Relationen  eine  etwas  vortheiliiattcre  Gestalt.  Da  - 
nämlich  die  Gerade  XÄ\  willkührlich  gewählt  werden  darf, 
so  kiNiLnen  wir  auch  die  letzte  Vielecksseite  NA  dafür  neh- 
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men  und  zugleich  jede  Seite  über  ihren  Endpunkt  biilMt 

verlängern,  so  dass  die  Aussenwinkel  AtAB^a^  ß^ßC~§f 
C,Ci> «  y  u*  s.  w,  entotehen ;  es  ist  dann  ^ 

Die  anfgestellten  Gleichungen  la«* 

ten  jetzt 

0  =  « <?o«  a  +  &      («  4-  jS)  +  c  COÄ  (a  4-  /5  +  y)  +  •  •  •  • 

 +««>«(«  +  |i  +  y +....+!'), 

0=sa*»i«  +  6m(«  +  W  +  <?'^»(«  +  /'  +  y)  +  .  • .  • 

 -^nsin  (a  -f  <3  +  y  +  ä^)' 

Will  man  endlich  die  Winkel  A^  B,  N  des  Vielecks 

selber  in  Rechnung  bringen,  so  hat  man  nur 

zu  setzen  und  erhält  auf  dieae  Weiae 

1)  0=saeasA^bca$(A+B)  +  C€os{A  +  B  +  €!)^... 

....  ±ncos{A  +  B-^C'\'...'i'N), 

2)  0==:<i        —  bsin  sin  {A  +  B  +  C)^  ... 

....  ±  n^n{A+  B +  €+,..  + N). 

Der  Gebrauch,  wek^er  sieh  von  diesen  Gleichungen 

machen  lässt,  ist  leicht  zu  ersehen^  wenn  man  sich  erinnert, 
dasB  ein  Vieleck  von  fr  Seiten  durch  2n  —  3  gegebene  Stücke 
bestimmt  wird,  unter  denen  sieh  aber  nicht  sämmtli che  n 
Winkel  befinden  dürfen.  Da  nun  im  (^nsen  2»  Haupt- 
bestandtheile  (n  Seiten  und  n  Winkel)  yorhanden  sind ,  so 
bedarf  man  zur  Berechnung  der  2//  —  (2n  —  3)  uobekann- 
ten  Stücke  dreier  Gleichungen  und  diese  haben  wir  in  der 
That,  wenn  zu  den  obigen  Gletichungen  noch  die  B^ormel 
fUr  die  Winkelsummei  nttmlich: 

3)  A'^B+C^...  +  N^(2n^4)B 
hiuzugenomnien  wird.  Die  hier  entwickelten  Relationen  rei- 
chen also  zur  Berechnung  eines  Vielecks  aus.    Im  Allga- 
meinen  sipd  dabei  folgende  üauptfälle  au  untey^M^heidan: 
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—    231  — 

•v 

1)  gegeben  «  ~  1  Winkel  und  n  —  2  Seiten; 

2)  gegeben  » —  2  Winkel  und  n  —  1  Seite} 
g«g^n  11  —  3  Winkel  imd  n  Seiten. 

Wir  wollen  von  jedem  dieser  Fälle  ein  Beispiel  geben» 

woraus  man  den  Gang  der  Rechnung  entnehmen  kann;  eine 
vollständige  Erörterung  aller  möglichen  Fälle  würde  die 
üränzen  des  vorliegenden  Werkes  weit  überschreiten. 

1.  Es  seien  bekannt  die  Winkel  A,  B,  C,*,*M  und 
die  Seiten  c,  d,.  ».n,  sn  bestimmen  folglich  der  Winkel  N 
und  die  Seiten  a,  b. 

Aus  No.  3)  findet  man  sogleich 

A=  (2»  —  4)  Ä  —  (^  + -5  + C+ . .  • +if), 

und  da  jetst  die  Gleichungen  1)  und  2)  nur  noch  die  Un- 
bekannten a  und  b  enthalten^  so  können  wir  sie  unter  den 
Formen 

acasA — lfco$(A+B)  =  ü, 

darstellen,  wo  Ü  und  V  bekannte  Grössen  sind.  Hieraus 
ergeben  sich  durch  gewöhnliche  Elimination  die  Werthe 

UshiiA4-B)'^ye9B(A'^B) 


a  = 


HhB 

UHnA^VtOiA 


9(nB 

II.   Gegeben  B,     P,,^*M  imi  a,  b,  c,,.  ,m\  gesucht 

Af  N  und  n. 

Da  ^4-^  +  6'+ .••  +  JV  =  (2it  —  4)Ä  ist,  so  wird 
im.  {A  +  B  +  , . .  N)  =  0  und  mithin  kann  man  die  Glei- 
chling 2)  mit  Weglatsung  des  lotsten  Gliedes  in  der  Form 
ashtA'-'hHniAi'  B) +€Sin{A  + B '\- C)-^... 
. . ,  ±  msm{A+  B  C  . .  .  M)  =  0 
darstellen^  sie  enthält  jetzt  nur  die  eine  Unbekannte  A, 
welche  leicht  zn  crhalton  ist  |  wenn  man  überall  A  aus« 
scheidet.   Es  wird  dann 

süiA[a  —  beosB'jrC€08(B  +  C),*. 

...  ±mcos{B+  C-f-  ,     +  M)\, 
—  cos  A  [bjm  B     e  sm  (B  -i-  C)  +  .... 

....±msin(B  +  €'{',  +  M)]  =0 
und  hier  sind  die  eingeklammerten  Grössen  sammt  und  son- 
ders bekannt  Beseichnen  wir  sie  mit  P  und     so  ist 
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<     P  sin  A  —  Qcos  A-=:i^, 

oder 

woraus  A  gefunden  wird.  Hierauf  erhält  man  'S  aus  der 
Gleichung 

'  (2»  —4)  R  —  (A't'ß+C+...  +  M), 

endlich  n  ans  der  Gleichung  1),  indem  man  berücksichtigt; 

dass  cos  {A  -j-  B  +  C     . . .  +  N)     1  ist  und  mithin 

a  cos  Ä  —  hcos  {A     B)     c  cos  {A  -j-  B  +  C)  — ... 

. +  mcosU  +  J9+  C-h     -h  itf)  = +«. 

III.  Gegeben  yi,  7» ,  6,  . .  . .  Ä',  ff,  b,  c,  , , ,  gesucht 
Z,  Jlf,  N,    Substituirt  man  N  aus  der  Gleichung 

JV«(2n  —  4)  Ä        +  J?  +    +  -  •  + 
in  die  beiden  Gleichungen  1)  und  2),  so  enthalten  letgtero 
nur  noch  zwei  Unbekannte,  L  und       und  zwar  ist 
asinA  —  b  sin  (A     B) c  sin  {A  -\-  B     C)  —  ... 

a.cosA^bco${A+B)  +  ceas{A  +  B ±c)^. 
. .  +  /  coä-  ( .1  +    +  C  +  . . + Z)  +  m  coi?  ( ^  4-  ^  H-  e . . + yW)  ±  0, 
oder,  wenn  man  für  die  bekannten  Grössen  Abkürzungs- 
buchstabrn  l  i  auchen  will, 

P ±  Uin  (S  +  L)  fmsin  (5  +  Z  4-  0, 
'    Q  ±tcos{S  +  Z)'^  mcos(ß+  L  +  M)^  +n, 
woraus  sich  Z  und  M  finden  lassen,  wenn  man^4*Z  als 
eine  Unbekannte,  M  als  die  andere  ansieht,  die  Cosinus 
und  Sinus  eutwiokelt  und  zuletzt  Alles  durch  die  Tangenten 
ausdrückt, 

g.  56.  ^ 

Die  Fläche  des  Vielecks. 

Bezoiehnen  wir  die  Fläche  eines  Dreiecks  ABC  mit 
F3,  die  Seiten  AB ,  BC,  CA  der  Beihe  ^ack  mit  bf  so 
gilt  für  die  Fittcbe  desselben  die  F<Mrmel 

oder,  wenn  wir  ßtatt  des  Dreieckwinkels  B  den  Aussen- 
Winkel  ß  =^  1^0®  —  i?  in  Rechnung  bringen^ . 
1)  '  sm^ß. 
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^  m 

In  eiiwna  Viereck«  wkA»  mta  di«  IKagonUle  ätO,  m 

zerfällt  derselbe  in  zwei  Dreiecke  und  iuan  hat  darcU  An- 
wendung der  abige». Formel 

indem  mau  die  Fiäche  des  Vierecks  als  die  Summe  zweier 
Dreiecksflächen  ansiekt;  b&tte  das  Viereck  einep  conye2;en 
Winkel,  etwa  bei  J>,  80  wtirde  die  fragliche  Fläche  nicht 

Summe,  sondern  die  Differenz  jener  zwei  Dreiecke  sein;  in 
diesem  Falle  wurde  s^/i  d  von  selbst  negativ  und  daher 
bleibt  die  obige  Formel  auch  jetzt  noch  richtig.  Bringen 
wir  nun  den  Satz  5)  des  yorigen  Paragraphen  in  Anwen< 
ßxmg,  indem  wir,  mit  b  als  erster  Seite  anfangend,  von  der 
Rechten  zur  Linken  gehen  und  die  Seiten  rückwärts  ver- 
länger n,  so  ist  ^ 

0  =  ^  m  ^  +  a  m     +  ß)  +  äsm{y ß  +  a) 

Hieraus  bestimmt  sich  dsind,  und  durch  Substitution  die- 
ses Werthes  wird 

2)       2F^  =  absmß  +  acm(ß  +  y)'i'bcsmy. 

In  dem  Fünfecke  ÄBCPE  ziehe  man  AD,  so  ist  ^ 

Ft  +  £^AD£,  also  .  .1 

2F^z=sabsinß  +  acsin(ß  +  y)-^bciinf 

Gehen  wir  von  der  Seite  c  als  ercttr  aus  und  wieder 
von  der  Rechten  zur  Linken,  so  ist 

0^etmd  +  bsm(ß  ^j')  +       (d  +  y  + 

^enn(d  +  f  +  ß+,a), 

oder 

O^csind  +  bwi{d  +    +  asin{d+f  +  ß) 

Hieraus  findet  sich  esina  und  durch .  Substitution  dieses 
Warthes  ist  nun 

2F^z=,^smß  +  ae8m{ß+  y)  +(iäsitt{fi  +  y  +  d) 

4-  hc  sin  Y  -j-  öäsm^y^  ö) 

Man  übersieht  ohne  Mühe  den  Fortgang  dieser  Sehlttsse  ' 
umI  zugleieh  das  Oeseta,  nach  welchem  sich  die  Ftftohen- 
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form  ein  bilden.  Heisst  überhaupt  die  £)läche  des  }»-Eck6 
ABCß  •  *  itr^  »o  Ml 

tF^  =  äbsm  ß  -f  flw?«wi(j3  +  y)+..  +  <im«m(/54-y+-+rt> 

+  b€  sin  y  -f  bä  sin  (y  +  ^)  4- . .  +  bm  sin  (y d  + .  .-\- pi\ 

+  cd  sin  ö  +  ce  sin  {d  +  s)  + ,  ^-^  cm  sin  {6  e  •  '-^r  li')t 
+  

und  es  würde  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit  liaben 
nachzuweisen,  dass  diese  Formel  für  F^^^i  gilt,  wenn  sie 
für  Fa  richtig  ist,  woraus  dann  ihre  allgemeine  Giltigkeit 
uninittelbar  folgt 


Anwendungen  der  Trigonometrie  auf 
geodätische  Probleme.' 


§.  56. 

Die  Autgabe  der  Geodäsie. 

Die  allgemeine  Aufgabe  der  Geodäsie  besteht  in  der 
ij^mittelung  der  gegenseitigen  Lage  von  Punkten  auf  oder 
ifter  der  Erdoberfläche;  wobei  letztere  als  horisontaie 
Ebene  angesehen .  werden  darf,  so  limge  die  horisontalen 
Entfernungen  jener  Punkte  nicht  beträchtlich  sind.  Die 
Bestimmung  des  Abstandes  unzugüDglicher  I'unktc  bildet 
einen  specielien  i'all  der  genannten  allgemeinen  Aufgabe; 
dann  wllre  s.  B.  die  £»tfemisng  «weier  Punkte  A  und  B 
un^sm»^^,  4io  Möglkbkelt  einer  4ireet«a  ySJbBtmg  ymi 
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A  nach  B  aber  nicht  vorhanden ,  so  kann  man  sich  A  "und 
mit  einem  dritten  Punkte  C  zu  einem  Dreiecke  ABC  ver- 
biiiulün  denken,  von  dies^em  drei  üestandtt^oiie^  unter  de^n 
^ll^eite  AB  i^l^i,  j^rls^qif^  und  daraji^ 

#  tMlfi^^^P^^^  f^^^  trigqaoflf^etrjÄebfi  B^e^irnng 
ilikilBiM;   Iii  fiBnti<^»er  Weise  kommt  es  bei  allen  geodätir: 

scLuu  Problemen  damul  iiu,  aus  dcu  zu  bestimmenden  und 
den  etwa  noch  hinzugenommenen  Hilfp^ijuakten  ein  System, 
vo|L:>[^ieiecken  zu  bilden  und  soviel  Stücke  unmittelbar  zu; 
mmtk^i  inim-sMe  Dreiecke  dgr  Bjeibe-nach  bestimat  »ind. 
übf  ijqfc  iiline»iBtrfle.  yon  r  Pimkteij^  auf  yerBchiedeBe  WeiMK 
m»iitfen»'%steme  von  Dreiecken  verbinden  läsat,  Im^  ist 
einige  "W  illkür  in  der  Anlage  der  Arbeit,  aber  es  veniiia- 
dert  sich  diese  VViilkürlichk^it  wesentlich  durch  zwei  Um- 
stände; einerseits  verbiet  O&mlich  die  I^ocalität  sehr 
binfi^iiür.  «Imote  Messung  mancher  Linien  und  Wisikei, 
antoerseifs  ist  die  Messung  von  Winkeln .  weit  genauer 
und  rascher  als  die  von  Geraden  ausführbar  und  es  liegt 
cli  r  iin  Intoiesse  der  Genauigkeit,  möglichst  wenicr  Linien 
uad  möglichst  viel  Winkel  aui  dem  Felde  zu  messen; 


§.  57, 

Bestimmung  der  gegenseitigen  Lage  von  drei 
nickt  in  einer  Geraden  liegenden' Punkten, 

Sind  A,  B,  0  die  aufsunehmenden  Funkte,  00  kann  die 
Bestimmung  des  Dreiecks  ABC  entweder  durch  seine  drei 

Seiten  oder  dmxh  zwei  Seiten  und  einen       Fig.  152. 
Winkel  oder  durch  eine  Seite  und  zwei  /ff 
Winkel  vermittelt  werden.   Der  erste  Fall  /  \  ' 

setat  die  Zugänglicbkeii.  des  ganzen  Drei-  /  \ 
eckumfanges  voraus  und  gewährt  trotadem      /  \ 

keine  scharfe  Bestimmung  der  Winkel;  er  A^-^  ^1? 

ist  daher  von  keiner  practischen  Anwendung.  Mehr  Aut- 
merksamkeit  verdienen  die  beiden  anderen  Fä^le. 

L  Kann  man  von  ^  aus  die  Punkte  A  und  B  sehen 

I 

und  erreieheni  so  missl  mun  die  Seiten  €A=ab,  CBsssa 
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und  den  Winkel  die  dritte  Öeite  AB^e  bestimmt  aick 
dum  mittelst  der  Formel 


1)  yv+ 

Ebenso  leicht  würde  es  sein,  einen  anderen  Winkel,  etwa 
B  statt  C|  zur  £estimmung  des  Dreiecks  zu  benutasen;  es 

und  e  wie  Torhin. 

Hierin  Hegt  zup^leich  eine  Methode  znr  mittelbaren 
Messung  einer  Geraden  AB^  wenn  man  nicht  direct  von 
A  nach  B  messen,  wohl  aber  A  und  B  rmi  einem  drilten 
Pankte  €  aus  sehen  und  erreichen  kann. 

'  II.  Die  zweite  Bestimtnung  des  Dreiecks  ABC  besteht 
in  der  Messung  einer  Seite,  etwa  AB^  und  zweier  Winkel, 
wodurch  alle  Winkel  bekannt  und  die  übrigen  Seiten  a»s 
den  Fenmeki 

'        csin  A         ,       c  Hin  B 

berechnet  oder  constroirt  werden  können.  Seht  ftbJich  ist 

die  Messung  der  an  der  „Standlinie"  AB  liegenden  Winkel 
(Visiren  und  Schneiden)  und  es  empfiehlt  sich  dieses  Ver- 
iabren  durch  die  Leichtigkeit,  mit  der  man  der  üeihe  nach 

die  Lage  beliebig  vieler  Punkte  C>  C\.* 
Fig.  Id8.      ^      Beziehung  auf  AB^  mithin  auch  ihre 

gegenseitige  Lage  finden  kann.  Hat 
man  z.  B.  ausser  AB  die  Winkel  BAC 
s^Af  CBA  =r  By  BAC  =       C'BA  =s  B' 

gmesseni  so  i$t  f ür  AC^bf  BCBsä, 
AC'^b',  BC^d 

csinA  c  sin  B 


/         c  sm  A 

^~9iH{A'  ^By 


sin  (A-^ß)' 


c  sin  ff 


sin  {Ä  -f  /)*  ) ' 

aus  01  a  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  CBC'^=x  B^^ 
kann  jetzt  berechnet  werdeui  ebenso  aus  b,  b'  woi 
CAC=  A'-^a'  nämlich 


5)  /  { 


CC  ^j/a^  -f  a  *^24idcog(B ^  B) 
•  t^yt'  +  b'*'^  %bb'eM{A^A'). 
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Mieria  liegt  eine  Methode  zur  Messung  euMr  viU%  ai 
gfegltoken  GeraAea  €G\  Endpukte  aui  swei 

reu  bek«itiiteB  l^kteii  A  und  B  derselben  ^beiie  gesehen 

werden  können. 

Die  erwähnte  Bestimmung  aus  einer  Seite  und  zwei 
WijQkeln  setzt  voraus^  dass  man  das  Winkelmessiustrvnent 
in  swei  £oken  dee  Dreiacks  aufstellen  können  ist  aber 
diesa  AnfsteUnlig  nur  in  C  mdglich,  so  moss  ein  yierter 
Paukt  SU  Hilfe  genommen  werden. 


§.58. 

Bastinmung  der  gegenseitigen  Lage  van 
vier  Pnnkten  in  einer  Ebene. 

I.  Wir  betracliten  zuerst  den  Fall^  wo  der  vierte 
Funkt  D  mit  sweien  der  schon  Torhandenen  Punkte,  etwa 
mit  A  und  By  in  gerader  Linie  Hegt,  und  setaen  vorans, 

dass  man  sich  in  D  aufstellen  und 
nach  Ay  C  visiren  könne.  Misst 
man  die  Winkel  ACD  =  a,  BCD  ^ 
und  einen  der  beiden  Winkel  ADC=df 
BBC  =  d"  8 180^  ->-d,  so  kennt  man 
die  Winkel  des  Dreiecks  ABC,  nämlich 

da  ausserdem  AB  ^  c  bekannt  ist,  so  hat  man 

und  dadurch  bestimmt  sich  zunächst  die  Lage  von  C,  sowie 
nachher  die  von  B  (Seitwärtseinschneiden). 

II.  Lie^t  d  l  vierte  Punkt  D  nicht  in  einer  Geraden 
mit  zweien  der  Funkte  A,  B,  C,  so 
misst  man  die  Winkel  ACB^a, 
BCB  s=  CJU^Yf  ADB^ä  und 
kennt  jetet  fünf  ßestandtheile 
(c,  a,  ß,yf  d)  des  Vierecks  ABBC, 
welches  nun  entweder  construirt 
oder  berechnet  werden  kann. 

Böoksiehtiick  der  GonstnftotM>i&  bemerken  wir  annächeti 
dass  C  auf  einem  Kreise  liegen  mniis,  dir  tlber  der  Sehne 
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AB  beschrieben  ist  und  den  Peripheriewinkel  a  enthält, 
ebenso  D  auf  einem  Bögen  über  AB  mit  dem  Peripherie- 
winkel ä\  beide  Bögen  können 
sogleich  construiit  werden.  Zieht 
hmui  iio<ih  die  Gerade  BC'  nach 
dem  PnsktiB  C,  wo  OD  den  ersten 
Bogen  zum  zweitenmale  schnei- 
det, so  ist  in  dem  Sehnen  Vier- 
eck ABC'C  der  Aussenwinkel 
B'BC'  ^ LACC=  v  +  ß\  indem  man  also  L  B  BC'  z=a  +  fi 
nimmt,  bestimmt  sich  auf  dem  ersten  Bogen  der  Punkt  €' ; 
auf  gleiche  Weise  erhält  man  durch  L  A'AD' =  y  +  d  tien 
entsprechenden  Funkt  auf  dem  zweiten  Bogen,  luid  die  Ver- 
bindnniislinie  C'D'  schneidet  beide  Bögen  in  den  gesuchten 
Punkten  C  und  J),  - 

Behufil  der  BeduMng  «ei  AC^a^,  BB^^y,  CB^z, 
L  ABC^tp,  LBAB.^Hß'^  in  den  Dreiecken  ^nd 

ißt  dann  ,  *      .  ;  . 

7\  i.       »injtt'^ß'^y)  sin  <p 

'  »iny       '      e  shta^ 

mithin  durch  Multiplication  beider  Grieichungen 

e  ainctsmf  ' 

ferner  ist  in  den  Dreiecken  BBC  und  BBA 

also  ähnlich  wie  vorhin 

c  Sin  p  sin  o  ^ 

Die  Vergleichung  beider  Werthe  von  ~  liefert  die  Be- 
aiehung 

Qv     •  sbitp   sin  a  sin  y  8in(ß  ^y*^9) 

*6t^  giußäm^tiniu^p'^y)^ 

und  da  noch  eine  sweite  Gleidmng  swischen  ^  und  ^  exi- 
stirt,  nämlich 

so  kommt  eö  nur  noch  auf  die  Behandlung  zweier  (Trlei- 
chungen  mit  zwei  ünbekanuten  an.  Um  logarithmiscli 
bequeme  Formeln  zu  erhalten ;  führen  wir  einen  Hilfswin- 
kal  #  eui|  der  durdi.die  Glaishung 
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—  m  ^ 

bttitimmt  wird  und  haben  imu  statt  der  Oleichung  9)  die 
fplgende 

ziehen  wir  beiderseits  die  Einheit  ab,  so  wird 


sin  qp  —  ip 
sin  ip 

ebenso  ist  entsprechend 


sin  w-^sinip       .  ,  ^ 

durch  Division  beider  Gleichungen  und  Anwendung  der 
Formel  25)  in  §.  42  ergiebt  sich 

— — ^  =  — ^ — r  =  tan  ij^  —  40°) 

oder  wegen  <p  -f    =  |3  +  y  : 

1 1)  tan  4  ( —  1^)  =  ^ö^'  \  iß  +  y)  /«n  —  45*). 
Vermöge  der  Gleichung  10)  ist  bekannt.  Die  vorste- 
hende Formel  liefert  ^  (9  —  da  man  i  (qp  +  ^i  "»  = 
i  (^  +  7)  schon  kennt,  so  findet  man  jetzt  die  Winkel 
9  und  1^  sehr  leicht;  die  Oleichnngen  7)  und  8)  geben 
schiiesälich 

12)  x^^'!^,'  y^"-^:-^, 

'   .  Sin  a  s\n  o 

*  Q\  c  sin  («  +  jS  4-  y)  #m  y       c  sin      4-  y  4  ^ j  sin 

'  *t«  cc  sin  y  sin  p  sin  0 

Hiermit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst  ,,wenn  die  Lage 
zweier  Funkte  A  wad  B  schon  bekannt  ist,  die 
Lage  zweier  andern  Punkte  C  und  D  durch.blosse 

Winkelraessungen  an  den  letz  lern  zu  bestimmen." 

Beispiel.  Füre  =  215',  «  =  85«7',  /?  =  32ö10', 
y  =  28*20',  d  =  72«ir  findet  sieh  »  —  mZl'^r..  . 

.  i((p  +  '^;)=zSmb'      1  9  =  33« 28' 58" 

«^119,08}   y==  102,6;  141,66. 

III.  Kennt  man  die  gegenseitige  Lage  von  drei  Punk- 
ten A,  B,  C,  80  iässt  sich  die  Lage  eines  vierten  Punktes 
ß  durck  Messung  zweier  Winkel  an  2^  bestimmen^  deni^ 
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«ai  den  ftaf  Stitoken  MC^a,  AC^b^.LACB^y,  LBDC 

^a)LADC=ß  kann  das  Vier- 
eck ACBD  entweder  conatriUKt 
oder  berechnet  werden. 

Die  Constmetion  ergiebt  «ich 
an«  der  Bemerkung,  daee  der 
Punkt  D  ebensowohl  auf  einem 
Kreisbogen  liegen  muss,  welcher 
über  der  Öelme  AC  mit  dem  Peripheriewinkel  ß  beschrie- 
ben ist,  als  auf  einem  Bogen  über  BC  mit  dem  Peripherie- 
winkel a;  der  Punkt  B  iat  daher  der  Durchechnitt  beider 
Kreisbögen. 

Für  die  Rechnung  aei  BB  =  x,  AD  =  y,  CJ>  =  z, 
LCBB^^,  LCAB  =  ^,  so  iat  in  den  Dreiecken  BGB 
und  ACB 


15) 


^  AI«  (tf  «f  y)  z  ^  »inip 

a  9i9m     '  a  ^  tin  tt* 

^       sin  iß     ip)  z   sin  i^ 

b  sin  ß      *  b        sin  ß  ^ 


die  VergleichuQg  der  hieraus  folgenden  Werthe  von  z  führt 
au  der  Beziehung 

a 9in  9  ^  b  tinip  q^^^  w»y  ^ btinm 

»htu         sinß  tinip  atinß* 

Andererseits  kennt  man  die  Summe  der  Winkel  9  und  r^fp 
nämlick 

es  handelt  sich  daher  wie  vorhin  um  die  Auflösung  zweier 
Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten.  Wir  setaen  zu  diesem 
Zwecke 

'  .     i  ^  , 

1«)  -  tun  d  -  -^  ^ 

und  haben  w  die  Besieboiig 

aus  welcher  wie  früher  folgt 

wegen  |(^— — +  +    ergiebt  sich  weiter 
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^  S4f  ^ 

17)  tan\  (<p — ^)  =  /fl«  ^1 80«  —  i  (a + /J+ y)  J  (4t — 45;») 
oder  was  dasselbe  ist 

18)  Miii(^-t)»/<m4(<e  +  ^-(-9^)l<m(45o  — 

tn  Verbindiing  mit  i  (9  +  ^)  ==  4  («  + 1^  +  y) 

ftrtirt  eTtre  der  Gleichungen  17)  und  18)  zur  KeniiUmb  der 
Wiukel  cp  und  ^;  nachlior  findet  man 

axhi  (tf  -f  y)  ^bsiniß  -^ip) 

ii  »in  q>       b  ftpjjf.- 
ain  u.         Hin  ß 

Beispiel.  Für  a==3l2,  ^  =  520,  a=^23«25', 
^=:32«52',  ^s=s65'2r  erhält  miw  '»»50M0'17''  und 
nach  No.  17) 

^0»  |(y  —  1/;)  = /««  1 19»  8' .  fflit  5«  4(rir 

=  -  ian  ÜO''  52'.  /ö«  5»  40'  17", 

woraus 

1^)  =  — (lO^e' 10"4); 
es  ist  alao  im  vorli^;eudeu  Falle  Mf'^^f  nämlich 

l(^-y)=  ia*e'io''4j  tp^m^  rwß, 

J(t^,  +  9?)=119'»8'        (  i/;=r=mM4'10"4, 
=  579,31  j   y  — 294,46  j    z  =  742,17. 

Die  erwähnte  Bestimmung  eines  viertep  Punktes  durch 
drei  schon  bekannte  Punkte  kommt  Clbr^ena  h&nfig  vcir. 
and  heisst  das  Rückwärtseinschneiden  oder,  nach 

ihrem  Erfinder,  die  i'utheüot'ßche  Aufgabe. 

§.59. 
HöhenmesBungen. 

Die  Aufgabe  aller  Höhenmessungen  besteht  darin,  den 
Abstand  eines  l^unktes  von  einer  horizontalen  Ebene  zu 
ermitteln;  wie  bei  der  Aufnahme  unzugäugiieber  Liuiea 
dberhanpti  geschieht  auch  hier  die  Auflösung  meistens  durch 
Meisuttg  einer  beliebig  gewählten  Standltnie  und  gewisser 
Winkel,  welche  theils  Horizoatal'y  theils  Verticalwinkel 
(sogen.  Elevationswinkel )  sein  können.  Die  hauptsäch- 
lichsten Aufgaben  dieser  Art  sind  folgende.*) 

*)  Hinsiehtlioh  der  geringen  stereometrisoben  Vorkenntnisse,  welche 
sor  L5imig  derselben  erforderficb  slnd|  Terwelsen  wir  auf  das  erste  Ca- 
pitel  des  iweiten  Bandes. 

S«hl«Mileb»  SMMlfl*.  I.  16 
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I.  Wenn  es  möglich  ist,  die  Staudlinie  AB=sc  in 
eine  durch  die  zu  messende  Höhe  VC  gehende  Vertical- 


Fig.  157. 


•nrs 


eLene  zu  legen,   so  denke  man  sich 
^     »  I  .1 durch  den  tiefsten  Punkt  J  der  Stand- 

linie  eine  horizontale  Gerade  AB  C'  ge- 
zogen und  beobachte  in  A  die  beiden 
Elevationswinkel  BAC'  =  £, ,  CAB'  = 
und  in  B  den  Elevationswinkel  CBD  =  b^'^ 
es  ist  dann  aus  naheliegenden  Gründen 

LBAC^zs^—e,,    LABC=\SO^  —  {£,—  s,)y 

LACB  =  €^^€t. 

In  dem  Dreiecke  ABC  kennt  man  jetzt  eine  Seite  AB  =  c 
und  die  Winkel,  man  hat  folglich 

'  *-^''      AC'-^^'"  (^3  — gl) 

.vi«(f3  — fg)  '  -  » 

und  daraus  folgt  CC, 'welches  Ä  heissen  möge,  indem  man 
h^AC,sinSf  und  für  AC  seinen  Werth  setzt,  also  ' 


20) 


l  >1 


 c  sin  («3  —  f , )  mV/  f  j 


Man  findet  hiermit  die  Höhe  von  C  über  der  durch  A 
gelegten  Horizontalen;  wollte  man  dagegen  den  Höhen- 
unterschied der  Punkte  C  und  B  berechnen,  so  vermindert 
man  entweder  h  um  C'/>  =  c  sin  e^  oder  bestimmt  erst  PC 
auf  ähnliche  Art  wie  vorhin  AC  und  nachher  CD  mittelst 

* 

der  Formel  C/>  =  ^Ci-m  £3.        .    .   ■■  ^  \ 


n.  Lässt  sich  die  Standlinie  AB  ~  c  nicht  in  eine 
Vertikalebene  durch  C  aber  doch  wenigstens  horizontal  le- 


Fig.  158.  S^^y 


80   misst  man  an  dem  einen 
(♦■^YT  'in'-nv  Endpunkte  A  den  Horizontalwinkel 

*  if  iPiVv    J  \  Iii  ;:.^iu.iC'AB  =  a  und  den  Elevationswinkel 

»iiiiSij  C'^C=  £,  am  anderen  Ende  B  den 
'  Horizontalwinkel  ABC'  =^  ß\  in  dem 
horizontalen    Dreiecke   ABC'  kennt 
man  jetzt  eine  Seite  und  die  Winkel, 
daraus  folgt 

csinß 


sviia-Jhß)*  . 


y  Google 
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nnd  nun  ergiebt  sich  CC  =  h  mitteist  der  Gieiciiung  h  = 
äC  tmSf  nÄmiich 

III.  Der  complicirteste  .J^tt  tritt        Fig.  159. 
ein,  wenn  sich'  die  StÄndlitite  AB^t^^^^^ 

weder  in  eine  Verticalebene  mit  CC'  =  h 
noch  horizontal  legen  lässt;  in  diesem 
Falle  misstnian  in  A  den  Horizontalwin-  ''' 
kel  B^AC'=a  und  die  beiden  Eieyatlons- 


i^  i\  »• 


«liik^  BJtJS'-xBr  S^^  OAC^  loBk  s^,  m  :B' deA 

Horizontalwinkel  AB'C  =  ß.  Aus  dem 
rechtwinkligen  Dreiecke  ABB'  folgit  dann 

AB^^ecoiSi,  '    •'  ...» 

und  nnii  verliftlt  sidi  die  Sache  ebenso,  als  wftre  die  hori-' 

zontale  Gerade  AB"  als  Standlinie  genommen  worden;  nach' 
No,  21)  i§t  nämlich  .  * 

"   AB'  sin  ß  tan  '  ;* 

sinicc^  ß)    '  ^ 

mithin- nach  StthsHtation  des  Weilhes  von  AB 


 Hnia-^ß)  * 


Will  man  noch  die  HöhendiflFerenz  der  Punkte  B  und  C, 
80  Ist  h  um  BB'^csinSi  zu  vermindern.  - 


16' 
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Anhaiig  ziir  Trigo^metxie. 


L  Directe  Metbode  zur  Berechuang  dej* 
trigonometrischen  Functionen. 

Bei  der  in  §.  44  erörterten  Berechnungsmetiiode  geht 
man  von  irgend  einem  Winkel  aus^  dessen  trigonometrische 
Functionen  bekannt  >  Bind ,  und  leitet  von  diesen  die  Fono- 
tionen  anderer  Winkel  abf  die  Methode  beruht  also  auf 
einer  successiven  Berechnung.  Wenn  dies  auch  in  prak* 
tischer  Beziehung,  niiinlicli  zur  Ilerstelluns^  trigonometri- 
sclier  Tafeln^  völlig  ausreicht,  so  bleibt  docb^  noch  die 
tiefere  wissenschaftliche  Frage  übrig ,  ob  es  wohl  möglich 
sein  würde,  aus  einem  gegebenen  Winkel  u  die  sugehörigeii 
trigonometrischen  Functionen  direct  «i.  berechnen ,  ohne 
die  Functionen  irgend  welcher  kleinerer  oder  grösserer 
Winkel  vorher  zu  kennen.  Um  diese  Frage  beantworten 
au  können^  schicken  wir  einige  Hilfssätze  voraus* 

Sind  a  und  b  beliebige  positive  Grössen,  iBi  .eine 
ganze  positive  Zahl,  so  gilt  bekanntlich  die  identische 
Gleichung 

die  grössere  der  beiden  Zahlen  a  und  ö  sei  a]  es  wird 
dann  die  rechte  Seite  zu  gross ;  wenn  man  statt  jedes  b 
das  grössere  a  setat,  sie  wird  dagegen  au  klein,  wenn 
man  an  die  Stelle  jedes  a  das  zu  kleine  b  treten  lässt,  mit^ 

hin  ist 

 und   i->m^'»->. 

In  der  ersten  Ungleichung  nehmen  wir  a^Pj  —  1, 

wodurch  der  Bedingung  a'^b  genügt  wird,  und  m=^k+\\ 
es  ist  dann 

-      *+i  ' 
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aus  der  zweiten  Ungleichung  ziehen  wir  für  a=^ß-^  i, 
bssp,  i»  =  Ar+  1, 

alao  zasamaien 

*  +  l  '  '  *  +  l  • 

Wir  Betzen  hier  der  Reihe  nach  p^i,  3  •  •  •  n  und  iid- 
diren  alle  entstehendcfn  Ungleichungen ;  dies  giebi  bei  ge- 
höriger Hebung 

—l  7^  >  1* + a* + 8* + . . . + «*  >  . 

Lassen  wir  linker  Hand  im  Zähler  — 1  weg,  wodurch  die 
Ungleichung  stärker  wird|  aud  dividiren  durchgängig  mit 
H^"^^,  80  erhalten  wir 

Je  grösser  n  isty  desto  weniger  di£ferirt     von  Kall  und 

desto  näher  kommt  ^l-l—^^^^^  der  Jü^inlieiti  bei  unendlich 

wachsenden  n  können  also  die  beiden  änssereten  Grössen 
einander  beliebig  nahe  gebracht  werden^  ihr  gemeinschaft- 
licher Qränzwerth  ist        und  diea6r  mnas  nun  auch  der 

«4-1 

Gränzwcrth  der  zwischenliegcnden  Grösse  sein,  Demnach 
ist  für  unendlich  wachsende  n  : 

1)        üia-nzwerth  von   j^^j  s=s^^. 

b.  In  der  Formel  1)  des  §,  43  setzen  wir  u  -^^  und 
dividiren  beiderseits  mit  n\  dies  giebt 

V  .      2v         3t;  ,        .  ttv 

CO«  \-CÜ8  h   ..+co»  — 

nun  n 

n 

Bei  unendlich  wachsenden  n  nähern  sich  ~  und  ^  der 

gemeinschaftlichen  Grttnee  Null;  weil  femer  «In  d  zwischen 
9  und  d —  i^'  liegt^  so  ist 
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und  liieraiiB  geht  hervor,  dass  das  Proditet  1in$ini-  i» 

Gränze..  v  zueilt*  Nach  diesen  Bemerkungen  zusammen 
hat  man 

V  .       2»  .  „9' 

cos  —  +  +...+C0«  — 

2)  Oränzwerth  von  2  1  ^ 

»  •  • 

'  'C.    In  der  Formel  3)  des  §.  43  nehmen  wir  w  =  ~  und 

•  II 

dividiren  beideraeitB  mit  n ;  dies  giebt 

•   .      *  :    V  'iv       .     "  Ulf        .  •  ' 

srn  \r  mu  —  -f  sin  ^  ...  4-  sin 

»  n  n  II 

- 

2nsiti^  tnsbi^ 

Dttroh  Uebergang  aar  Gfftnze  für  unendlich  wachsende  » 
erhält  man 

3)  Gränzwerth  von  —   *  ^      1  -  «« » 


n 


d.  Nach  diesen  Vorbereitungen  ist  es  sehr  leicht,  aas 
den  schon  bekannten  Ungleichungen 

4)  COSV<^\  y 

5)  ,  .     •  $inv<^v, 

beliebig  viele  neue  Ungleichungen  herzuleiten,  welche  eine 
weit  genauere  Berechnung  von  coiv  tmd  sinv  gestatten 
ip  bedeutet  hier  immer  den  Bogen).   Lassen  wir  nämlich 

in  No.  6)  der  Reihe  nach  ^,  ?f ,  L%  . .  .  ^^^  an  die  Stelle 

von     treiten. und  nehmen  das  aiithinctibche  Mittel  aller 

entstehenden  Upgleichuniren  ^  so  ist 

cos  ^  ^  cos  — cos  1- . . .  +  CO«  — 

»  »  it  H 

n 

^  1    J .  f,^^ 
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Diese  ilelation  besteht  für  jedes  noch  00  großfle  n\  wenn 
aber  h  ins  Unendliche  wächst,  so  nähern  sich  beide  Seiten 
be$timint«n  endliohen  Grünsen  und  es  wird  nach 
und  No«  1)  \ 

oder 

7)  8inv>v^^^. 
Hier  kann  wieder  das  nämliche  Verfahren  angewendet  wer- 
den. Man  litost  nämlich  |,         , . .  •  ~  an  die  Steile 

von  V  treten  und  nimmt  das  arithmetische  Mittel  aller  ent- 
stehenden Ungleichungen;  dies  giebt  zi^nächst 

.    tr    .  ^.  2»  .    .  3«  .  nv  ; 

9m  —  +  *in  —  +  «m  —  +  . . .  -4-      —  ; 

nun  n  \ 

II 

1+2  +  3+...+».,'    X    !l±ll±il±j.u±lV.  - 
*   >-  ;?  ^'^rs' 

Der  Uebergang  zur  Gränze  fUr  unendlich  wachsende  n 
liefert  i 


oder 


8)  ro5i;<l-4t;^  +  .T-K4 
Man  ubersieht  sogleich,  wie  sich  dieses  einfache  Verfah- 
ret fortsetzen  lässt;  die  nächste  Ungleichung  dieser  Art 
lautet 

oder 

9)  Äm*;<i^     '0'''+  2:374:1 
darauf  erhält  man 

oder 

n.  s.  w. 

Gehörig  «usamracngesteilt  sind  die  Ergebnisse  nach  ixü.  4), 
6),  8),  10)  folgende 


I 
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11) 


^«„<l__  +  ___, 

^^^^^      l.»TlT2T374  1.2.8.4.5.6 


und  nach  No*  5),  7),  9) 


12) 


9 


*^*'>T"  17273' 


<  T — 


1.2.3^1.2.3.4.5' 


mi? ;;>  ^     1.2.8^  1.2.3.4.5     1.2. ..7 

u.  ß«  w. 

Die  Differensen  jei  zweier  auf  einander  folgenden  Aufi- 
dräoke  sind       den  Cosinosformeln,  der  Reihe  nach 

1.2'     1.2.8.4'     1.2. .,6» 

und  bei  den  Sinusformeln 


1.2.3'      1.2     .5'      1.2  ...7' 

aiUo  überhaupt  von  der  Form 

 1_  ^ 

1 .  2  •  3  •  • « M 

Beschrftnken  wir  uns  nun  auf  spitae  Winkel,  so  ist  v 

höchstens  ::;leic'h  deii)  (Quadranten  =Jä=1,57...,  mit- 
hin jedeni'aiiö    <C  2,  und  folglich 

<f-i-M--.l<«.t.^i)— »<5.(i)"i 


1 .  2  .  .  .  m 

ferner  hat  man  nach  a. 


oder 


i^>«(l)»-S  i-Ci)"'>jCt)"-', 


und  umgekehrt 


(!)"■< 


folglich  nm  so  mehr 


1+4««' 
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woraus  unmittelbar  hervorgeht,  dass  der  Ausdruck  linker 
Maad  bei  imeadiich  wacliBenden  m  die  Null  zur  Gränze  bat. 
Die  vorhin  erwähnten  Difi^renzen  nehmen  also  bis  su 
dem  beliebigen  Grade  der  Kleinheit  ab  und  dieFonneln  11) 
und  12)  liefern  demnach  die  Werthe  von  co9  v  und  m  v  lun 
8ü  güiiilucr,  je  weiter  die  Rechnung  fortgesetzt  wird. 

Als  Beispiel  diene  die  Berechnung  von  sin  16^22'12"8, 
Hier  ist 

^rcl6«^  0,27925268 
^rc  22^  c=s  0,00639954 
12"=  0,00005818 
^rc0"8=  0,00000388 

v=:  0,28571428 
mithin  nach  den  Formeln  unter  Ko*  12) 

«mt'<  0,28571428 

**    =0,00388727  ) 


2.3 


$mv>  0,28182701 

0,00001 587    (  +  ) 


2. ..5 


&  <  0,28184288 
=  0,00000003   (— ) 


«» e;  >  0,28184285 

Die  beiden  letzten  Angaben  stimmen  in  sieben  Deeimalen 

iiberein  und  es  ist  daher  aui"  eben  soviel  Stellen  genau 
m  16«  22'  12"8  =  0,2818428. 

IL  Graphische  Rectification  und  Transposition 

von  Kreisbögen, 

Ans  den  Formeln  11)  und  12)  des  yorigen  Abschnittes 
erhiUt  man 


v(2  +  cosv)  *      7  / 


24  V'—  YtiS^' 


3  sm  vi  '  ' 
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and  es  lassen  siofa  ^e§e  Ungleichungen  benutsen  am  die 
Differenz 

zwischen  zwei  Glänzen  einzuscliliessen.  Kimmt  man  erstens 
SiUtI' des  Minuenden  den  oben  erw&hnteh  2a  grossen  Werth 
und  statt  des  Subtrahenden  den  zu  kleinen  Werth,  so  hftt 
mttn 

nimmt  man  dagegen  den  Minuenden  zu  klein'  und  den 
Bnbtrahenden  zu  gross,  so  wird  . 

V  (2-\-  cos  v)  —  3  sm  v  >  ^^v'  —  ^  v\ 

Je  kleiner  v  ist,  desto  weniger  betragen  die  rechten  Seiten 
der  vorigen  Ungleidiungen  und  um  so  eher  darf  man  sich 
erlauben, 

oder  ^  . 


V  = 


setzen.  In  wie  weit  dies  richtig  ist,  mag  das  Beispiel 
t»  =  ^c3ö®  =  j-«  zeigen.   Dann  müsste  sein 

^''-2^üJ^4^yj^       13  «0,523373, 

der  wahre  Werth  von  ^tc  ist  0,523599,  mithin  beträgt  der 
Fßhler  0,000226 ;  für  einen  Radius  ^  1  Fuss  =  100  Li- 
nien wäre  die  Differenz  =^  Linie  also  ganz  unmerk- 
lich, und  hieraus  geht  hervor,  dass  man  bei  graphischen 
Arbeiten  die  obigen  Formeln  zur  Rectification  von  Bögen 
^  30^  benutzen  kann.  Dies  giebt  folgende  Consthic- 
tion:  durch  den  Anfangspunkt  A  des  gegebenen  Kreis- 
bogens AB  ziehe  man  eine  Tangente  an  den  Kreis  und  zu- 
gleich einen ^Durchmepser, 'auf  welehtfm  itim  die  Strecke 
AC  gleich  dem  dreifachen  Radius  nimmt;  die  Gerade  OB 
schneidet  dann  von  der  Tangente  eine  SLreckc  AD  ab;  die 
dem  Bogen  AB  sehr  nahe  kommt.  Es  ist  nämlich  für 
den  Radius  =1,  Are  AB  ~-  v ,  BF  ~  sin  v , 

C£:  EB=CAiAJ). 

d.  h. 

woraus  t' 
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AI/  =   

oder  nähenmgtw^iB  AD=sv  ^  Are  AB  folgt 

Wenn  der  zu  rectiticireiido  Bogen  mehr  als  30«  fasst, 
mithin  ^  ä  übersteigt,  so  liegt  er  entweder  zwischen  ^  ä 
oiid  f  «  oder  Bwischen  f  und  |  sr  n.  «•  w.  Man  rectificirt 
dann  nach  §.  35  die  halbe  Krei8peripherie>  wodurch  man 

eine  Gerade  von  der  Lilnge  tc  eriiillt  und  bestimmt  hieraus 
dasjenige  Sechstel  von  welches  dem  Bogen  AB  am 
nächsten  kommt;  ferner  rectificirt  man  den  überschiessen* 
den  Bogen  ^  der  nun  jedenfalls  weniger  als  ^  fasst,  un4 
addirt  die  beiden  erhaltenen  Geraden, 

Die  vßrigen  Coubtructionen  lassen  sich  auch  umgekehrt 
anwenden,  um,auf  einem  gegebenen  Kreise  einen  Bogcu  absu- 
schneideni  der  einer  gegebenen  Geraden  gleichkommt.  Ist 
erstens  die  gegebene  Strecke  im  Verh&ltniss  zum  Badius  so 
klein,  dsM»  der  gescushte  Bogen  vosaiissichtUofa  nicht  mehr  als 
30°  fassen  wird,  so  legt  man  AD  tangential  an  den  Kreis,  zieht 
wieder  AC  und  BC,  welche  letztere  den  Kreis  in  bchnoidet; 
AB  ist  dann  der  verlangte  Bogen.  Im  entgegengesetzten 
Falle  rectificirt  man  den  Halbkreis  und  theile  die  erhaltene 
Strecke  in  sechs  gleiche  Theile;  die  gegebene  Gerade 
besteht  dann  aus  einigen  solchen  Sechsteln  plus  einem 
Ueberschuüse  <C  «r  ^-  ^^^^n  überträgt  nun  zuerst  den  Ueber- 
fichuss  auf  den  Kreis  und  vergrössert  den  erhaltenen  Bogen 
am  die  nöthigen  jSechstel  des  Halbkreises« 

Hieran  knüpft  sich  endlich  noch  die  Aufgabe,  einen 
gegebenen  Kreisbogen  auf  einen  anderen  Kreis  zu  über- 
tragen«  Die  Lösung  besteht  einfach  darin,  dass  man  erst 
den  gegebenen  Bogen  rectificirt ,  und  die  erhaltene  Strecke 
auf  den  zweiten  Kreis  überträgt, 


in.   Die  regelmässigen  Vielecke. 

Um  die  Genauigkeit  der  in  §.  30  angegebenen  Nähe* 
mngsiK^ttstruetion  für  regelmässige  Vielecke  foeurtheilen  m 
können,  wollen  wir  dieselbe  der  liechnung  unterwerfen. 
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Fig.  lÖO. 


I  V 


Fällen  wir  von  G  aus 
Perpendikel  Gl  auf  BE  und 
8eta«a  AO^ssr,  AI^»^ 

G]  =  y  und  GE=  z,  so  ist 
wegen  CF  =  CE  auch  IG 
=  /i;,  oder     =  ^ + 
d.  h. 

1) 


ferner  HIz^  ÄH-^AIz=:^^  .1^ --x  und 


.  2r 


d.  i. 


GS^  =  Gr  +  Ifl\ 


und  aufgelöst  nach  gehöriger  Zasammenfassting 
2) 

Um  nun  x  su  finden^  bemerken  wir,  dais  ein  reeiitinnk« 

liges  Dreieck  entstehen  würde,  sobald  die  Geraden  AG  und 

£G  gezogen  werden^  und  dass  folglich  GP  =  AI*Iß  sein 
mass;  nach  nnserer  Bezeichnung  ist  diesa 

oder  au(di 
8),         -     2*'  =  (H2i=l):a:-ii, 

und  wenn  wir  dies  in  die  Oleichung  2)  substituiren,  so  wird 

Sehen  wir  dagegen  die  Gleichung  3)  als  quadiatiische  mit 
der  Unbekannten  an^  so  ergiebt  sich  durch  Auilösuog 
derselben  "   

Hier  mnlBis  das  untere  Zeichen  genommen  werden;  die 
Linie  EF  schneidet  nämlich  den  Kreis  sweimai  in  ^  aal 
C  und  folglich  giebt  es  zwei  Werthe  von  x,  nämlich  AI 
und  AI'  (wenn  man  sich  von  G'  das  Perpendikel  G'T  herab- 
gelassen denkt),  ron  diesen  Werthen  können  wir  abar, 
der  Constrootion  anfolge;  nur  den  kleineren  bsmchea  ub' 
ist: 


A 
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4 

in 

Die  Formel  4)  yerwandeh  sich  jetst  in  die  folgende: 

^*==5(36  +  (ii^6)(«^2)-(n-6)j/(»-2)«-8j, 

wobei  man  noch  (n  —  4)*  +  32  tür  36  +  —  6)  (n  —  2) 
setzen  kann.  Da  nun  z  näherungsweis  die  Seite  des  regel- 
mässigen Sehneuvieleeks  von  n  Ecken  aein  boU,  so  wär4 
also,  wenn  wir     für  z  schreiben,  j 

:5)       L}/^:Z4y + 32  —  (» — 6)  j/^::::2)«^8. 

In  wie  weit  dies  richtig  ist,  lässt  sich  dadurch  entscheiden, 
dass  man  den  Centriwinkel  des  in  Rede  stehenden  Viel- 
ecks berechnet;  man  hat  nämlich  nnfnittelhar  für  diesen 
Winkel^  weicher  m  beissen  mdge,  die  Formel 

,6)  «  =  — ' 

andererseits  aber  auch  sin  =  sm  Ja)  J«,  oder,  wenn 
man  fiir     die  vorige  Formel  nimmt  und  r=l  setzte 

1)    sÄi  4»  «        —  4)*  +  32  —  («    6)      —  2)*ir8; 

Hiernach  lässt  sich  also  der  Sinus  von  berechnen;  die 
Tafeln  geben  dann  ^g),  folglich  auch  a,  und  der  so  be- 
stimmte Centriwinkel  müsste  nnn  bei  einer  yoUkommen  ge- 

Hauen  Formel  — -  sein.  Nehmen  wir  beispielsweis«=7, 

so  ist  der  wahre  Centriwinkel 

die  Formel  7)  dagegen  giebt 

sin  ^ij^-.  Vi  /  41  —  j/l7  0,4337596. 

üiersRi  gehört  den  Tafeln  nach  der  Winkel 

4fls»25M2|%  «»51«24{'^ 
waa  von  dem  wahren  Werthe  nur  wenig  yersehiadeip  ist 

Um  überhaupt  die  Genauigkeit  der  Formel  7),  d.  h.  der 
angegebenen  Constniction  beurtheilen  zu  können^  geben 
wir  folgende  kleine  Tabelle,  worin  o  den  wahren  Werth 
des  Contriwinkels  md  m',  a^nen  N&beruagswerth  be^ 
aeiehnet« 
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7 
9 
11 

1.3 

15 

17 

19 

21 

23 
•  • 
45 

67 

89 

101 


39*  56  l 

2r  3S'  J 
2^  dB' 

17»  S  'l 
15^39'i 

5«  23'  f 


O 

51»25'f 

32»43'/t 

27M1W 

21»  10' ^fi 

17*  8'f 

15»  39' Ä 


8« 

5"  22'  If 
4*  2'ff 

3^33SVr 


— IT 

"~~  3  y 

 9  34 

—1 

-  0'  A 

•     •     •      •   "  ^ 


Kin  weit  bequeinereb  und  zugleich  genaueres  Mittel 
zur  üonsti-uction  rcgalmäfidiger  Vielecke  bieteu  die  trigc^ 
BomeirLschen  Torfelo. 

Soll  nämlich  überiianpt  ein  in  Gradep,  Minuten  n.  s.  w* 
Fig.  löl.  •         gegebener  Winkel  AOB  graphisch  dar- 
gestellt werden,  so  niiuiiit  man  aiis 
B\    \     '  den  Tafeln  den  VV^erth  von  im  AOB, 

der  Im  Allgemeinen  die  Form  eines 

Bruches  ~  hat,  und  cunstruirt  nach 

j  irgend  einem  Maasstabe  ein  recht- 
M''MtMP  winkli*(es  Dreieck,  dessen  Katheten 

JH  und  ;/  zu  Län^enzahien  haben,  nämlich  OM~m,  MN=n* 
der  Winkel  MOJil  ist  dann  der  gesuchte  Winkel  AOB* 
Hierbd  muss  man  den  Werth  von  Um  AOB  a^^t  ahnm- 
den^  als  die  Genauigkeit  des  angewendeten  Maasstabes 
geht.  Soll  z.  ß.  der  Winkel  von  24°  mittelst  eines  Maaw- 
Htabes  construirt  werden,  dessen  Einheit  eine  Decimallinie 
ist,  so  würde  man  statt  toii24<>=si),4452287  setzen 
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entspricht  der  Winkel  24*  13'  40",  man  begeht  «iso  ernMfr 

Fehler  von  13'  10".  Weit  genauer  winl  dieses  Verfahren, 
wenn  man  nicht  schlechthin  abrundet,  sondern  einen  ge«{ 
V^hnlichen  Bruch  aufsuchti  der  jenem  Dceimalbruche  nahd 
kommt;  aber  aus  kleiiteren  Zahlen  besteht*).  So  ist  B| 
«,44^2287  wenig  Yerschieden  von  ^  0,44525M|  uoJ 
Venn  man  jetzt  ■  .       "  I 

nimmt,  was  mit  ITilfe  eines  Transversalenmaafistabes  ebenso 
leicht  zu  construiren  ist^  wie  der  vorige  Werth,  so  erreich| 
der  Fehler  noch  nicht  5  Secundenl  Für  den  practischen 
äebnMichiigebatt  wir  folgende 

Tabelle .  zm  CoQBtructiou  regelmässiger.  Vieleel^e« ' 


7 
9 

11 

13 

P, 

19 

21 


U 

4  7 

1% 
II? 

'  21 
74 

•tVt 

So 

48 

ITT 

If 

H 


5P  25'  43"6 

40«  0'2r5 
39'  Ö9'  67"7 
32M4'  6"8 
32«  43'  37"9 
27«  41'  58"i 
27«  11'29"4 
24»  0  4 'Ö 
21«  10'  52 '9 
21«  10'  32"7 
18«  56'  47"4 
17«  8'43"9 


51*»  25^42^9 
40« 

3a*43'd8"2 


27«  41'  srs 

t 

24«.  • 

2l<»  10'  35  "3  , 

18'»56'S0"5 
17«  8'34"3 


+  28''6 

+  25"8 
:  —  1 '9 
+  4  "6  .  f 
+  17"« 
;  —  2"6 
3'*1 
+  9"6 


Bei  gruyson  n  wird  (an  «'  ein  so  kleiner  Urach,  dass 
das  reohtwiixklige  Dreieck^  welches  zur  Uanstruction  vdn 
dient,  swei  sehr  yerschkdene  Katheten  erhftlt;  waft:  für?* 

*i  Solohe  Brüche  findet  nmn.  bekanntlich  mit  Hilfe  von  Kettenbrücheti.' 


•  4  VI    ■  I 
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die  Zeichnung  eine  Unbequemlichkeit  ist«  Man  thut  dann 
bMOTy  tvf  oder  4o'  a*  s.  w«  sn  bafelimiiien  und  rückwärts 


n 

Um  Zfin 

40 

23 

46 
TT 

15«  39'  r'4 

— «  ■     ;■■  ■" 

15°  39'  7"8 

^  —  0'4 

25 

4S4 

14«»  23'  58"7 

14«  24' 

/  -r3 

27 

1  1  4 

13 '20'  0"3 

13^20' 

+  0"3 

29 

Vr 

120  24'  52"8 

12«  24' 49  "7 

+  3"!  , 

31^ 

i  O 

f 

ll»36'4r4 

U*36'4r5 

1  i 

Sollten  die  angegebenen  Werthe  von  Um  oder  im  2«' 
nicht  bequem  genug  für  den  gerade  snr  Hand  liegenden 

Maasstab  sein,  so  kann  man  sie  leicht  diiJurcli  passend 
machen,  dass  man  Zähler  und  Nenner  mit  einer  zweck- 
mässig gewählten  Zahl  moltiplicirt  oder  dividirt;  z.  B. 

IC  —  -jf  —  4i     s.  w. 


lY.   Das  regelmässige  8iebenzehneck. 

Unter  die  wenigen  regelmässigen  Vieleckci  welche 

geometrisch  in  aller  Genauigkeit  construirt  werden  können, 
gehört  noch  das  regelmässige  Vieleck  von  17  Seiten.  Da 
die  ßerechnung  desselben  olme  Trigonometrie  nicht  mög- 
lich ii^ti  io  mnsste  sie  in  §.  30  übergangen  werden ;  wir 
holen  sie  hier  nach. 

Die  Seite  des  regelmässigen  Siebenzehnecks  würde 
sich  leicht  finden  lassen ,  wenn  man  den  Cosinus  oder  Si* 

HOB  von       oder  von       anzugeben  wUsste.   Setzen  wir 

—  s=(p^  BO  ist  eag^  vorläufig  anbekannt  nnd  ebenso  sind 

es  co$2ip,  (mSq)  u.  s.  w.;  es  giebt  aber  Beziehungen  swi- 
sehen  dteseii  Unbekannteni  mittelst  welcher  man  ihre 
Wertiie  finden  kann«  So  ist  z.  B.  nach  Formel  2)  in  §.  43 

für  n  =:Sf  u  =^  ^  ,  .  ' 
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2  CO* 

17 

oder 

1)      cos  q>  —  COS  2  <p  -l-  ^0*'  3  (p  — . , . ,  —  cos  8  ^  = 

Vertbeilen  wir  die  acht  vorhandenen  unbekannten  Co- 
siouB  in  jfiwei  Gruppen  dergestalt,  dass 

J  X  =  cos  3  g?  +  ^'OS  5  qp  —      6  9  4-  cos  lq> 
'      •   \    =:=  —  cos  (p    cos  ^  (p  •\-  cos  ip    cos  %q> 
gesetzt  wird^  so  hab^n  wir  nach  dem  Vorigen  die  Gleichung 

3)  x^r^\, 

and  et  würden  Bich  die  Unbekannten  X  und  Y  finden  las- 
ten |  itesa\  ttiaa  noch  ^ne  jsweitd  Gleichang  zwischen  den- 
selben erhalten  könnte.  Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  dais 

Product  2Xy  und  zerlegen  jedes  doppelte  Partialproduct 
von  zwei  Cosinus  in  eine  Cosinu.ssumme;  die  Auaführung 
dieser  sehr  leichten  Rechnung  giebt 

und  hier  kommt  rechter  Uand  wieder  jene  «chon  in  No.  1) 
kiiimirta^  Reihe,  wr;  wir  «^halten  so  XF^l  und  diir^h 
Aufliriitiifc'  ^ider  nunmehrigen  «wei  GleSehuii{^' JT  -^  Viä^k 

m  mr  aW  nur  das  obere  Zeichen  gebrauchen  kö|i|i(ß|i| 
Ireif  au^  liaHeliegönden  Gründen  X  und  JT  positive  dröss^n 

sein  müssen.    Wir  haben  also  , 
^4)  X=:€os^q>  +  casb —  f^sß<p  +  C087(p ^j. (j/l7  + 1)^ 

5)  ys=s—C0S(p'{-C0s2fp  +  ca84q>-^C0sSq>=z^(j/Vf'^i). 

Wir  «erlegen  weiter  X  in  awei  Theile  a;  und  £  der 
Ärt^  dass 

6)  easdq>  +  to$b^  =  if  eas^^-^eoflfpasax 

ist,  wo  nun  i  und  jedenfalls  positiv  ausfallen;  wir  haben 
dann 

i^x=x=i{]/ii+\y, 

ferner  findet  sich  durch  Multiplication  und  Zerlegung 

2Jar=iJ0»fl?  — ces2^  +  «»39— •  •  •  —  cosScp^^,  '' 

tchlOmlUb,  «MOMlrie.  t  17 
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Durch  Aiiflösuiig  der  beldfiii  fiHwdumgep.t  —  »saaÄ  wai 
lz  =  i  wird 

r=^(i+/n+Ks4+2^)  =  j6; 

=  i      1  -  >/i7  +  >^S4  +  2  /17 )  =  1 05'. 

Auf  ähnliclie  Weise  serlegen  wir  F,  indem  wir  setoea 

9)  «0^9 — easA^^tj,  eo$2(p+cosS^sasif. 

Es  ist  dann  einoial  y  —  =  1^,  auisserdem  üudet  sich  durch 
Multiplicatioii  und  Zerlegimg  ny^^  und  aUo 

10)  ^=i(/r«4.i— r) 

Betrachten  wir  nua  die  vier  GUeichnngen 

'     \cos  qf  —  cos  4  9  —  i;,    cos  2  9  +  COS     =^  ff, 

welche  vier  bekannt  gewordene  Grössen  (i,  x,  11,  y)  und 
acht  Unbekannte  (die  Goainns)  enthalten,  etwas  ttiher>  M 
bemerken  wir  darin  eine  so  eigcnthllmliche  Verbindung 

der  Unbekannten,  dass  die  Bestimmung  der  letzteren  ohne 
Hchwierigkeit  ausführbar  ist.  Jene  Verbindung  der  Unbe- 
kannten besteht  darin I  dass  man  aus  irgend  einem  Paare 
von  Cosinus,  welche  in  einer  solchen  Gleichung  durch 
Addition  oder  Snbtraction  verbanden  sind,  sogleich  das 
Product  zweier  Cosinus  ableiten  kann,  die  in  einer  andern 
solciien  Gleichung  vorkommen.  In  der  That  erhält  man 
durch  Umsetzung  jeder  Gesinussumine  oder  Cosinusdifferenz 
in  ein  Cosinusprodnct  aus  No.  12) 

2  cos  qp  cos  4qp  =  f ,     2  COS  ^<p  COS  S  q)  =z  X ,  *) 

2cos6qiCQslip  =  iif   2coad^cosb^^y*  - 

*)  Nämlich  cosQqt  —  cos  7q>  z=  cos Qqt cos  (\S0^  —  7(p)^cosQfp 
4-  cos  (I79  -~  7<p)  cos6q>  cos  10^  ss  2€08  %ip  CM 89.  Einer  thn- 
liehen  Umwsiidlang  bedarf  die  Differens  eoff  9  -^«0t49,  um  sU  eniin 
eine  Summe,  mid  dann  in  ein  Produel  QBWitseteea.  ' 
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Stelh  mMi  diese  GleichiiB^eii  mit  den  Torigen  so  nittatn- 

men,  dass  in  je  zwei  Gleichungen  immer  dieselben  Winkel 
vorkommen  y  so  hat  man 

cos  9  —  cos  4  g>  =  1^ ,    2  cos  <p  cos  49  =  1, 
cos2<p  +  cosSip  =  yj    2cos2(p  cos  8g>  = 

«nd  hier  ttbersieht  man  die  Möglichkeit^  sftmmtliche  acht 
imbekannte  Cosinoi  sn  entwickeln,  da  in  dem  ersten 

Gleichlingspaare  nur  die  beiden  Unbekannten  cos3(p  und 
cosb^  vorkommen/ ebenso  im  zweiten  Paare  die  Unbe- 
.  kannten  cos  69  and  cos  Itp  u.  s.  w.   Wir  wählen  hier,  wo 
es  auf  das  Siebenzehneck  ankommt,  dessen  Centriwinkel 

MAI  iSfi^ 

-^^2.-j^  =  29  iatj  das  letste  Paar  von  Gleichungen, 

weil  dieses  den  firagllelien  Winkel  enthfllt. 

Durch  Auflösung  der  beiden  Gleichungen  e0«2^ + 
sssy  und  2cOf         89  =  0;  ündet  man 

C05  2  9  =  i  (y  +  j/y*  —  2x) ,  * 

wo  man  gleichseitig  entweder  die  oberen  oder  nnteren  Zei* 

chen  zu  nehmen  hat;  die  letzteren -dürfen  hier  aber  nicht 
benutzt  werden ,  weil  sonst  cos  2  <p  kleiner  als  cos  8  ^  aus- 
fallen wfirdei  so  ist 

13)  ^2^=i(y  +  //  — 2a;), 

oder^  wenn  man  statt  y  uod  x  setzt  \y  und  ^x% 

2^  =     (/+  j/y  »-16a:> 
Suhstituirt  man  jetzt  für  y  und  x  die  unter  11)  and  8) 
gefundenen  Werthe 

y  =  -  1  +  j/n  +  /34--2/r7, 

1  - /r?+r'34 + 2^, 

80  ergicbt  sich  nach  einigen,  weiter  keinen  Schwierigkeiten 
unterworfenen  Keductionen 

j/»—        ^  4  (17  +  3  ]/Yi  ~  /l70  -f  38  /ff) 

und  in  Folge  daTom  nach  Aussiebang  der  Wnrsei  und  Ad- 
dition Ton  / 
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In  einem  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen  KreiBe 

ist  ^sin  -~2cos2<p  die  Seite  des  regelmässigen 

Siebenzebnecksi  also 

15)  2  am  (p  =  Chorä  == 

un4  bei  nomeriscber  BerechDung 

2     y  =  i^Aortf  ^  =r  0^^749903563314  . 

Um  eine  Constiuction  für  das  reguläre  Siebenzehneck 
zu  erhalten,  würde  es  sehr  unvortheilhaft  sein,  von  einer 
der  yerwickelteren  Formeln  14)  oder  15)  ausgehen  zu  wol- 
len^ man  kommt  dagetgen  sehr  ieic)it  dadurofa«  snun.  Zidei 
daas  man  -der  Reihe  nach  JT,  Xj  eü$%fp  eonstroir^ 
indem  man  diesen  Grössen  die  zur  Construclion  voitlieil- 
hat'teste  Form  giebt«  Für  den  Halbmesser  1  wird  nämlich 
nach  No.  4)  • 

ferner  auf  ähnliche  Weise  nach  No.  5) 

wonach  die  gleichzeitige  Construction  von  \X  und  \Y 
äusserst  leicht  ist.  Man  hat  dann  weiter  nach  No.  8)  imd 
No.  11)  .  .  

was  sich  wiederum  leicht  construiren  lässt,  weil  aus  dem 
Vorigen       und  ^JT  bekannt  sind*  Endlich  ist  nach  No.  13) 

für  y%x  =  z 

cos29?==i(^-f/y«— z«) 
und  hieraus  findet  man  cos  ltp^  nachdem  vorher  die  mittlere 
Proportionale  t  zwischen  dem  Durchmesser  2  and  der  Li- 
nie X  bestimmt  worden  ist.   Errichtet  man  im  Endpunkte 

dea  Cosinus  eine  Senkrechte  auf  demselben,  so  selincidct 
diese  den  Bogen  2<p  ab^  womit  zugleich  die  Seite. des  regu- 
lären Siebenz^necks  bestimmt  wird. 
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lian  kOniite  noch  fragen,  auf  welehan  OrQnden  die 

vorliin  aiisj^eführton  Zurlcgun^en  in  X  und  x  und  i 
u.  8.  w.  beruhen,  und  ob  es  wohl  möglich  sein  würde,  durch 
ähnliche  ZerföHuogen  noch  andere  regelmässige  Vielecke 
sa  berechnen  und  %a  constrairen.  Auf  diese  Frage  anl- 
wortet  „die  Theorie  der  Zahlen ''mit  folgendem  allgemei- 
nen Satze: 

Wenn  n  eine  Primzahl  und  folglich  n  —  1  eine 
»uammengeBetzte  Zahl  ist,  so  zerlege  man  n  —  1 
in  seine  Frimfactoreni  wodurch  n — 1  die  Form 
2« .  3' .  5^  . . .  erhält;  die  Theilung  des  Kreises  in 

H  glciclic  Thoilc  fordert  dann  die  gleichzeitige  Auf- 
'    lösung  Yon  a  Gleichungen  des  aweiten,  Gleichun- 
gen des  dritten  I  f  Gleichungen  des  fünften  Gra- 
des u.  s«  w». 

Da  sich  durch  gerade  Linie  und  Kreis  nur  Quadrat- 
wurzeln, d.  h.  die  Wurzeln  von  Gleichunjrcn  zweiten  Gra- 
des construiren  lassen,  so  folgt  aus  dem  obigen  ThooremOi 
dass  die  Construction  eines  fi*£cks,  i»  als  Primaahl  vor- 
ausgesetzt ,  nur  dann  elemdniar- geometrisch  möglich  ist, 
wenn  n  —  1  eine  Potena  der  2  ausmacht.  Diese  Eigen- 
schaft findet  statt  bei  den  Zahlen  n  =  3,  5,  17,  257  u.  s,  w.; 
doch  würde  schon  die  Construction  eines  regelmässigen 
Vielecks  Ton  257  Seiten  überaus  weitlftufig  werden* 
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Vorrede  zur  zweiten  Auflage. 


schon  das  vorliegende  Lehrbuch  seit  einer 
Beihe  von  Jahren  m  mehreren  Schulen  eingeführt 
ist,  ao  sind  mir  doch  nur  sehr  wenige  Bemerkun- 
'  gen  gegen  die  Auswahl  und  Anordnung  des  Ma- 
teriales  zugekommen,  und  ich  hatte  daher  keinen 
Grund,  in  dieser  Beziehung  wesentliche  Aende- 
rongen  vorsunehmen.  Dagegen  habe  *  ich  auf 
Wunsch  mehrerer  erfahrener  Schulmänner  die  De- 
ductionen  des  ersten  Capitels  strenger  gefasst  und 
durch  eine  grossere  Anzahl  von  Figuren  anschau- 
licher zu  machen  gesucht  Ferner  wurde  in  §.  10 
Steiner's  Beweis  für  den  Euler'schen  Satz  von 
den  Polyedern  durch  den  von  August  gegebenen 
Beweis  ersetzt,  welcher  an  Einfachheit  und  An- 
Bchaulichkeit  jedem  anderen  überlegen  sein  dürfte. 
Auch  das  Prismatoid  und  dessen  Inhaltsbestim- 
mung sind  aufgenommen  worden«  Eine  bedeu- 
tende Umarbeitung  hat  das  Capitel  von  den  Kegel- 
schnitten erfahren.  Die  stereometrische  Bedeutung 
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der  Directrix  veranlasste  mich  nämlich ,  die  all- 
gemeinen Eigenschaften  aller  Kegelsclmitte  voran- 
zustellen (§•  29)  und  erst  nachher  die  Parabel, 
Ellipse  imd  Hyperbel  einzeln  abzuhandeln,  wo- 
durch die  ganze  Lehre  an  Einfachheit  und  lieber- 
siohtlichkeit  wesentlich  gewinnt  Bei  der  Hyper- 
bel habe  icli  die  Eigenscliafteh  der  Asymptoten 
weiter  als  früher  entwickelt  und  daran  die  Qua- 
dratur der  Hyperbel  geknüpft. 

Dresden,  im  April'  1862. 

Sdütfmilch. 
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BESTES  BUCH. 
Aie  TOYoUgtäTiiiig  begxtozteu  ehenmk  Eaungabüde. 


Die  Geraden  und  Ebenen  im  Kaunie. 


8.  1. 

Die  Tersohiedenen  BesiimmuBgen  der  Ebene. 

Wenn  eine  ihrer  Lage  nach  veränderliche  Gerade  an 
emer  »Is  fest  gedachten  Geraden  eo  hingleitet  ^  dass  sie 
itete  dureh  einen  und  deneelben  ausserhalb  der  festen  Ge- 
raden liegenden  Punkt  gebl^  so  besobreibt  die  yer&nder* 
iiclie  Gerade  eine  Ebene  und  es  gilt  von  dieser  Fläche  der 
GrrtmdsatZy  dass  eine  Gerade,  welche  zwei  Punkte  mit  ihr 
gemein  bat,  ganz  in  derselben  enthalten  ist*  Die  Conse* 
quenaen  jener  Entstehungsweise  und  dieser  Gmndeigen- 
adiaift  der  Ebene  aisd  ee,  mit  denen  wir  nns  annSchst  be- 
schäftigen müssen.  Fig.  1. 

Da  durch  zwei  Punkte  im  Kaume 
aar  eine  einzige  gerade  Linie  geht,  so 
kann  man  sieb  die  feste  Gerade  durch 
swei  gegebene  Paukte  A  und  B  be- 
stimmt denken:  die  Ausführung  der 
vorhin  erwähnten  Bewegung,  d.  h.  die  ^ 
Eraeugung  der  Ebene,  erfordert  dann 
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nur  noch  die  KenntniBs  eines  ausserhalb  AB  liegenden  festen 
Punktes,  etwa  C,  zusammen  also  die  Angabe  dreier  Punkte 
jif  C» 

Letstere  können  wiederam  durch  zwei  sich  schn^dende 
Gerade  vertreten  werden;  ist  n&mlich  A  der  Durchscbnitt 

der  beiden  Geraden  AB  und  AC ,  so  kann  man  die  erste 
als  ieste  und  die  zweite  als  bewegliche  Gerade  in  irgend 
einer  ihrer  Lagen  ansehen,  auf  ihr  den  festen  Punkt  C  wiü- 
kührlich  wählen  und  dann  die  £bene'wie  früher  entstehen 
lassen. 

ätalt  einer  beliebigen  Lage  der  bewegiiebenr  Oeraden  ' 

könnte  man  anch  die  bestimmte  Lage  wählen,  bei  welcher 
die  bewegliche  Gerade  einerlei  Richtung  mit  der  festen 
Geraden  hat,  ihr  also  parallel  ist;  man  betrachtet  dann  die 
eine  der  beiden  Parallelen  AB  und  CD  als  die  feste  Gerade 
und  wählt  auf  der  andern  willküfarlich  den  festen  Punkt. 

Nach  diesen  Erörterungen  darf  man  folgenden  Satz 
aussprechen:  Eine  Kbene  ist  bestimmt:  1)  durch 
eine  Gerade  und  einen  ausserhalb  letzterer  be- 
findlichen Punkte  2)  dnrch  drei  nicht  in  gerader 
Unie  liegende  Punkte,  3)  dnrch  swei  sich  schnei« 
dande  Gerade,  4)  durcli  zwei  parallele  Gerade. 

Hieran  knüpft  sich  unmittelbar  die  Folo^eruniTj  dass  zwei 
Ebenen  zu  einer  einzigen  Ebene  zusammentaiien,  wexm  sie 
entweder  durch  dieselbe  Gerade  und  den  nämlicfafiOi  au•se^ 
balK letzterer  befindlioken.Punkt  hindurchgekeiiy  oder  w« 
«sie  dieselben  drei  nicht  in  gerade  Linie  liegenden  Punkte 
in  sich  enthalten,  oder  zwei  sich  schneidende  Gerade  ge- 
meinschaftlich besitzen;  oder  endlich. die  nänüichen 
Parallelen  enthalten» 


/  \ 

'  \ 

\ 

\ 


£iae  wesentlioh  andere  Beste- 
mang  der  Ebene  entspringt  aus  dar 

Betrachtung  der  Fläche,  welche  ent- 
steht, wenn  man  sich  von  einem  rech- 


ten Winkel  den  einen  Schenkel. als  . 


B 


fest  und  den  anderen  (sammtder  gan- 
een  Winkelebene)  um' jenen  heran- 
gedreht  denkt.    Sei  nämlich  AOC 

die  ursprüngliche,  BOG  irgend  eine 
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spikre  Lage  dM  reebten  Winkels^  AB  e jna  Gemde,  welche 
eittan  beliebigen  IHmkt  Ton  AO  mit  eineiii  beüebigeo  Palette 

von  BO  verbindet,  endlich  00^  OL  Line  uut  dem  festen 
Schenkel  und  auf  beiner  Verlängerung  abgeschnittene  Strecke 
von  willkUhrlicher  Grösse,  so  erkennt  man  zunächsti  daM 
die.Dreiecke  AQC  und  AOC  wegen  der  Uebereiaetimmang 
iB  Bwei  Seiten  und  dem  eingeachloeeenen  Winkel  congment 
sind  und  folglich  AC  =  AC'  ist.  Aus  denselben  Gründen 
hat  man  A  BOG  ^  A  BOG'  und  BC=BC\  Die  Drei- 
ecke ABG  und  ABC  etimmon  demnach  in  allen  Seiten  über- 
fkskf  sind  daher  oongraent  und  be•itae^  dieselben  Winkel^ 
E.  B.  Z.  ABC  8  ABC.  Verbindet  man  einen  beliebigen 
Punkt  J7  der  Geraden  Aß  mit  6' und  6'  ,  so  entstehen  zwei 
Dreiecke  BMG  und  BMG\  welche  in  zwei  Seiten  und  dem 
eingeschlossenen  Winkel  übereinstimmen  (nämlicb  BM  = 
BU^BC^BC\LMBO=LMBC)  mitbin  eongnieat  amd 
«ad  gleiehe  dritte  Seiten  M€  nnd  MC  beeitsen.  Mitteki 
dei  Hülfsiinie  Mi)  erhalt  man  endlich  zwei  Dreiecke  MOG 
und  MÖV\  deren  entsprechende  Seiten  gleich  sind  {OG  = 
0C\  MO  =  MOy  MG=MC)  die  also  congruent  sein  und 
gkieke  Winkel  enthalten  müseea.  Man  bat  daher  LMOC^ 
LMOC^  d.  i.;  weil  beide  Winkel  einwi  gestreektea  am» 
machen,  L  MOG=^MV\  Demnach  lässt  sich  die  Gerade  OM 
als  eine  Zwischenlage  des  beweglichen  von  OÄ  nach  OB 
gedrehten  WiakelacbenkelB  ansehen  und  man  erkennt  aa- 
gleicb,  dasB  der  bewegliche  Schenkel  an  der  Qeraden  AB 
hingleitet,  während  er  stets  durch  den  Pnnkt  0  geht;  diese 
heisst  aber:  Wenn  ein  rechter  Winkel  um  einen 
seiner  Schenkel,  als  fest  gedacht^  herumgedreht 
wird,  so  beschreibt  der  bewegliehe«  Schenkel 
eine  Ebene.*) 

Man  kann  diesen  Satz  auch  folgendermassen  ausspre** 
chen:  Wenn  eine  Gerade  auf  zwei  sich  seh  neiden- 
den Geraden  zugleich  senkrecht  ateht,  so  ist 
sie  auch  senkrecht  auf  jeder  anderen  Geraden, 

*)  D.er  Vergleich  zwischen  dieser  und  der  früher  zuletzt  erwähn- 
ten Entstehungsweise  zeigt,  dass  eine  Ebene  auf  doppelte  Weise  me- 
chanisch hergestellt  werden  kann,  nSmlich  ebensowohl  auf  der  Hobel- 
bank ak  «af  der  Drehbank» 
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welche  in  der  Ebene  jener  zwei  sich  schneiden- 
den Geraden  durch  deren  Durchscbnittspunkt 
gelegt  wird.  Man  sagt  dump  die  Gerade  stehe  senkreclit 
aiif  der  ganse»  £beii6  und  neniit  sie  ttioki  selten  eine^  Nor- 
mjile  derseibeii« 

i1g.2.  '    Ist  nun  diese  Kormal«  CC  und 

ein  Punkt  A  gegeben^  so  kann  man 
eich  durch  CC  und  A  eine  HiiMs- 
ebeae  gelegt  dcatken,  in  dieser  eine- 
Senkreehte  yqii  A-  auf  OC  herab» 
>A  lassen  und  auf  diese  Weise  den 


rechten  Winkel  COA  construiren, 
durch  dessen  Umdrehung  die  Ebene 
AGB  erzeugt  wird.  Dabei  is^  es 
gieichglUtig,  ob  der  Poakt  ^.ansser- 
hiaU>  oder  in  CO'  liegt,  nur  würde  man.  im  ktateren  FsMe 
die  Hülfsebene  willkührlich  durch  CC  legen  und  von  dem 
in  CC  gegebenen  Punkte  aus  eine  Senkrechte  auf  CC'  in 
der  llüitijebene  aufsteigen  lassen.  Man  hat  daher  den  ^Sats: 
jBine  Ebene  ist  durch  einen  Punkt  ujid  eine  Nor- 
male bestimmt»  und  es  folgt  daranSi  dass  nwei  Ebeaeu 
gnsammffnfallen,  wenn  sie  eine  ülonnale  und  einen  Punkt 
gemein  haben. 


Die   gegenseitigen  Lagen   räumlicher  Gebilde. 

> 

I.  Während  zwei  Gerade  in  einer  Ebene  sich  ent- 
weder schneiden  oder  einander  parallel  laufen,  ist  im  Räume 
noch  der  dritte  Fall  denkbar,  dass  die  Geraden  aufeinander 
vorbeigehen,  ohne  sich  au  schneiden  und  ohne  parallel  n 
sein«  Derartiga  Linien  nennt  man  kreuende  oder  nicht 
ineiner  Ebene  liegendeGerade,  da  nameatiieh  durdi 
die  letztere  Bezeichnung  die  beiden  früheren  Fälle  ausge- 
schlossen sind.  Um  die  Verschiedenheit  ihrer  Richtung 
auffassen  zu  können,  hat  man  auch  hier  den  Winkel  zwi- 
schen beiden  Geraden  in  Betracht  gezogen ;  man  versteht 
darunter  den  Winkel  ,  welchen  zwei  Geraden  bilden,  die 
durch  irgend  einen  Puiikt  des  Raumes  parallel  zu  den  kreu- 
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zenden  Geraden  gezogen  sind.  Demnach  kann  man  z,  B, 
sehr  wohl  sagen^  zwei  Gerade  kreuzen  sich  rechtwinklig. 

II.  Um  die  Luge  einer  Oeraden  gegen  eine  £bene 
nntenüchen  zu  können,  bemerken  wir  srntächst,  dasB  jede 
Ebene  den  unendlichen  Ranm  in  zwei  getrennte  gleicbfallt 
unendliche  Räume  theilt^  dergestalt,  dass  in;in  auö  demeinen 
die8er  Räume  nicht  in  den  anderen  gelangen  kann,  ohne 
die  trennende  Ebene  zu  durchdringen.  Zufolge  dieses 
QmndsataeB  muss  eine  Gerade  eine  Ebene  durchschnei- 
de n,  sobald  sieh  in  der  Geraden  zwei  Punkte  angeben 
lassen,  die  auf  ent^c<;ongesetzten  Seiten  der  Ebene  liegen. 
Dieser  Durchschnitt  kann  nur  ein  Punkt  sein;  denn  be- 
stünde er  aus  mehreren  Punkten,  so  hätte  die  Gerade  min- 
destens zwei'  Punkte  mit  der  Ebene  gemein  und  fiele  daher 
ihrer  ganzen  Ausdehnung  nach  mit  der  Ebene  zusammen, 
was  gegen  die  VonUiBsetzuttg  zweier  auf  Temchiedenen 
Seiten  der  Ebene  befindlichen  Punkte  der  Geraden  streitet. 
Man  hat  daher  den  Satz:  Eine  Gerade  kann  eine 
Ebene  in  nicht  mehr  als  einem  Punkte  schneiden. 

Ausserdem  bleibt  es  aber  denkbar,  dass  eine  Gerade 
mit  einer  Ebene  keinen  Punkt  gemein  habe,  was  offenbar 
dann  geschehen  würde,  wenn  die  Gerade  ihrer  ganzen  Aus- 
dehniiriir  nach  in  dem  einen  jener  beiden  unendlichen  Räume 
läge,  ohne  in  den  anderen  überzugehen.  Die  Bedingungen, 
miter  welchen  dieser  Fall  eintritt,  werden  wir  im  nächsten 
Paragraphen  unteriuehen,  vor  der  Hand  genfigt  es,  auf  die 
Möglichkeit  dieser  Erscheinung  hingewiesen  zu  haben. 

III.  Ulli  endlich  die  Ebene  mit  der  Ebene  in  Ver- 
bindung zu  bringen ,  denken  pig  3 

wir  uns  ^ne  Gerade  AB,  welche 
die  Ebene  B  ra  M  schneidet,  ^ 
so  dass  etwa  MA  der  oberhalb  ^ 
und  MB  öiQV  unterhalb  A  be-  y- 
findliche  Theil  von  AB  ist,  und  X 

y 

legen  durch  AB  eine  beliebige  /  M 
Ebene  E' y  welche'  wir  uns 
mittelst  der  festen  Geraden  AB . 
und  eines  willkührlich  gewähl* 
ten  Punktes  C  construirt  den- 
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keil.   Da  M  in  der  Geraden 

ABf  and  diese  in  der  Ebene 
E  liegt,  60  habeu  A  und^'^  ^u- 

und  ttin  cn .  nntiinhgictnni  *-  ^ 
Aooh'  melmre  gemeiusuihalU 

liclic  INiiikto  \t»r}iaiKlon  sind 
oder  niciit,  zieliuu  wir  von  C 
aus  Grerada  iSa<^  ^iim,(4^ 
,  Paukten  Ton.^,»iV9dk9he 

derent^cgengeafitojlBii  J8teft04w . 
Ebene  liegen.    Alle  dieses  Geraden  wie  z.      {J^  fgebSn» 

zur  i^bene  E   und  öulüitiiden  E^  \v  iraus  hervorgebt  ,  dass 
d«r  Durchscbnitt  zweier  Ebenau  nicht  eii;^  et^idncr  Tuiik^. 
sein  kami,  sondern  aus  einer  stetige». Folga.fty^  PilQli^mi 
4t  k  M9S  «einer  Linie  MN  bestehen  niiise«  Wtjljge/rjyjy'ü» 
kfüinnit,  eo  bürden  sidi  anf  ilur  nrindest^aa  ^beijwAtAr 
einer  Geraden  liegende  rimkte  angeben  l.ir^sen,  dicfto  waren 
bei  Jen  Ebenen  gemeiaischaftlicli  und  folglich  mübblen  letz- 
tere zusammjenfallen ,  was  aber  der  Voraussetzung  wider* 
spTi^bt^  dasa  es  in  E'  Paukte  {A  visi^B)  gieM^<^e<#9lfi^i|fe< 
gtig^nges^tstenr  @eiten  von  E  Uegen. .  Mail  Aiit 
Saia;  Haben  zwei  Ebenen  einen  Punkt  gemein, 
so  besitzer^  sie  noch  um  ndlich   viel  andere  ge- 
fii^äijjkftchaft liehe  Pankto  aad  i&war  liegen  diese  i% 
ejMiLer  G^era^den»  de>7  Dai:ohacJiiiiUaiiiai4M^|g|||||Hr^ 
Ebenen.*)  .      .  ..r^AA^^i^ 

Ausserdem  bleibt  es  aber  denkbar,  dass  swd-  Bbiwea 
^und  E'  keinen  Punkt  also  überhaupt  nichts  mit  einander 
gemein  haben,  was  ofienbar  dann  geschehen  würde,  wenn 
E'  ganz  in  dem  einen  der  beiden  Räume  enthalten  wäre, 
in  welche  E  den  unendlichen  Baum  theilt  Die  Bedingnn* 
gen,  unter  denen  dieser  Fall  eintritt,  werden  wir  in  §.  4 
erörtern  und  begnügen  uns  für  jetzt  mit  der  Hin  Weisung 
auf  die  Möglichkeit  desselben. 


*)  Hierdurch  ist  die  Möglichkeit  auscrcschlosscn,  dftfs  eine  Ebene 
von  einer  anderen  in  einem  Punkte  berührt  wird,  wie  dies  bei  ge- 
krümmten  Fläclien  vorkommen  kann. 
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V. 


Die  Ebene  und  die  Gerade. 

L  Gemäss  der  im  vorigen  Paragraphen  unter  No.  II. 
angegebenen  Unterscheidung  setzen  wir  zunächst  voraus, 
dass  die  Gerade  die  Ebene  durchschneide,  und  betrachten 
vorerst  die  senkrechte  Lage  der  Geraden  gegen  die  Ebene, 
weil  unmittelbar  ersichtlich  ist,  dass  sich  dieser  specielle 
Fall  der  zweiten  in  §.  1  erwähnten  Entstehungsweise  der 
Ebene  am  ungezwungensten  anschliesst.  ■        ■  <* 

a)  Senkrechte  Lage.  Aus  der  Bestimmung  der 
Ebene  durch  eine  Normale  und  einen  Punkt  geht  augenblick- 
lich die  Möglichkeit  hervor,  in  einem  gegebenen  Punkte  0 
der  Ebene  eine  Senkrechte  ^  t^rh^n  ^'^g-^-  \i 
OP  auf  der  Ebene  zu  errich-  ^t^iifth  dp  P  >>rT- 
ton ;  gesetzt  nun,  es  wäre  noch  .v  •  r^>fs  r 
eine  zweite  Normale  OP  denk- 
bar, so  leg6  man  durch  und 
OP'  eine  Ebene,  deren  Dui*ch- 
schnittmit  £  die  Gerade  OS 
sein  möge;  man  hätte  jetzt 
zwei  sich  schneidende  Gerade  OP^  OP,  welciie  in  der  Ebene 
P'POS  auf  der  nämlichen  Geraden  OS  senkrecht  stünden, 
was  aber  unmöglich  ist.  —  Ferner  erhellt  aus  der  Entstehung 
der  Ebene  die  Möglichkeit,  von  einem  ausserhalb  derselben  ge- 
gebenen Punkte  P  eine  Normale  PO  auf  sie  herabzulassen ; 
wäre  noch  eine  zweite  solche  Senkrechte  PO'  denkbar,  so 
würde  ein  Dreieck  mit  zwei  rechten  Winkeln  POO'  und 
PO'O  entstehen,  was  wiederum  unmöglich  ist.  Beide  Er- 
gebnisse lassen  sich  zu  dem  Satze  zusammenziehen:  Durch 
einen  gegebenen  Punkt  ist  nur  eine  Normale  zu 
einer  Ebene  möglich.  ^    ^     .  «  '  -i.     .  . 

Verbindet  man  irgend  einen  anderen  Punkt  Q  der  Ebene 
mit  0  und  Pj  so  entsteht  ein  bei  0  rechtwinkliches  Dreieck, 
in  welchem  die  Hypotenuse  PQ  jederzeit  grösser  als  die 
Kathete  PO  ist;  demnach  stellt  das  Perpendikel  PO  die 
kürzeste  Gerade  dar,  welche  von  P  nach  der  Ebene  ge- 
zogen werden  kann  und  heisst  deshalb  der  Abstand  ode^ 
die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Ebene. 
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Irgend  eine  zur  Nonnale  OP  parallele  Gerado  QE  lie^ 
mit  OP  in  einer  £beiie  (§•  l»)}  weldie  die  £be&e  E  in  einer 

Geraden  OQ  schneidet.  Die 
#A  -  '^^  Winkel  i>Oö  unü  RQO  sind 
ij  -'  '^ann    gleichzeitig  rechte 
^'^ :  <|  Winkd.   Zieht  man  in  der 
^      EbeneiPdnebeiiebige  durch 
0  gehende  Oerade  OM  und  - 
durch  0  die  Gerade  QNf/OM 
so  hat  QN  dieselbe  Richtung 
Yne  0M\  ebenao  \aX  QR  Ai^  nftmlkshe  Bichtan^ -'lirie'^^l 
folglich  mttssen  auch  die  entsprechenden  Rtchlltti^krfiM>^ 
stehiede  d.  h.  die  Winkel  MOP  und  NOR  gleich  sein;  (in 
der  That  kann  man  durch  Verschiebung  gleichzeitig  QN  mit 
OM,  QR  mit  OP  und  daher  L  NQR  mit  L  MOP  zur  Deck^ 
nng  bringen).    Von  den  genannten  *Winkefai  ist  de^^ 
erste  ein  rechter,  mithin  ist  es  anch  NOR\  ansserdem  war' 
nach  dem  Vorigen  OQR  ein  rechter  Winkel,  also  steht  QR 
auf  den  Geraden  QO  und  QN  gleichzeitig  senkrecht  und  ist 
folglich  nonoAl  zur  Ebene  MOQN,  d.  h.:  Steht  von  sswei- 
oder  mehreren  im  Raame  parallelen  Oeraden  dier- 
eÜHO'  senkrecht  anf  einer  bestimmten  Ebene,  so 
sindauch  alleübrigen  normal  zu  derselbenEbene. 

Zum  Zwecke  der  Umkehrung  dieses  Satzes  denken 
wir  uns  auf  derselben  Ebene  in  swei  Torsehiedenen  Ponl^ 
tcn  0  und  0  die  Normalen  OP  und  OB  errichtet;  wMfi 
mm  QR  nicht  parallel  -zu  OP,  so  müsste  eine  andere  durch"» 
Q  gehende  Gerade  QR'   die  Parallele  zu  OP  darstellen. 
Die  Geraden  QR  und  QR  bestimmen  zusammen  eine  Ebene, 
welche  die  gegebene  Ebene  in  einer  .Geraden  QN  sehneidet; 
na^  der  Voranssetmng  ist  "dann  L  RQN  ein  rechter  Winkeli 
und  wegen  QR'jjOP  ist  nach  dem  vorigen  Satze  LR'QN 
gleichfalls  ein  rechter  Winkel.    Diese  F olgerungen  wider- 
sprechen einander,  weil  zwei  sich  schneidende  Gerade  nicht 
gldchzeitig  senkrecht  anf  einer  in  derselben  Ebene  liej^n- 
doik  Geraden  sein  Winnen ;  es  mnss  daher  QR*  mit  QR  zu- 
sammenfallen ,  d.  h.:  Alle  Normalen  auf  einer  Ebene 
laufen  einander  parallel. 

b)  Schiefe  Lage.*-  Um  die  gegenseitige  Lage  einer 
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£beae  MN  imd  einer  'hn  IHiQkie'  S  «ie  dorelMMbiiaideiidcB' 
Onftdcn  PS  zn-beBÜmiMo,  laasen  wir  Ton  «iii«a  Punkte 

P  der  Geraden  eine  Senkreefata  PO  auf  die  Ebene  herab 

und  deiikeu  xjlü^  durch -P-^  und  PO  eine  Ebene  gelegt,  welche 
Ebene  MN  in  einer  Geraden  schneiden  wird.  Diese 
Bürcksobmltsliiiie  OS  ht  niobis  Anderes  als  die  ProjeOf 
ti^n  der  unpirliiigliclieii  Oefaden  fHg.  d. 

auf  die  gegebene  Ebene  ^iind  iiwar 
giebt  es  znfolge  der  vorhin  unter 
i^ffaiUfiixiandei^gesetKton  Lehren 
nv  «ine  solcho'  •  Pf  ojectioni ;  diesi» 
hikbt,  da8ie/>.$  notbwendig  8ohBei-> 
den  mnss,  mit  PS  einen  bestimm-^ 
ten  Winkel  PSOf  welcher  die  Keigung  der  Geraden  ^egen. 
die  Ebene  uoaw^eutig  angiebt.  Wir  detiniren  ihn  4a^ 
facr  wia  £olgt$  ^^Der-  Ndgnn^awinkel  einer  Geradeo-g^fwi 
eW  BIm»»  leider  Winkel  swisehen  der  Oeraden  und  ihiw 
Projection  aul"  diu  Ebene.''  Zieht  man  ciurcli  S  in  der 
Ebene  irgend  eine  Gerade  SQ=SO  und  nachher  PQy  so 
entstehen  t^ei*DrQi&3kef  OSP  vmd  QSP^  m  denen  08=  QS, 
P8^PS  dagegen  PO<iP0  iot;  Uerans  ergiebi  eieb  L  P80 
<ibM$(wd  ee  tet  'fblgllcfa  der  Neigungswinkel  der  kleinste 
Winkel,  unter  welchem  die  Gerade  PS  irti^cnd  andere  in 
der  Ebene  iMiV  liegende  Gerade  Mbneiden  kann."^) 
^«ilWenn  endlieh  der  Fajil  vorkonunen  eolltei  date  die  EbeMe. 
MS  nicht  eelbcit,  «ondem  ntr  die  Biektnng  -mnev  Normalen 
von  ihr  gegeben  wäre,  se  kennt  man  wenigetens  die  Lage 
von  PO  (oder  einer  Parallelen  dazu),  mithin  den  Winkel 
Oi^^'  und  hudet  daraus  L  OSP^m-^LÖPSs  der  Nei-- 
g^angawtnkel '  einer  Geraden  gegen  eii^e  Ebene 
t»i  aUo.daa  Ootnplementr  des  Winkels  swiBchen 
der  Geraden  und  einer  Normalen  auf  der  P^bene. 

'  II.  Die  letzte  Bemerkung  bahnt  den  Uebergang  zu 
demjenigen  Falle,  wo  die  Gerade  die  Ebene  nicht  schneidet; 
dreht  man  n&nklieh  die  Gerade  PS  um  P  in  der  Ebene  OPS 


'*)  Sowie  OS  die  Projectioii  von  PS  ist,  so  lässt  ficli  stich  der, 
Winkel  OSQ  als  die  Projektion  des  Winkels  PSQ  betrscliteii.  Man 
findet  leicht,  dflSB  beide  Winkel  gleichseitig  spitse,  rechte  o^er  stumpfe 
sind.  ^  •  ' 
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hertmiy  bis  sie  in  die  zu  OS  paraUale  Lage  OM  kommt,  so 
LOJPS  ia  dO«  und  der  Meignagawiskel  O&P  m  Vi^ 
Ff aber*  Die'  Gerade  PM  nennt  nsa 

jetzt  parallel  der  Ebene  Mfi 
und  es  ist  diess  nur  ein  abirekürz- 
.  ter  Ausdruck  datür,  dass  die  Gä- 

— V — "5^is\      Tade  ihrer  Projedion  «nf  die  Ebene 
\         ^    '        \     paralld  Iftoft«    Eine  aelche  Ge- 

rade  schneidet  selbstverständlich 
ihre  Projection  nicht,  dass  sie  aber  auch  der  Ebene  nir- 
gends begegnen  kann,  ist  leicht  einzusehen;  wäre  näm- 
lich T  der  Dnrcbechnitt  von  PB  und  der  Ebene  üfilT,  so 
würde  T  einerseits  der  Geraden  PR^  und  da  diese  in  der 
Ebene  SOPJt  lie^t,  auch  dicior  Ebene  aiigch(jroii  müssen, 
andererseits  miisste  T  in  die  Ebene  MN  fallen  und  könnte 
folglich  nur  in  dem  Diurch schnitte  beider  Ebenen,  d.  h.  ia 
cbsr  Linie  OS  au  auelien  iei%  waa  dem  voraoageseteten  Psr 
rallelitmiie  von  PQ  and  08  widersfriefat»  —  Wenn  nrnge^ 

kehrt  PR  die  Ebene  nicht  schneidet,  bo  fragt  es  sich,  ob 
dann  a^ch  OS/JPR  ist  oder  nieht;  wäre  das  letztere  der 
FaU|  so  wüi^e  PA  die  Gerade  OS  und  mitbin  auek  die 
Ebene  MN  aehneidep,  was  gegen  die  Vcnrmsaetsang  strei- 
tet, es  kann  also  nnr  der  ersle  Fall  stattfindmik  Man  bat 
daher  folgenden  Duppelsatz:  Wenn  eine  Gerade  einer 
Ebene  par^Uei  ist,  so  schneidet  sie  dieselbe 
niebtt  und  ttmg#kebrt|  ^wenn  aie  die  Ebene  nicht 
schneidet,  ae  l&nft  aie  ihr  parallel* 

Betrachten  wir  noch  die  Voraussetzung,  dass  eine  Ge- 
rade PR  irgend  einer  in  der  Ebene  MN  gezogenen  Gera- 

7.  .  den  ü  V  parallel  gehe,  so  sind 

P^  wieder  awei FlUie  mdgUeh;  die 

Oerade  schneidet  entweder  die 
^  .N  Ebene  oder  nicht.    Fände  das 

^  ^  ^     Erste  statt,  so  würde  der  Durch- 

schnitt W  in  PRf  mithin  auch 
in  der  Ebene  VUPR,  and  sogleiidi  in  der  Ebene  MN,  also 
in  der  A5thigenfalls  verlängerten  Geraden  UV  liegen  mflsaen, 
weil  letztere  die  gemeinsame  Durchschnittslinie  der  ge- 
nannten Ebenen  darstellt)  wegen  PR//UV  kann  aber  W 
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nicht  in  UV  liegen  und  daher  iimsB  der  zweite  Fall  statt 
finden;  d.  h.:  Wenn  eine  Gerade  irgend  einer  in 
einer  Ebene  lieg etfden  Oera den  parallel  gebt,  so 
ist  sie  aach  der  Ebene  parallel. 

Endlich  iet  leicbt  ssn  sehen  ^  dass  alle  Senkrechten^ 
welche  man  von  einer  zu  einer  Ebene  parallelen  Geraden 
auf  die  Ebene  herablassen  kann^  einander  parallel^  gleich 
und  in  derselben  Ebene  enthielten  sind^  die  gemmsame 
Länge  aller  dieser  Senkrechten  nennt  man^die  Entf  ernnng 
der  Geraden  ron  dw  Ebene. 

Zwei  Ebenen. 

I.  Um  von  der  gegenseitigen  Lage  zweier  sich  in  der 
Geraden  AB  schneidenden  Ebenen  eine  Voröteliung  zu  er- 
halten, errichten  wir  in  irgend  einem  Funkte  P  der  Durch-  - 
schnittslinie  swei  auf  dwaelben  seakreofate  Gerade,  von 
denen  die  eine  in  der  einen  Ebene  liegt  ittid*  die  andere  In 
der  anderen  f  dlese^Senkreehien  PQ  und  PR  süfaliessen  einen 
Winkel  QI^^  ^^^}  <ler  zn  dem  obigen  Zwecke  brauchbar 
sein  würde,  wenn  sich  nachweisen  liesse,  dass  er  derselbe 
bleibt,  wo  man  auch  den  Punkt  P  in  der  Oeraden  AB 
wihlen  mag^  und  dass  er  erst  dann  isine  Aendening  ericrih 
det,  wenn  die  Ebenen  eine  Aendening  ihrer  gegenseitigen 
Lage  erfahren.  Um 

das  Erste  zu  ent-  Fig.  8. 


scheid  en  denken  wir 
B»s  in  einem  a»de> 
ren  Punkte  P'  der 
Oeraden  AR  die- 
selbe Constmctfon 
vorgenommen ;  die 


Gerade  P'Qf  liegt 

dann  mX  PQ  in  einer  Ebene  senkrecht  sa  AB^  ist  mithin 
parallel  sn  PQ^  ans  demselben  Grande  ist  PPt  UPE,  folg- 
lich der  Kichtungsunterschied  zwischen  P Q  und  P' U  gleich 
dem  Hichtangaunterschiede  zwischen  i^i>  und/*i<:  oder  L  ff  JP^ß' 
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s^L  QPM.  Denken  wir  uns  zweitens  die  verschiedene  Lage 
der  beMen  betrtehteleii  £beBea  ABO  und  ABB  dadnzieiL 
jaDt»t»iidei»,  dftts  eme  init'jl^C?  «iisiunmenlUküdB  Ebäne 

jijg  9  SO  lange   um  die 

^0      |r  Gerade  gedreht 

wurde,  bis  sie  nut 
der  £bene  AQD  so* 
^  Bftmmatifiely  so  ist 

^    die  hierzu  nÖthige 
Drehung'  einerlei 
mit  der  Drehung, 
/  ^  welche  erfordert 

wird,  um  die  Gerade  PQ  in  dk  Lage  P/{  überzuföhren,  imd 
es  würde  daher  einer  kleineren  oder  grösseren  Drehung 
der  Ebenen  ein  kleinerer  oder  grösserer  Winkel  QPR  ent- 
fiprechefiu  Aus  beiden  Bem^kuiigen  sasammem  geht  her- 
Ttr^  daaa  der.  WlDke)  i^PM  die  g^geoueilsge  Lage^  der  beiden 
Ebeaeabeslinunty  ^r  heisfit  deehalb  der  ileigtinff^twinkel 
derselben  (bei  manchen  Schriftstellern  Keilwinkel)  iu 
Zeichen:  LC{^AB)D. 

Di»  £iittotekiitig  der  Goradea  PQ^  PM  uad  des  WinkeU 
i^i^  'kftim  man  sieh  noch  elwas  anders  Toarstellto;  legt 
man  nänilieli  durch  P  eise  Ebene  normal  zu  AB^  ee  schnei- 
det  diese  Hülfsebene  die  Ebene  ABC  in  einer  zu  AB  senk- 
rechten durch  P  gehenden  Geraden,  weiche  keine  andere 
als  die  Gei^e  PQ  atin  Jsann;  ebenso  lässt  slnh  PE  ab 
Durchschnitt  der  Hülfsebene  mit  der^b^e  ABB  betvacV 
ten.  Ferner  können  wir  in  der  Hülfsebene  QPB  auf  PQ 
und  PR  Senkrechte  errichten,  die  sich  in  S  schneiden,  und 
dann  i^i  LOf>R=\%()^-^  LQSR,  Legt  man  durch  Q  eine 
Parallele  QT  zu  AB,  so  ist  QS  auf  dieser  ParaUeleU  senk- 
recht; weil  eine  durch  P  parallel  zu  QS  gezogene  Gmde 
auf  AB  senkrecht  stehen  winde,  aubberdem  ist  QS  senk- 
recht zu  PQy  mithin  QS  eine  Normale  der  Ebene  ABCx 
ebenso  bildet  RS  eine  ^Normale  aur  Ebene  ABB  und  man 
kann  daher  sagen:  Der  spitae  Iteigungswinkel 
jBweier  Ebenen  ist  gleieb  dem  spitsen  Winkel 
swi«chen  ihren  Normalen. 

Eine  dritte  Auffassungsweise  besteht  darin,  dass  man 
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mk  von  einem  wilikuhrlich  gewäblten  Funkte  S  die  Nor- 
m$lm  SQ  und  SM  auf  die  Ebeinen  ABC,  ABJO  Wcübgelitftaii 
und  durch  beide  Geraden  eine  fibene  gelegt  deakt^  welehe 

^J?in  Pj  ABC  in  PQ  und  ABD  in  PR  schneidet;  zieht  man 
wiederum  (>r  /^//  /y^6',  so  L  TOP='^^''^  L  APQ  und 
ebenso  L  UJiP==90'' =  L  APHj  die  Gerade  AP  steht  also 
auf  PQ  und  PB  gleichseitig,  mithin  auch  auf  der  £bene 
QPBS  aenkreobt.  Diese  giebt  folgenden  Satz :  F  ä  1 1 1  m  a  n 
von  einem  vvillkührlich  gewählten  Punkte  Senk- 
rechte auf  zwei  vorhandene  Ebenen  und  legt 
durch  diese  Perpendikel  eine  neue  Ebene,  eo 
ist  letstere  normal  cnjr  Durohachnittelinie  dar 
ersten  zwei  Ebenen« 

Endlich  kann  man  noch  bemerken,  dass  die  Winkel 
SQT  und  SEU  die  Neigungswinkel  der  Ebene  PijSB  gegen 
die  Ebenen  ABC  und  ABB  dar»teUe%  und  dasa  man  wegen 
LSQT sss  L  SRU  ^  W  den  vorigen  Säte  auch  folgender- 
massen  ausdrücken  kann:  Steht  eine  Ebene  auf  awei 
anderen  Ebenen  senkrecht,  so  ist  sie  auch  nor- 
mal jsur  Uuroh&chnittslinie  der  let&tereu  £ba- 
aen, 

H.  Wir  betrachten  nun  den  Fall  ,  wo  beide -Ebenen 

sich  nicht  schneiden.  Wenn  näailieh  SQ  mit  SR  zusam- 
menfällt, also  beide  Ebenen  eine  gemeinschaftliche  Nor- 
male besitzen^  so  wird  der  spitze  Neigungswinkel  der  Ebe- 
nen s=sO  und  daiMi  man,  die  eine  jßbene  sei  der  an- 
deren parallel.  Ob  sich  zwei  solche  Parallelebenen 
schneiden  oder  nicht,  entscheidet  folgende  Betrachtung. 
Hätten  b^ide  Ebenen  auch  nur  einen  Punkt  gemein,  so 
würden  sie  nach  §.  2,  III.  eine  Gerade  AB  gemein  haben, 
in  dieser  Uesee  sieh  ein  Funkt  8  wtllktthrlieh  wtthten  und 
durch  ihn  und  durch  die  beiden 
Punkte  0,  Ry  in  welchen  die  ge- 
meinschaftliche Kormale  die  Ebe-  , 
neu  durchdringt,  eine  Hülfsebene 
legen ;  es  entstünde  jetzt  ein  Drei* 
eck  QRS  mit  zwei  rechten  Winkeln 
(bei  0  und  R)y  was  unmögh'ch  ist;  d.  h,:  Zwei  Parallel 
ebenen  schneiden  sich  nicht. 
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Behufs  der  UmkehruDg  diesiBB  SateeB  donkext  wir  imi 
«wei  sich  moht  schneidende  Ebenen,  errichten  auf  Aar 
mten  in  einem  willktihrlichen  Punkte  0  eine  Senkrechte, 
deren  Durchschnitt  mit  der  zweiten  Ebene  R  heissen  möge^ 
Fig.  Ii.  und  legen  durch  QM  zwei  beliebige 

Ebenen^  wdebe  die  ursprünglichen 
Ebenen  in  QS  und  QU,  BT  und  RV 
schneiden.  Nun  können  erstens  die 
in  einer  Ebene  liegenden  Geraden 
QS  und  BT  nicht  zusainmentre£bD, 
weil  sonst  die  ursprünglichen  swei 
Ebenen  selbst  einen  Punkt  susammen  haben  mttssten,  es 
ist  also  BT//QS]  aus  denselben  Gründen  hat  man  BV/fQU^ 
mithin  L  TRO=LßQR=^(S\  ebenso  L  VRQ=L  UOB=^^' 
und  folglich  BQ  senkrecht  auf  der  zweiten  Ebene;  d.h.: 
Zwei  sich  nicht  schneidende  Ebenen  besitaen 
eine  gemeinschaftliche  Normale  und  sind  daher 
parallel. 

Etwas  ailp^emeiner  werden  diese  Sätze,  wenn  man  zwei 
Ebenen  betrachtet,  deren  Normalen  nicht  zusammenfaUeOi 
sondern  nur  parallel  laufen;  mittelst  der  Lehren  des 
1.  a)  findet  man  leicht  das  Theorem:  Zwei  mit  paral- 
lelen Normalen  versehene  Ebenen  besitzen  auch 
gemeinsame  Normalen  und  sind  deshalb  paral- 
lel.*) 

Audb  ohne  Zusiehung  der  Normalen  iKsst  sieh  die 

parallele  Lage  zweier  Ebenen  E  und  E'  beurtheilen,  falls 
.  in  der  Ebene  E'  zwei  sich  schneidende  Gerade  LM  und 
gegeben  sind,  von  denen  jede  der  Ebenen  i?.  parallel  ist 

*)  üfeiint  man  Ebenea  ron  gleicher  Stellung  soloke,  eieren 
Normalen  gleiche  Richtung  haben  (parallel  sind),  so  werden  die  Fua- 
damentfils-lttze  über  parallele  Ebenen  den  früheren  Sätzen  Über  paral- 
lele Gerade  völlig  analog;  man  hat  nämlich  erstens  die  entsprechende 
I^finition:  „Zwei  Ebenen  Ton  gleicher  Stellnng  kelMon  parallel  ond 
ausserdem  die  SStse: 
1)  Ebenen  Ton  gleicher  Stellnng  treffen  nicht  swaaunen« 

3)  Ebenen  ron  veraehiedener  Btellnng  treffen  immer  xnaammen, 
und  nrngekekrt: 

8)  Zwei  nicht  snaammentreffende  Ebenen  haben  gleiche  Siellnngy 

4)  Zwei  anaammentreffende  Ebenen  haben  Terecliiedene  Stellanff. 
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Gesetzt  näiiiliclu  die  beiden  Ebenen  schnitten  sich  in  der 
Geraden  Gff,  tsu  könte  diese  wohl  einer  der.  Geraden  LM 
mdLN  nicht  aber  beiden  zugleich 
pvailei  seiii^  und  daher  musft 
wenigstens  eine  der  Oeraden  LM 
Ähd  LN  die  Gerade  G/I  schneiden, 
mithin  auch  der  Ebene  £  begeg- 

irea  weil  67/  in  E  liegt.    DiesB   « 

iHderspricht  der  Vorausseteang^        y  ^""Z 
daas  die  Geraden  LM  und  LN  der   >^  x 
Ebene  ^  pan^lel  sind,  mithin  können     und    sich  nicht 

schneiden:  d.  h.:  Zwei  Kbenen  sind  parallel,  wenn 
eine  derselben  zwei  sich  schneidende  Gerade 
eathält;  welche  der  anderen  parallel  sind. 

Endtieh  ist  leicht  zu  sehen  |  dass  alle  Benkrechten, 
irelehe  vm  beliebigen  Punkten  der  einen  Parallelebene  auf 
die  andere  herabgelassen  werden,  nicht  nur  parallel,  son- 
dern auch  sfleich  lane^  sind;  diese  unveränderliclie  Linie 
JmBsi  die  Entfernung  der  beiden  paraiieien  Kbenen. 

§.5. 

Drei  Ebenen; 

Denken  wir  uns  von  drei  Ebenen  zunächst  zwei  auf- 
gestellt, so  sind  diese  entweder  parallel  oder  sie  schneiden 
sich  in  einer  Geraden;  im  ersten  Falle  kann  die  dritte 
Ebene  nur  swei  venchiedene  Lagen  haben  ^  entweder  ist 
sie  n&mlieh  den  beiden  Ebenen  parallel  oder  nicht.  -  Die 
erste  Lage  bietet  keinen  Stoff  au  weiteren  Untersuchungen,^ 
bei  der  anderen  Lage  schneidet  die  dritte  Ebene  jede  der 
beiden  Parallelebenen ,  und  zwar  sind  diese  Durchschnitte 
parallele  Gerade ;  weil  sie  in  Fig^  13 

emer  (der  dritfen)  Ebene  liegen 
nnd  einander  ebensowenig  als 
die  beiden  Parallelebenen  be- 
gegnen können.  In  dem  zwei- 
ten Hauptfalle,  wenn  die  ur- 
qnranglichen  beiden  Ebenen 
nifiiit  parallel  sind,  existirt 
eine   Durclischnittslinie ,  und 

SehUaii  Ic Ii,  Geometrie.   11.  2 
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um  die  Lage  derselben  mit  der  Las^e  der  dritten  Ebene 
vergleichen  zu  können,  unterscheideu  wir  die  beiden  Unter- 
iäXLe^  ob  diese  Durchschnittslinie  in  der  dritten  Ebene 
Hegt  oder  nicht.  Findet  das  £rgte  stat^  ao  haben  die  drei 
Ebenen  eine  und  dieselbe  tierade,  *  wmst  aber  nichts  weater 


Fig,  14. 


Fig.  J5. 


gemein  (Fi^i^^  14);  im  zweiten 
Falle  liegt  der  Durchschnitt 
der  ersten  and  zweiten  Ebene 
entweder  parallel  »ur  dritten 
Ebene  oder  nicht  Nennen 
wir  jF,,  E^)  E%  die  drei  Ebenen, 
9\      Durchschnitte  von 
miti^,,  i?,mit  E^y  Ui  mit  E^ 
«o  ist  bei  der  ersten  liege 
g%IIE^  folglich    eine  Gerade^ 
die  mit     in  einer  Ebene 
(A'i)  liegt  und  </,  nicht 
schneidet ,    weil  sonst, 
gegen  die  Voraussetznag^ 
und    einen  Punkt  ge- 
mein haben  mftisten;  di^ 
raus  ergiebt  sich,  dass 
QilJg^  ist,  eben  so  gjig^, 
und  folglich  sind  die  drei 
DuzehfidmittederEbma 
parallel  unteveiaaader 
(Fig.  15).  Beiderzweieen 
Lage  iöt     nicht  parallel      und  folglich  existirt  ein  DurcL- 
schnittepunkt  0  von  E.^  mit^,;  dieser  Punkt  gehört  erstens 
H^.  le.  Ebene       aosacffdem  aar 

Geraden  gt,  alaoi  weil  diw 
den  Ebenen  Ex  und  E^  gemein* 
sam  ist,  auch  gleichzeitig  a« 
den  Ebenen  E^  und  die 
drei  Ebenen  haben  dann  einen 
Punkt  0  gemein y  in  welchem 
die  drei  Dnrchschnittaliniea  g^ 
g^  ausammenlaufen  (Fig.  16). 
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Von  die86&  f&df  tAUm  mO^diMi  jPftIlea  gaben  die 
?kr  mton  zu  ganz  ähiilieheii  Betra^tang«ii  Veranlasmingy 

wie  sie  in  §.  3  des  ersten  Theiles  durchgeführt  sind^  und 
es  l>e8teht  der  gaua^e  Unterschied  nur  darin,  dass  man  statt 
der  dort  vorkommondon  Geraden  und  Winkel  hier  £benen 
md  Neigangewinkel  eintreten«  ULset;  dietfe  äaiBeret  leidbte 

Untersnchnng  können  wir  füglich  dem  Leser  überlassen, 
dagegen  bedarf  der  fünfte  (allgemeine)  Fall  einer  näheren 
£drörierang,(  wekke  in  Cap.  II.  gegeben  werden  soll» 


Cüiistructiouen  zu  Cap.  L 


AiiBser  den  Conetraetionen  fn  einer  Ebene,  welche  wir 

früher  behandelt  haben,  setzen  wir  nucli  einige  stereome- 
trische Fundaraentalconstructionen  voraus,  die  man  zwar 
aicht  anf  mechanische  Weise  (durch  Lineal  und  Zirkel) 
wohl  aber  in  Oedanken  aioalftfaren  kann;  es  sind  diees  foi- 
gtode  OoiMtraeliofien; 

a)  Durch  drei  Punkte,  oder  durch  einen  Punkt 
nnd  eine  Gerade,  oder  durch  zwei  sich  schnei- 
dende oder  durch  zwei  parallele  Gerade  eine 
Sbene'  sn  legen; 

b)  den  Durekaehnitt  einer  Oeraden  und  einer 
Ebene  zu  finden ; 

c)  den  Durchschnitt  zweier  Ebenen  zu  be> 
stimmen. 

Dweh  dioee  Holfamittel  lassen  sich  folgenie  Aufgaben 
iOien. 

1)*  Durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Ge- 
rade zu  ziehen,  welche  zwei  gegebene,  nicht  in 
einer  Ebene  liegende  Gerade  ffi  und  schneidet. 
Denken  wir  uns  duroh  P  und  ^,  eine  Ebene  gelegt, 
•clmcidet  diese  im  Allgemeinen  die  Gerade  fft  in  einem 
Punkte  (>;  die  Verbindungslinie schneidet  aber  auch 
^1,  da  sie  mit  letzterer  Geraden  in  einer  Ebene  liegt,  dem- 
nach ist  P0  die  gesuchte  Gerade. 

2* 
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Man  erkennt  hieraus,  dass  die  Aijfgabe:  „eine  Gerade 
au  ssiehexi;  welche  drei  gegebene  Gerade  g^^  schnei- 
det^' unbestinmit  ist,  da  P  wiUkUhrUeb  mi  g  gewählt  wer- 
den darf. 

2)  Durch  einen  Punkt  P  eine  Gerade  paral- 
lel zwei  gegebenen  Ebenen  zu  legen.  Schneidea 
sich  die  beiden  Ebenen  in  einer  Geraden  g,  so  ist  eine 
dttl^ch  P  paraliol  zu  g  gezogene  Gerade  beiden  JCbenen 
parallel^  weil  ff  aowohl  au  der  einen  als  zur  anderen  Ebene 
gerechnet  werden  darfj  schneiden  sich  die  gegebenen  Ebe- 
nen nicht,  so  bleibt  die  Aufgabe  unbestimmt. 

3)  Durch  einen  ausserhalb  einer  Ebene  lie- 
genden Punkt  P  auf  diese  eine  Senkrechte  herah^ 
anlassen.  In  der  gegebenen  Ebene  wählen  wir  eine  Ge- 
rade AS  willkfihrlich  und  legen  durch 
diese  und  durch  den  gegdbenen  Punkt 
P  eine  Ebene;  in  letzterer  lassen  wir 
von  P  eine  Senkrechte  PS  auf  AB  herab 
und  errichten  in  deren  Fusspunkte  S  ei» 
Perpendikel  $0  «a<  AB;  diie.  betdea 
Senkrechten  SP  und  SO  beatiiwmen 
0u  AB  'normale  Ebene  und  in 

fällen  wir  von  P  auf  50  das  Perpendikel  PU.  Dass  nun 
PO  die  gesuchte  Senkrechte  darstellt,  erkennt  man  leicht, 
sobald  durch  0  eine  Parallele  OQ  zu  AB  und  durch  S  ein^ 
PacaUete  ST  %m  PO  gesogen  wird;  weil  nUmlioh  ST  in  der 
Normalebene  OSP  liegt ,  ist  ST  senkrecht  auf  AS^  folglich 
PO  senkrecht  auf  OQ^  ausserdem  PO  senkrecht  zu  OS,  folg- 
lich PO  normal  zu  der  gegebenen  Ebene  QOS. 

4}  Jn«einem  Punktet'  einer  Ebene  i^uf  die- 
ser eine  Normale  zu  errichten«  Fällt  man  von  einem 
willktthriich  ausserhalb  der  Ebene  gewl^hlton Punktet  eine 
Senkrechte  PO  auf  die  Ebene,  legt  ferner  durch  PO  und  S 
eine  Hülfsebene  und  zieht  in  dieser  ST//OPf  so  ruuss  (nach 
§•  3.  I.  a)  ST  die  gesuchte  Senkrechte  sein.  • 

5)  Durch  einen  Punkt/'  eine  Ebene  parallel 
einer  gegebenen  Ebene  ^  au  legen«  Der  letzte  Satt 
in  4.  fttbrt  unmittelbar  zu  folgender  Oonstructisn:  Man 
sieht  in  £  zwei  beliebige  sich  schneidende  Gerade  h 
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durch  i*  •  Parallelen       b*  zu  denselben  und  legt  endlich 
(Jurch  a\  b'  eine  Ebene  E'\  diese  ist  die  gebuchte  Ebene.  * 

6)  Durch  einen  Punkt  P  eine  Ebene  parallel 
swei  nicht  in  einer  Ebene  befindlichen  Geraden 
ixk  legen.  Wie  vorhin  erhält  man  die  geBUchte  Ebene 
<iadurchy  dass  man  durch  P  Parallelen  zu  den  vorhande- 
nen zwei  Geraden  und  durch  diese  i'arallelen  eine  Ebene 
legt. 

7)  Eine  Ebene  zu  construiren,  welche  eine 
gegebene  Gerade  g  in  eich  enthält  und  auf  einer 
gegebenen  Ebene  E  senkrecht  eteht«    L&tet  man 

▼on  irgend  einem  Punkte  P  \n  g  eine  Normale  auf  E  herab 
und  legt  dann  eine  Ebene  dnrcli  g  und  jene  Normale,  so 
hat  man  die  gesuchte  Ebene;  da  sich  aus  §.  4^  I.  leicht 
abnehmen  lässt,  dass  die  eonatniirte  Ebene  gegen  B  unk' 
90*  geneigt  iet. 

S)  Durch  zwei  gegebene  Punkte  und  P^ 
eine  Ebünc  öenk recht  zu  cinf  r  gegebenen  Ebene 
£  zu  legen.  Die  beiden  Punkte  I\  und  bestimmen 
eind  Gerade  PiPtj  welche  in  der  gesuchten  Ebene  enthal- 
ten Bein  mu88,  und  es  kommt  daher  die  Aufgabe  auf  die 
vorige  zurück^  wenn  man  P, für  ^  setzt. 

9)  Durch  einen  Punkt eine  Ebene  parallel 
einer  Geraden  y  und  senkrecht  zu  einer  gegebe- 
nen Ebene  zu  legen.  Zieht  man  duich  P  eine  Pa- 
rallele PM  zu  g  und  eine  Senkrechte  PO  auf  so  ist  die 
durch  PM  und  PO  gehende  Ebene*  die  gesuchte. 

tO)  Die  kürzeste  Entfernung  zweier  nicht 
in  einer  Ebene  befindlichen  Geraden  und  g^ 
zu  construiren.  Wählt  man  Fig.  it^. 

in  der  Geraden  g^  den  Punkt  0%  P% 

Px  willkührlich  und  zieht  durch 
ihn  eine  Parallele  %vl  g^^  so 
bestimmen  und  die  Parallele 
zusammen  eine  Ebene  E^, 
welche      enthält  und  parallel 

SD  g^  ist  (1^0.  6).  Legt  man  femer  durch  g%  eine  Ebene 
senkrecht  zu  E^^  so  schneiden  sich  beide  Ebenen  in  einer 
Geraden;  die  nichts  Anderes  als  die  Projection  von  g^  auf 


Digitized  by  Google 


—  M  — 


£i  ist.  Diese  i'rojection  scbneidet  {/^  in  einem  Punkte  Oi\ 
eine  in  Oj  sen  krocht  auf  £t  erriohteta  Gerade  schneidet  ^ 
Fi|^.  18.  in  einem  Punkte  0^  und  la 

entsteht  eine  begrenete  Oerade 
0^  0.>,  die  sowohl^,  als ^, recht- 
winklig schneidet.  Um  sio 
mit  der  Entfernung  zweier  be- 
liebigen Pnnkte  i^i.in  und 
lu  ij^  vergleichen  Bnkdn&en, 
ziehe  man  P^Q  senkrecht  zu  A',  und  vcrbiude  ß  mit  P,; 
4er  Winkel  PxQl't  ist  dann  ein  rechter^  und  in  dem  recht- 
winkligen Dreieeke  PxQP^  bat  nwn  P^P^  >PtO  und  wegen 
iVj?=0|(7,  ist  attch  i>,i'«>  mitbin  die  kfiineito 
Entfernung  beider  Geraden.  Dieses  Resultat  iftest  siiüi, 
wenn  man  will,  in  Form  eines  Lehrsatzes  ausspreciiön, 
nämlich:  „Der  kleiaste  Abstand  zweier  Geraden  wird  durch 
eipe  auf  beiden  saglei^b  s«ikrechte  Strecke  dargest^; 
letBtere  ist  einerlei  mit  Entfemiing  sweier  Ebenen,  ven 
denen  jede  eine  Gerade  enthält  und  der  anderen  parallel 
liegt/* 


€sp.  II. 

Der  körperliche  Winkel» 


§.  6- 

Grundbegriffe. 

Wenn  drei  von  einem  Punkte  0  aasgehende  Oerade 
OA^  OBy  00  zu  je  zweien  durch  Ebenen  verbunden  werden, 

se  entsteht  ein  eigen  Üi  lau  liebes  stcreometrischcs  Gobild: 
der  körperliche  Winkel  oder  die  Ecke;  der  Punkt  o 
heisst  der  Scheitel  oder  die  Spitze  des  körperlichen 
Winkels,  die  drei  beliebig  langen  Geraden  OA^  OB,  OC 
werden  die  Kanten  desselben  und  die  drei  Ebcasen  AOB^ 
BOC^  COA  seine  Seitenebenen  genannt.  Ausserdem 
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entljäit  die  Ecke  noch  sechs  Stücke,  nämlich  einerseits  die 
drei  Winkel,  welche  in  den  Öeitenebenen  von  den  Kanten 
g«bUdei  und  als  KantenwiDkel  (yon  Maoehen  als  Sei* 
tenwinkel  oder  Seiten)  beveichnet  werden^  andererseits 
die  drei  Neigungswinkel  je  zweier  tScilcuebenen ;  letztere 
an  den  Kanten  Hegende  Winkel  heissen  die  Flächen- 
winke!  (oft  auch  kurzweg  die  Winkel)  der  Ecke.  Zur 
BeMiofaamig  einer  £eke  dienen  vier  Bnekstaben,  yo» 
welchen  der  Scheitelbiieluitabe  den  ersten  Plata  erhJÜt^  im 
obigen  Falle  z.  ß.  OAßC. 

Denkt  man  sich  die  Kanten  und  Seitenebenen  einer 
Scke  ihrer  ganaen  nneodücken  Ausdnlmung  naob  construirt, 
so  entstehen  um  die  arsprtlngliche  £oke  herum  nocb  siebw 
neue  E<^en,  so  dass  der  ganse  unendHehe  Raum  in  acht 
unvollständig  begränzto  unendliche  liäume  zertäilt.  Jene 
acht  Eokeu  sind  in  der  Figur: 

Slg.  19. 


J>iri)ei  tiieiien  sich  die  sieben  hinzugekommenen  Ecken  in 
drei  Qmppen,  welche  bereits  in  dem  obigen  Schema  unter- 
schieden worden  sind,  und  deren  Eigenthümlichkeiten  sich 
folgendermassen  aubdiücken  lassen. 

Man  hat  erstens  drei  Ecken,  von  denen  jede  mit  der 
gegebenen  Eeke  zwei  Kanten  gemein  hat,  während  die 
dntte  ELante  die  Rttckveriftngerung  der  entsprechenden 

Kante  der  urbprünglichen  Ecke  istj  ferner  stimmt  jede  der 
drei  neuen  Ecken  niit  der  ursprunglichen  Ecke  in  einem  ^ 
Kanten- und  in  einem  Flächenwinkel  überein,  die  übrigen 
Kanten-  und  FlÜohenwinkel  sind  einander  paarweis  si^pAe- 
mentar. 

Ee  existiren  ferner  drei  Ecken,  deren  jede  mit  der 
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ursprünglielien  iOcke  eine  Kante  gemein  hat,  während  die 
übrigen  Kanten  die  ßückverlängerungen  von  den  entspre- 
chenden Kanton  der  ursprüngliclien  Ecke  sind ;  jede  dieseit 
neujen  Ecken  BtimnU  ferner  in  einem  Kanten-  und  in  einest 
Flftebenwink^l  mit  der  gegebenen  Ecke  Überein;  die  übiir 
gen  Fläch enwi Ii kc4  jsind  einander  paarweis  supplementär. 

Endlich  ist  noch  eine  Ecke  vorhanden,  welche  kei»« 
Kante,  mit  der  anfänglichen  Ecke  gemein  bat,  deren  Kan'i 
ten  yielmehr  £e  Backveriängerangen  dieriSiinten  der  iisv 
sprünglichen  Ecke  sind.  Diese  Ecke  (die  sogenannte  Gen 
gen  ecke)  enthält  dieselben  Kanten-  und  Flächcnwiokel 
wie  die  gegebene  Ecke,  kann  aber  gieich wohl  mit  derseU, 
ben  nicht  zur  Deekutig  (OpngruenB)  gebvAcbt  werden« 
Denkt  man  aichiinämlick  die  Ecke  OÄ'B'C  umgekehrt,  sot 
folgen  die  Kanten,  verglichen  mit  denen  von  OABC^  in 
entgegengesetztem  Sinne  aufeinander  (linkb  herum,  w^n 
dort  rechts  hemm)  und  es  verhalten  älch  dann  die  Ecken 
eu  einander  wie  rechte  und  linke  Hand,  woraus  die  Un-, 
möglichkeit  der  Congruenz  augenblicklich  erheilt.  Der*^ 
artige  Ecken,  und  überliaupt  solche  Raumgebilde,  welche 
zwar  aus  denselben  Bestandtheilen,  aber  in  entgegengeßetz- 
tem  Sinne  der  Aufeinanderfolge  zusammenge^etzit  sind,« 
heissen  symmetrisch  gleich.  .  >  A  u^-  T^U^ 

Eine  neue  und  sehr  wichtige  Beziehung  zwischen  zwei 
Ecken  findet  sich  auf  folgendem  Wege.    Innerhalb  des  von 
Fig.  20.  einer  Ecke  OLMN  umschlosse- 

nenRaunes  sei  Oj  ein  willkühr- 
licher  Punkt;  Yon  ihm  aus  las«, 
sen  wir  auf  die  dr^  SeitenebC'* 
nen  von  OLMN  die  Senkrechten 
OyAx^  O^Bi,  OiCi  herab  und 
.  legen  durch  je  zwei  derselbe» 
Ebenen,  welche  dieKanten  der 
ursprünglichen  Ecke  in  Bj 
C  schneiden  mögen.   Um  nuu 
die   Kanten-  und  Flächen- 
Winkel  der  neu  entstandenen  Ecke  O^A^BiCi  kennen  zu 
lernen,  bemerken 'wir  zunächst,  dass  die  Ebenen  ABfOiCn 
BCiO^At,  CAiOiBi  auf  den  Kanten  OA,  pB,  OC  senkrecht 
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stefatn  (§.4,  L),  «tass  fol^lidi  die  Wiiik«!  A^^t»  €,BA,, 

Ä^CB^  die  >»eigiin;;swinkel  je  zweier  der  iirspi  im^lichca 
Ebeiiün,  d.  b.  di«'  Flacheowinkül  der  Ecke  OAßC  &md\ 
(fairaftft  «rgiebt  sich 

LAtO^Bt^m^  —  LA^CBt, 
und  es  sind  iolglich  die  Kantenwinkel  der  neuen  Ecke  die 
Supplemente  von  den  Flächciiwinkeln  der  ursprünglichen 
Ecke.  —  Weil  ferner  A^B  und  J^C  senkrecht  zu  AtOt  in 
deB  beiden  Jbibeaen  Ai(hVi  und  liegen,  so  ist 

LRAiC  d«r  an  der  Kftiite  OiAi  Hegende  Flttcheowinkel  der 
neuen  Ecke;  die  anderen  Flfitoh^nwinkel  sind  OßiA  und 
für  diese  Winkel  hat  man  die  Gleichungen 
L  BAtC  x=  180«  ^  BOG,  L  (  //,        1  SO "  —  COA^ 
L  Ai\B ^  AOB^ 
jMäsk  sind  die  Fläekenmnkel  der  neuen  £ake  die  Bappl»- 
neiite  vea  KaiilaivwiBkelo  der  im^rlinglioheii  Ecke.  Dem-  < 
nacli  iäsßt  sich  zu  jeder  Ecke  eine  andere  con- 
struiren,  deren  Kanten  w  i  u  k  c  1  die  Supplemente 
von  den  Flächenwinkeln,  und  deren  Flächen- 
winkel die  ä«ppieaienie  von  den  Ksntenwiakeln 
der  ersien  Eoke  d«k6tellen;  die  nene  £eke  beietidia 
S«pprem  epUrecke  oder  PoUr«oke  der  »rq>riingHche>u 

4 

Beziehungen  zwischen  den  Winkeln  einer  IJckc. 

Denken  wir  uns  den  Winkel  AOB  «k  den  gröeetem 

Kanten  winke!  der  Ecke  OABC^  und  die  Ebene  des  Winkeis 
BOC  60  lange  um  BO  gedreht,  bis  sie  rnit  der  Ebene  AOB 
zusammenfällt;  so  muss  der  Schenkel  OC  notkwendig  zwi- 
schen die  Schenkel  AO  und  BO  zu  liegen  kommen;  diese 
neue  Lage  sei  0C\  also  L  BOG'  =s  L  BOG.  Nehmen  wir* 
ferner  auf  OC  und  (JL"  zwei  gleiche  Abschnitte  0//=  OH' 
und  legen  durch  Hy  W  und  einen  willkührlich  auf  BO  ge- 
wählten Punkt  G  eine  Ebene,  welche  die  Seitenebenen  der 
Ecke  in  den  Geraden  FG^  GHj  ÜF  schneidet^  so  entstehen 
zunächst  zwei  (vermöge  der  Uebereinstimnrang  in  zwei 
Seiten  and  dem  eingeschlossenen  Winkel )  congruente  Drei- 
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tflke  f^OB  und  üeH'  \  hlsnMs  folgt  ^JT»  ^jgT  und 
kt  das  Dreieck  ^ifff'  gleichschenklig.    Da  die  Winkel 

an  der  ßaöis  eiDes  solchen  Drei- 
eckes nur  spitze  sein  können,  so 
mm  dek«  lM>enwinkel  toh  i^'iTy» 
nftmüi^hZ-i^irWi  «in  Stampfer  Wiar 
kel  sein  und  er  i«tdflmn  von  telbit 
der  grösste  Winkel  in  dem  Dr^- 
ecke  FIT  IL    Daraus  folgt  weiter,' 
dw  FH  die  gröeate  Sete  ie» 
'Dtm&okeBFWffh^  und  wtum  tato 
jetit  J^i7  undJE'ir  ab  BeifteAdtlMHe^ 
der  Dreiecke  ^0//  und  FOII'  an- 
sieht,  bo   tiihren  die  Beziehungen  FO-=FO,  OH'~0Hy 
FH'  <iFHz\i  der  Foliromxig  L  FOH'  <CL  FOff\  durch  beider- 
Beüige  A«yitioii  der  Qk^chvmgL4^0Il'^L  BOM  wieähimm 
L  iFOG^<L^0M^LCOff.  Demnadi  beträgt  sdMder grCMf 
Kantenwinkel  jeiser  Ecke  weniger  als  die  Summe  dor  beldeif 
anderen  Kanten  winke! ,  und  es  gilt  daher  überhaupt  der 
8atZ|  dass  irgend  ein  Kantcnwinkcl  weniger  ausmacht  als 
die  beiden  übrigen  KaBtenwInkei-  Bnsammen.   Nennen  wir 
die  KAntenwkikiel  AGB,  BOÜ,  COA  der  Reihe  iiaoh  a, 
89  ist  hwmaeh^  <^a4-^,  b<Ca  +  c,  gewöha*- 
lieh   isagt  mau    dafür :    In   jeder  dreiseitigen  Ecke 
beträgt  die  Summe  zweier  Seiten  mehr  als  die 
dritte  Seite. 

Die  Allgemdnheit  dieses  Satses  erlaubt  swei  wichtige 
ABweadangen  ■  man  kann  ihn  nftmlieh  ebensowohl  anf  eine 
der  sechs  Nebenecken  von  AGB  als  auf  die  Folareeke  an- 
wenden.  Für  die  Ecke  OA'BC  hat  man 
Fig.  22. 


*k»iJ^  »if 


L  BOC  <  L  ÄOB  +  L  A'OC 
d.  L 

oder 


Digitized  by  Google 


^  7t.  ^ 

d.  h. :  In  jeder  dreiseitigen  Ecke  beträgt  die 
Summe  deriSeitcD  weniger  als  vier  rechte  Winkel. 

BeMUÜuMB  wir  fenMC  aut  mi,  bi,  Ci  die  Kantonwinkel 
dar  jMaraoke  mi  mit  \d,  C  ii»  FiftehenwiDkel  der  ur- 
sprunglidm  Ecke,  so  ifl  a^»180*— ^,  ^»180*^^; 
(?j  s=  180® —  Cy  andcroröcits 

mithin  durch  SubBtitution  der  Werthe  von  a^^  bt,  d 

d.  h.:  In  jeder  dreiseitigen  Ecke  beträgt  der 
Ueberschuss   zweier   Flächenwinkel   über  den 

dritten  wenipfer  als  zwei  rechte  Winkel. 

Durch  Addition  der  vorigen  drei  Ungleichungen  tolgi 

^  -f.  ^  4.  c<  3  .  180«, 
d.ii.:  In  jeder  dreiseitigen  Ecke  ist  die  Winkel- 
summe  kleiner  nie  sechs  rechte  Winkel. 

Die  beiden  Sätze,  welche  hier  für  die  Seiten-  und 
Winkelsummen  einer  dreiseitigen  Kcke  gefunden  wurden, 
kwsen  sich  leicht  auf  Ecken  mit  beliebig  vielen  Seiten  aus- 
dehnen. Denken  wir  uns  nämlich  von  einem  Punkte  0  im 
Räume  n  gerade  Linien  OA,  OB,  OC, . . .  ON  ausgehend 
und  jede  derselben  mit  der  folgenden  durch  eine  Ebene 
verbunden,  so  entsteht  eine  «-seitige  räumliche  Ecke;  über 
diese  könnte  man  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  §.  6. 
ttb^  die  dreiseitige  Ecke  anstellen,  doch  wftrde  die  Anf- 
sShlnng  aller  nebenliegenden  Ecken  einige  Wehlinfigkeit 
verarsachen,  ohne  einen  wesentliolMO  Nntaen  m  bringen« 
Man  bci>chra.iikt  hich  dalioi  auf  die  Cunstmction  der  Ge- 
genecke und  der  Polarecke ;  die  erste  ist  wiederum  der  ur- 
spniagUohen  Ecke  symmetrisch  gldch ;  die  letztere  entsteht 
Mf  gima  dieaeibo  Weise  wie  die  PoUreeke  der  dreiseitigen 
Keke  und  besitat  ebenfalls  die  Eigensehaft,  daas  ihre  Kan^ 
tenwinkel  dio  Flächenwinkel  der  ursprünglichen  Ecke  zu 
180''  erf^änzen  und  dass  ihre  Flächenwinkel  die  Supple- 
mente von  den  ILantenwinkeln  der  anfanglichen  Ecke  sind« 

Schneidet  man  eine  n-aeitige  Ecke  dnreh  eine  Ebene, 
80  entstehen  n  Dreieeke  GAB,  OBC,  OCB . . .  and  ein  a-Eck 
ABCD . . .  y  dessen  Winkel  sämmtlich  concav  sind ,  wenn 
keiner  der  Flächenwinkel  bei  0  mehr  al^  ISO''  beträgt,  was 
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wir  im  Folgend«»  vorauBsetzen.  Zugkiob  bilden  sich  aa 
j«der  der  £ck^      ß,  C  •  •  drei  Winkel^  yr^n  dmek  tmd 


den  geiMUinten  Dreiecken  angeb^r«!! 

und  .der  letzte*  in  das  «-Eck  fällt;  an 
der  Ecke  B  z.  B.  sind  diese  Winkel 
ABO,  CBOy  ABC,  die  wir  der  Reihe 
nacbdiiroh  ^  ^,  beseiclmeii  wollen. 
Die  analoge  Beseidinung'  möge  fftr 
i  die  übrigen  Winkel  Gleiten,  ausserdem 
/'  ^sollen  die  Kantonwinkei  AOB,  BOG, . . . 
mit  bj  c  , ,  .  bezeichnet  werden.  In 
äen  it  Dreiecken  ABO,  BCO., .  hst  man  mm  erstUch  die 
gMMnmteüWinkBlBumine  "i'Oihfxh  d^/ftdj 

zweitens  kann  jeder  der  Punkte  B,  (',,.  als  Scheitel 
einer  dreiseitigen  Ecke  betrachtet  und  aut  jedo  solche  Ecke 
disa^ vorhin  genannte  Satz  ängewei^d^t  f^^r^iW^di^JiM 

^«tf.  ^3i^<^^.W^J^^  eteh^^dp  ;Win^fi»si|ng,dt 
J^L» ü". (lif  »rtr'Rt  Ti:;i€*T  7 1  t  •  •  -  •  f 

dn««^ii8iiklrafetiOB>'^dieMp  Ungfoicbmig  von  im  obigen 

Gleichung  folgt  ? 

flr  +  *-h^-f  . ,  .  .  <'2. 180*, 
d.  h*;  Die  Summe  aller  Seiten  einer  beliebigen, 
n<ir  coaeave  Fläohenwinkel  enthaltenden  Bcke 
beträgt  weniger  als  vier  reellste  Winkel.  Gkht  die 
körperliche  Ecke  in  eine  Ebene  über,  00  wird  die  Suuime 
ihrer  Seiten  =  360°. 

Mittelit  der  Polarocke  folgt  daran»  ein  Satz  über  die 
Winkelsumme  einer  jenseitigen  Ecke*  Beselchnen  wir  nftm- 
Itdi  die  Winkel  der  gegebenen  Ecke  mit  A,  C» . die 
Seiten  der  Polarecke  mit  (?,...,  ao  ißt  wegen 
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u&   bereit*  folgt 

rerseitft  ergiebt  sich  durch  iSubtraction  der  UngieiGhang 
•  & ,  +  c  I  -i- . » .  <^  dd(H  Toa  dar  olHgea  GiaicbaBg 
A^B+  C+  >(ii^a)180% 

. :   Die  W  inkclöumme  einer  /«-seitigen,  nur  con- 
e      lächenwinkel  enthal tend*en  Ecke  beträgt 
br  A\m2n  —  4  and  weniger  alB2n  recl^te  Winkel. 


§.  8. 

Die  Bestimmung  der  dreiseitigen  Ecke« 

Sonde  fdlker  eine  Untevsachnng  über  die  Anzahl  der 
ick%  dnrohgefUirt  wurde,  welche  snr  Bestimmung  eines 

Bnen  Dreieckes  erforderlich  sind,  so  kann  auch  bei  der 
8  drei  Kaiitenwinkeln  (Seiten)  und  drei  Flächenwinkeln 
^'inkel»)  iMstehenden  dreiseiligen  Jüioke  die  frage  .geiteUt 
erden,  wie  yieie  dieser  Beetandthttle  gegeben  «^itt'mttftBen» 
enn  die  Ecke  vollständig  bestimmt  «ein  soiL  Ennüchst 
•hellt  nun  sehr  leicht,  dass  weder  ein  noch  zwei  Kanten» 
inkei  2&ur  Bestimmung;  der  Ecke  ausreichen,  und  es  ist 
»her  die  «BAohherige  UntersnülMUig  mit  dem  Falle  anzu- 
ingen,  wo  aftmmtliohc  Kantenwinkel  gegeben,  sind«  Zu- 
gehst müssen  wir  aber  die  räumliche  Figur  beschreiten, 
n  welche  die  späteren  Erörterungen  geknüpft  werden  sollen. 

In  der  dreiseitigen  Ecke  OABC  mögen  die  Kanten^ 
Vinkel  (Seiten)  darch  BOCm=^  a 
(!OA*s^,  AOB^c  beiesduieC 
werden ;  ON  sei  ein  beliebiger  Ab- 
schnitt auf  der  Kante  OC  und  NP 
^vßijlnttemung  des  Punktes  N  von 
d«r  Ebene  AOB.  Dureh  irgend 
Pitokt  der  Gerade»  NP 

^cnke  man  sich  eine  Konnaie  zur 

^^^ene  AOC  gesiogen  und  durch 
und  jene  ^cmnaie  eine  Ebene 


Fig.  24. 
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gelegt;  nach  §.  4  steht  diese  Ebene  senkrecht  auf  der 
Kante  AO,  und  wenn  L  der  Durchschnitt  beider  ist;  so  sind 
die  Geraden  and  LP  wink  ei  recht  zu  OA^  und  folglich 
kfc  L  NIF  der  aa  der  KAnte  OA  Uegeode  Flüchenwinkel, 
wekber  A  heisees  möge.  Auf  fthnliche  Weiee  Ifttst  ndi 
eine  Ebene  construiren,  welche  die  Geraden  NP  in  sich  ent- 
liiilt  und  auf  der  KaTite  OB  senkrecht  steht,  so  dass  MN 
und  MP  rechtwinklig  zu  OB  sind  und  LUMP  der  an  der 
9lMite       iiegeiidtf  '£MUsheMruikd  Msi  iatr^  ^dMeee  Oe» 


,itnatitet«rleideKter  eine  ^ 
ringe  Modifioation,  wemi  der 

Fils sp unkt  der  Normale  iVP 
nicht  in  den  Winkelraum  AOB^ 
eoKidern  in  den  Baum  eines 
der  Nebenwkikei  oder  des 
IMieftel«iiilDeii^<^(40#  fUlH. 

Liegt  7.,  Vi.  P  in  dem.  Neben- 
^winkelraunie  A  GB,  so  ist  LNMP 
das  Supplement  dea  Flächen 
«iMe^  W«9^«^ie^  die  ily r  wigt.  vAdhidiAiif^  iU\ 
%$ani^  im  i^  n^  l'^i^  t.v^i  ,j{««iei^ 

I.  Sind  die  drei  Seiten  Ä,  c  gegeben,  SO  kann  meii 
die  Strecke  OIS  wiiikührlich  wählen  und  einzeln  für  sich 

^  die  rechtwinkligen  Dreiecke  O^Z 
und  ONM  (in  irgend  einer  £bene) 
constniiran,  da  jedea  dieser  Dm^ 
eeke  durch  die  HTpotemise  nad  dea 
^  einen  anliegenden  Winkel  bestimmt 
ist;  man  kennt  jetat  die  Geraden 
OLy  GM  und  kann  sie  auf  den 
Sclmkete  des  Winkels  AÖB  ab- 
sdmeideii.  Erricditet  »aa  wwler  ia 
in  der  Ebene  AOB  durch  L  und  M  Senkrechte  auf  i>Ä 
und  OB ,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte  Py  und 
hierdurch  werden  die  Linien  LPy  MP  bekannt;  endlich  ist 
PN  eine  Normale  m  der  Bbene  AOB^  nkbin  kennt  man 
in  dem  Dreiecke  LPN  die  drei  Stttcke  LN,  LP,  LLPM 
und  darmns  folgt  der  Winkel  PlNtssA*^  «nf  gleieke 
Weise  bestimmt  sich  das  Dreieck  MPN  durch  MN,  MPf 
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LMP]V=9()'>  und  daraus  L  PMN^B.  Wäre  der  Win- 
kel AOC  =  ^  Btumpfer  und  LBÖC^^a  ein  spitzer  wie 
m  Fig.  so  wftrde  der  Farapaakt  L  aaf  di»  fillekTa> 
iSngerung  voii  OJf  mitbm  P  in  däa  KebenwiaMratun  ^'0^ 
fUlen  und  dann  ist  L  PMN  nicht  c=r  sondern  ISO«»  —  ^ 
ako  B  =  l%(f  —  LPMN,  Aehnlich  verhält  sich  die  Sache, 
wenn  b  spitz  und  a  stumpt  ist  oder  wenn  Uoide  Winkel 
•innipf  iind;  in  jedem  Fall«  aber  fukri  die  an|^|^beoa 
Oonfltraelion  inr  KenntoiM  der  Flicbenirinket  A  tivd 
Man  übersieht  auf  der  8teUe,  daae  laitteUt  deeseiben  Ver- 
fahrens jedes  beliebige  andere  Paar  von  Flächenwinkeln 
gefunden  werden  kann,  und  dass  man  also  den  Satz  aus- 
sprechen darf:  £ine  dreiseitige  £cke  ist  darcb  ihre 
drei'der  Grosse  and  Anordnung  nach  gegebenen 
Seiten  beatimmt« 

Hieraus  leitet  man  unmittelbar  den  weiteren  Satz  ab: 
Zwei  dreiseitige  Ecken,  welche  dieselben  Sei- 
ten besitzen^  sind  congcuent  oder  symmetrisch, 
je  naohdem  die  genannten  Bestandtheiie  in  dem* 
selben  oder  in  entgegengesetatem  Sinne  anfein- 
ander  folgen. 

Femer  gehen  aus  der  obigen  Betraclitung  noch  die 
beiden  Sätze  hervor:  Sind  zwei  Seiten  einer  drei- 
seitigen £cke  einander  gleich,  so  sind  es  auch 
die  gegenüberliegenden  Winkel^  sind  sie  nn* 
gleich,  so  steht  der  grüsseren  Seite  der  grössere 
Winkel  gegenüber. 

II.  Den  obigen  Ergebnissen  reihen  sich  unmittelbar 
analoge  Kesultate  an,  wenn  nmi  die  Polarecke  in  Betrach- 
tong  neht  Sind  nftpulinh  yon  einer  £cke  die,  drei  Winkel 
Af  B,  €  gegebw,  so  kennt  man  die  SeiliMi  :der  Polaredcf 
a,  =  lSO*— ft,  =  180«  — Cf==sm^'^C,  anf  leta- 
tere  kann  man  jetzt  das  Obige  anwenden  und  die  Winkel 
^tf  der  Polarecke  bestimmen,  aus  diesen  folgen 

dann  die  Seiten  a=  180«  —  e>=  180«  — ^i,  c==  1^ 
—'Ci  der  ursprünglichen  Ecke*.  Demnach  gelten  die  Sttfeaa: 
Eine  dreiseitige  Ecke  ist  durch  ihre  drei  der 
Grösse  und  An Ordnung  nacb  güge benen  Winkel 
bestimmt^  ferner:  Zwei  dreiseitige  Ecken^  welche 
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dieselben  Winkel  besitzen,  sind  congrnent  oder 
ByDDiietrißch,  je  nachdem  die  genannten  Be- 
atandtheile  in  demselben  oder  im  entgegenge- 
S6tst«fi  Sinne  aufeinander  folgen; -endlich:  Bind 
nwei  Winkel  einer  dreiseitigen  Ecke  gleich, -se 
sind  es  auch  die  gegenüberliegenden  Seiten,  sind 
sie  uiigleicli,  so  steht  deia  grösseren  Winkel  die 
grössere  Seite  gegenüber. 

UL-  Wir  betraehten  jetzt  den  Fall;  wo  awei  Seite* 
^,  v  ^nnd  der  mgcfschloetene  Winkel  A  gegeben  aiad 
Fiff.W. .  WftliH  mm  wiederum  ON  iM^ 

kührlich  trnd  fällt  in  der  Ebene 
des  Winkeis  AÜC=b  die  Senk- 
rechte NLy  80  erkäH  man  Ni 
und  den  Fasspnnkt  X;  an  di# 
Sbene  ZOJir  denken  wir'ttns  den 
Winkel  AOB^c  unter  dem  ge- 
o-ebenen  Neigungswinkel  A  an- 
gelegt und  erhalten  damit  dea 
8okenkel  ßB\  daes  nim'die  dritte 
Seite  BOG  bestimmt  ist^  erhellt  bereits  aus  dem  ümstakd^ 
dass  durch  0€  und  nur  eine*  HJbene  gelegt  werden  kann, 
es  lässt  sich  dies  aber  noch  genauer  nach vv  eisen.  Knichtet 
man  nämlich  in  L  auf  OA  eine  in  die  lllbene  AüB  fallende 
Senkrechte  und  lässt  auf  diese  das  Perpendikel  NP  herab, 
SO  ist  der  Punkt  P  beitkimt  und  zugleich  sind  es- die  Oe» 
raden  LP,  NP\  mittelst  einer  Senkrech'ten  von  P  auf  OB 
findet  sich  weiter  der  Punkt  M  und  seine  Verbindungslinien 
mit  N f  0  und  P\  in  dem  Dreiecke  üMN  kennt  man  jetat 
die  drei  Seiten,  mithin  auch  den  Winkel  MON t:stMOCy 
weleher  die  dritte  Seite  der  Eoke  ist^'  Am  No«  L'  ergiebt 
sSek!  nun,  dass  auch  die  .  Winkel  der  Ecke  aufgefundett 
werd€fn  kdnnen,  und  man  hät  daher  den*  Sats:  Eine  drei* 
seitige  Ecke  ist  durch  zwei  Seiten  und  den  zwi- 
Bchenliegenden  Winkel  bestimmt;  daraus  folgt 
weiter:  Zwei  dreiseitige  Eoken^  welche  in  zwei 
Seiten  und  dem  nwischenliegenden  Winkel  über* 
einstimmen,  sind-  oongruent  oder 'syrnttetriseh^ 
je  nachdem  die  genannten  Bestandtheile  in  dem- 


i 
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selben  oder  in  entgegengesetztem  Sinne  aui« 
einanderfolgen. 

IV.  Durch  fietmehteiig  der  Polareeko  ergeben  sich 
hienuu  die  entsprechenden  Sätiet  Sine  dreiseitige 
Ecke  ist  durch  zwei  Winkel  und  die  zwischen- 
liegende Seite  bestimmt;  ferner:  Zwei  dreiseitige 
Ecken,  welche  in  zwei  Winkein  und  der  zwi* 
scbeniiegenden  Seite  übereinstimmen,  sind  oon- 
gment  oder  symmetrisch,  je  nachdem  die  ge- 
nannten Bestandtheile  in  demselben  oder  im  entr 
g  e  g  e  n  g  e  s  e  t  z  t  c  n  Sinne  a  u  1'  e  i  ii  a  n  d  e  r  J  o  1  a;  c  n. 

V.  Sind  zwei  Seiten  b  und  ein  Gegenwinkel  A  ge- 
geben, so  kann  man  zunächst  wiederum  ON  willkührlich 
wahiflED  und  dnrch  die  Senkrechten  JfL  nnd  NM  die  Punkte 
Lf  Mj  sowie  die  Qeraden  iQL,  LN  nnd  OM  bestimmen;  in 
dem  Drmeeke  LPN  kennt  man  jetst  ausser  dem  rechten 
Winkel  bei  P  noch  Z.V  und  L  PLN  =  A ,  mithin  das  ganze 
Dreieck}  die  Kathete  LP  desselben  bestimmt  mit  OL  zu- 
sammen das  bei  L  rechtwinklige  Dreieck  OLP  und  dessen 
Hypotenuse  OPy  endlieh  sind  Ton  dem  Dreiecke  OPM  die 
SMten  OP,  OM  und  der  Winkel  OMP^W  bekannt,  so 
dass  sich  die  Construction  desselbuii  ausführen  lässt. 
Hierbei  findet  aber  in  so  fern  eine  Zweideutigkeit  statt,  als 
man  nicht  weiss,  ob  das  Dreieck  OPM  nach  der  Vorder- 
seite von  OP  oder  nach  der  entgegengeseteten  Seile  bu  ge» 
legt  wwden  soll;  in  der  Thai  bleiben  auch  alle  bisherigen 
Schlüsse  dieselben,  wenn  man 

Bich  OB'  so  gezogen  denkt, 
dass  L  POB'  =  L  POB ,  also 
OM'^OM  und  PM'^PM 
whrd;  Demnach  muss  man  sa^ 
gen:  Durch  ewei  Seiten 
und  einen  Gegenwinkel 
ist  eine  dreiseitige  Ecke 
im  Aligemeinen  zweideu- 
tigbestimmt; es  folgt  dar- 
aus: Zwei  dreiseitige 
Ecken,  welche  in  zwei 
Seiten  und  einemÜegen- 
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winke!  übereinstimmen,  brauchen  nicht  nothweQ'^ 
dig  congruent  oder  symmetrisch  zu  sein.  » 

VI*  JDie  Betraclkiuiig  der  Folarecke  fuhrt  za  den.  ana- 
logen SftftMii:  Dareh  swei  Winkel  und  oiaa  Oeg^n^ 
Seite  ist  eine  dreiseitige  Ecke  im  AIlgemeiftSA 
sweidentigbestimmt;  und:  Zwei  dreiseitige  Eekea, 
welche  in  zwei  Winkeln  und  einer  Gegenseite 
übereinstimmen;  brauchen  nicht  nothwendig  cann 
gruent  oder  symmetrisch  sa  sein. 


Constructionea  zu  Cap.  U. 


x 


Die  im  vorigen  Paragraphen  eogestelite&  Erörterungen 
renmlAssen  die  naheliegende  Frage,  ob- es  mdglieh  isi^ 
MS  den  gegebenen  Bestimamngsstaoken  einer  dreiseitigeD 

Ecke  die  übrigen  Bestandtheile  durch  Oonstruction  abEU* 
leiten.  Nun  sind  zwar  die  Mittel  hierzu  bereits  vollßtiindig 
in  dem  Vorigen  enthalten  ^  weil  aber  Coiwtructionen  im 
Ranme  nur  gedaeht,  nkht  graphisch  «osgeiührt  werden 
können,  so  mttssen  wir  jtee  Oonstametionen  so  einriohtSB, 
dess  sie  aneh  in  einer  Ebene  ausfilkrbar  sind. 

.    1)    Aus  den  Seiten  einer  dreiseitigen  Ecke 
die  Winkel  derselben  zu  finden.    Denkt  man  sich 
die  Ebene  des  Kantenwink  el^  AOCva.b  so  lange  um  dis 
^i«-  Kante  da  gedreht,  bis  sie  in 

die  Ebene  des  Winkels  AOB 
=  c  gelangt;  auf  gleiche  Weise 
BOC  um  BO,  LPN  um  LP  und 
MPN  am  MP  gedreht  und  in 
die  Ebene  AOJB  niedergelegt,  so 
entsteht  ekie  ebene-  Figur ,  in 
wacher  die  Kante  ON  zweimal 
und  der  Punkt  N  viermal  vor- 
kommt: es  ist  nämlich  LLONi 

femer  PJfg  senkrecht  aof  X/V 
PN^  rechtwinklig  na  MPy  £Ni 
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endlich  L  PLN^  =  A  und  L  PMN ^  =  B,  Diess  giebt  folgende 
CoDstmelioD:  man  lege  die  gegebenen  Winkel  C^OA^^b^ 
MBss^e,  BO€%=s  a  aneinander;  nehme  von  0  aus  anf  ÖÖx  und 
OCt  ewm  gfeiche  AbBehfiitte  OiV,  =s  ON^,  Mle  Ton      die  - 

Senkrechte  N^L  auf  0.^,  von  TV,  die  Sßnkrechte  N^M  anf 
ö^,  verlängere  diese  Perpendikel,  bis  sie  sich  in  P  schnei- 
den und  conairttire  nun  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  LPN^ 
tmd  MPN^  ane  Kalketen  LP^  UP  und  den  Hypotenusen 
IN^^LN^,  MN^=:i'MN^\  die  Winkel  PZif,  und  PM19% 
sind  dann  zwei  Winkel  der  dreiseitigen  Ecke,  vorausge- 
setzt, dass  P  innerhalb  des  Winkels  c  fällt.  Ijiegt  dagegen 
P  im  Nebenwinkel  von  c  auf  der  Seite  des  Winkels  so 
iit  Ä^m^-^LPLNt  vax^B  =  LPMN^,  liegt  P  im  Ke- 
benwliikel  veu  e  nadi  ^  kin^  so  bat  man  AsssL  PLN^  und 
ir«:^I80»«-Z.P^)r4,  Mit  endlich  l^ln  den  Scheitelwinket 
von  c,  ßo  wird  180«  —  Ll'LN,  und  ^=  ISO»—  Ll'MN^. 
Eine  Probe  für  die  Genauigkeit  der  Construction  besteht 
darin,  dass  PN^^PN^  sein  muss.     ^       ^  ^    ^  ^ 

UnmSglieh  wird  die  OonstructionV  ^etin  v^i  TOii'^^ 
Käaftenwtnkeln  a,  2^,  c  susammen  weniger  als  der  drrtte 
ausmachen,  oder  wenn  «  +  ^/ -j- ^  >  360°  ist;  man  erkennt 
diess  auch  bei  der  Construction  selbst,  sobald  man  die 
Winkel  a  und  b  nicht  neben  sondern  in  c  hinein  legt.  ' 
im^2)  Aus  den  drei  Winkeln  einer  dreiseitigeii 
Wik  e  die  Selten  su  finden.  Vermöge  der  Eigene 
Schäften  der  Polarecke  hat  man  zunächst  die  Suppletnentö 
a,^m^  —  J,  b,^1S0^  —  By  c,  =  180«~C?  als  Seiten 
einer  Ecke  zu  betrachten,  die  Winkel  i^,,  6',  dersel- 
ben 2U  eonstmiren  und  daraus  a£=sl80<»  —  ^i,  2^=180^ 
^Btf  c=180» — e,  herzuleiten. 

3)  Aus  zwei  Seiten  und  dem  zwischenliegen- 
den Winkel  eine  dreiseitige  Ecke  zu  construi- 
ren.  Denken  wir  uns  die  dreiseitige  Ecke  auf  die  näm- 
Uehe  Weise  irie  bei  der  ersten  Aufgabe  in  einer  Ebene 
ausgebreitet  so  erhalten  ivir  zWar  dieselbe  Figur,  aber  mit 
dem  Unterschiede,  dass  jetzt  b,  c  nnd  LPLN^^Ä  gege- 
ben, dagegen  a  und  L  PMN  B  unbekannt  sind;  die  Con- 
struction ist  dann  folgende.  Man  legt  die  Winkel  b  und  c 
neben  einander,  wählt      willkührlich  in  OC, ,  fällt  auf  OA 
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▼on  if,  HOB  die  Senkrecliie  N^L  tmd  verlängert  sie  ttW 

L  hinauöj  an  diese  Verlängerung  bringt  man  in  /  den  Win- 
kel PLNt=A,  nimmt  auf  dem  Schenkel  ZN^  desselbeu 
den  Abschnitt  LN LN ^  und  iässt  von  A|  Auf  den  me* 
deren  Schenkel  das  Perptt^Ukel  heniib;  nachdem  nm 
hiermit  den  Ponkt  P  bestimmt  hal;^  sidit  man  dnvA  P  die 
Normale  PM  zu  OB  und  stellt  PN PN 9  senkrecht  auf 
PM,  der  Winkel  PMNi  ist  dann  =  B,  Um  noch  a  zu  be- 
BÜxameii,  nimmt  man  auf  der  Verlängerung  von  PM  die 
Strecke  MNt  =  MN 4x0x6.  zieht  ON^,  wodurch  der  Winkel 
MON^  =  a  entsteht  Eine  Probe  für  die  Oenauigkeit  hst 
man  darin,  dass  ONf  =  ON^  sein  mnss. 

4)  Aus  zwei  Winkeln  und  der  z vv i s c Ii e nl le- 
genden Seite  eine  dreiseitige  Ecke  zu  construi- 
ren«  Wie  bei  der  zweiten  Aufgabe  geht  man  auch  hier 
aonäehst  anf  die  Gonstmetion  der  Pelareoke  ans  nnd  ieitet 
anf  dieser  die  gesuchte  Ecke  ah.  Will  man  dagegen  mit 
Vermeidung  der  Polarecke  zu  einer  directen  Constructioa 
gclaDgen,  was  bei  dem  bäuiigen  V  orkomraen  gerade  dieser 
Aufgabe  von  Werth  ist,  so  handelt  es  sich  darum,  innec- 
halb  des  gegebenen  Winkels  AOB  =  c  den  Punkt  so  ^ 
wühlen,  dass  das  aas  dem  Perpendikel  PL  und  dm  Win^ 
kel  PLN^  =s  A  constmirte  rechtwinklige  Dreieck  eine  Ka- 
thete PN 9  erhält,  welche  der  Kathete  PN^  in  demi  auf 
gleiche  Weise  gebildeten  Dreiecke  MPJS^  gleich  ist."  Man 
erreicht  diese  auf  folgende  Weise.  An  die  Schenkel  AQ 
nnd  BO  lege  man  nach  Aussen  die  gegebenen  Winkel  A 
Fig.  20.  nnd  B  an,  siehe  femer  an 


OA  eine  beliebige  ausser- 
halb liegende  Parallele  und 
zaBO  eine  Parallele^  welche 
YonBO  dieselbe  £nt£emnag 
hat,  wie  die  ersle  Parallde 
von  AO;  fHUt  man  Yon  den 
Durchschnitten  iS  und  Tder 
Winkelschenkel  und  der  Pa- 
rallelen auf  QA  nnd  OB  die 
Senkrechten  SU  nnd  TV, 


so  sind  diese  gleieb.  Man 
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ziehe  ferner  in  der  Entfernung  OU  eine  Parallele  zu  OA 
innerhalb  des  Winkels  AGB,  ebenso  eine  Parallele  zu  OB 
in  der  Entfernung  OF.  Beide  Paralielen  schneiden  sich  in 
«inem  Pa&kte  yon  dkBem  lässt  mAn  auf  OÄ*  and  OB 
fie  Senkreekten  PL  und  PM  herab  und  conBtrairt  die  recht« 
winkligen  Dreiecke  />ZiV,  und  PMN^  mit  den  Winkeln 
PLN^  =  L  ADS  =A,  L  PMN^  ===  L  BOT^  B ;  diese  Dreiecke 
sind  den  Dreiecken  ÜOS  und  VOT  congruent,  mithin  PN^ 
» PN^^  weil  US  «s  VT,  Der  weitere  Verlauf  der  Oon- 
ttraoCion  besteht  nnn  darin^  dase  man  PL  verlängert  nnd 
acw  L  mit  dem  Halbmesser  LN^  einen  Kreisbogen  be- 
schreibt, welcher  die  verlängerte  PL  in  N ^  ßchneidet,  dass 
man  ferner  auf  analoge  Weise  den  Punkt  bestimmt 
und  schliesslich  0J9i  und  ON^  zieht,  wo  nun  L  AONi^a, 
LBONf^b  sein  mnss*  Als  Constractionsprobe  dient  die 
Gleichheit  von  ONi  und  ON^. 

5)  Ans  swei  Seiten  und  einem  Gegenwinkel 
eine  dreiseitige  Ecke  zu  construiren.  Sind  a,  b 
und  A  gegeben,  so  kann  man  zunächst  mit  ^  und  A  ganz 
dieselbe  Constmction  wie  in  Nc  3)  vornehmen  und  hier* 
dimsh  die  Lage  des  Ponktes  P,  sowie  OL  nnd  LP  bestim- 
men; vm  nun  weiter  LAOB^^e  bü  finden,  bedarf  es  der 
Constmction  des  Vierecks  OLPM,  von  welchem  vier  Be- 
standtheile  (OL,  LP,  LOLP^LOMP  =  W)  schon  bekannt 
sind  und  also  nur  noch  einerj  nämlich  OM  fehlt.  Letztere 
Gerade  wird  erhalten^  wenn  man  das  im  Baume  befindliche 
rechtwinklige  Dreieck 
OMN  irgendwo  in  der 
Ebene  der  Figur  con- 
struirt,  und  es  geschieht 
diesB  am  bequemsten  auf 
die  Weise,  dass  man  LO 
fiber  0  hinaus  veriftn- 
gert,  an  die  Verlänger- 
ung den  Winkel  a  an- 
legt und  das  rechtwink- 
lige Dreieck  OQB  con- 
itruirt^  worin  LROQ^a 
und  OQ     O^Vi  ist  j  die 
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Bjithete  OR  ist  dann  der  Grösse  nach  =  OM.  Beschreibt 
man  jetzt  Uber  UP  alg  DurduAeager  einen  Kreis  mui  aus 
mit  OR  ab  üalbaiemr  tmm  sweilea  Kreia,  so  wäamr 
det  dieser  den  erBten  Kreis  m  virei  Ptmkton  Mf  M*  ani 
es  würde  nun  ebensowohl  OLPM  als  OLPM'  das  gesuchte 
Viereck  sein,  in  welchem  L  LOM  oder  L  LOM'  c  ist. 
Legt  man  LROQ  an  OJl  oder  an  OM',  so  hat  man  wie 
in.  Mo.  1)  die  drei  Seitenwinkei  der  £cke  i^^beiimafbdivr  Afti 
kann  jetzt  die  noch  fehlenden  Winkel  der  BScko  bestinnisii. 
i^ti  Die  Construction  giubt  iiLi  Allgemeinen  zwei  Aullö- 
»ungen  und  zwar  sind  beide  möglich,  wenn  OR<ÜOP  ist; 
wäre  dagegen  OR=^OPj  so  würden  die  beiden  Kreise  sich 
laicht  schneiden^  sondern  im  Ponkte  P  berübrea  und 
dann  existirt  nur  eine  Auflösung;  endlich  för  OR'>OP 
haben  beide  Kreise  keinen  Tunkt  gemein  und  dann  wird 
die  Aufgabe  unmöglich. 

6)  Aus  Bwei  Winkeln  und  einer  Gegenseite 
eine  dreiseitige  Ecke  su  construiren.  Wie  bei 
den  Aiifgaben  2)  und  4)  construirt  man  zunächst  die  Po- 
larecke und  leitet  aus  dieser  die  gesuchte  Eoke  ab* 
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ZWEITES  BUCH- 
ToUsUadig  von  Ebenen  begrdnzte  Baumgebilde. 


Ca».  UL 

Die  Gestalten  ebenfiächiger  Körper. 

Pyramide,  Piiaiua  und  Prifimatoid. 

Jedes  vm  Flächen  yolktäiidig  begrttozte  Rftmngebilde 
Mf0t  ein  Körper;  »lud  die  Begränsimgsflächeii  sammt 

und  öüiiders  Ebenen,  wie  wir  dieBs  für  jetzt  voraussetzen, 
so  wird  der  Körper  ein  Polyeder  genannt;  die  Durch- 
schnilte  je  swei  aneinanderstoBsender  Begränzungsebenen 
Imeen  seine  Kanteni  die  DnrohBchnitte  der  Kanten  seine 
Eeken  und  die  an  den  Ecken  Ton  den  Kanten  gebildeten 
Winkel  seine  Kantenwinkel. 

L  Zu  dem  Qin£achsteu  Polyeder  gelangt  man  dadurch^ 
dasB  man  einen  yon  drei  Ebenen  gebildeten  körperlichen  ' 
Winkel  mittelst  einer  vierten  Ebene  dorchsohneidet;  der 
entstehende  Körper  heisst  eine  dreiseitige  Pyramide 
und  enthält  vier  dreieckige  Begränzungsebenen,  sechs  Kan- 
ten und  vier  Ecken.  Die  in  der  sclmeidenden  Ebene  lie- 
gend^ BegrftnaDungsflftche  kann  man  die  Grundfläche 
oder  Basis  der  Pyramide  nennen,  den  Scheitel  des  durch- 
schnittenen körperlichen  Winkelö  ihre  k)pitze  und  die 
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Senkreohte  y^m  der  Spitae  auf  die  Btm  ihre  Ui^he.  In 
fthnlidier  Weide  entsteht  eine  mehrseitige  Pyremide,  wenn 

ein  mehrseitiger  Körperwinkel  von  einer  Ebene  durck- 
schnitten  wird;  ist  der  Körperwinkei  aus  n  Ebenen  gebil- 
det;  so  heisBt  die  Pyramide  n-seitig  und  enthält  n+i  Gräm;- 
jBftchei^  (n  Dreiecke  und  ^in  i8-£ck)|  2»  Kanten  und  .n+i 
Ecken  (eine  n-seitige  und  n  dreiseitige);  die  6brigen  Be- 
nennungen bleiben  dieselben. 

Aus  der  obigen  Entstehungsweise  der  Pyramide  folgt 
von  selbst,  durch  welche  Stücke  eine  Pyramide  bestimmt 
ist.  Denkt  man  sich  zunächst  den  körperlichen  Winkel  an 
der  Spitze  gegeben  (etwa  durch  Zusammensetaung  mehrerer 
dreiseitiger  Körperwinkel ,  von  denen  jeder  einselne  be- 
stimmt sein  Uiusi, ),  so  niuss  nocli  die  Lage  der  schneidenden 
Ebene  fixirt  werden;  hierzu  sind  drei  Punkte  auf  drei  von 
der  Spitze  ausgehenden  Kanten ,  d.  h.  die  Längen  dreier 
in  der  Spitse  ausammenlaufender  Kanten  erforderlich. 

Statt  die  Grundflftche  gegen  die  Spitae  au  orientireni 
kann  man  auch  umgekehrt  die  Basis  als  bekannt  voraus- 
setzen und  die  Lage  der  Spitze  gegen  die  Basis  feststellen. 
Diess  ist  auf  mehrere  Arten  möglich;  entweder  bestimmt 
man  eine  Kante  der  Grösse  und  Bichtung  nach,  wo  dann 
der  Anfangspunkt  der  betreffenden  Kante  eine  Ecke  der 
Basis  und  der  Endpunkt'  die  Pyramidenspitse  iet,  odeiT 
man  sieht  die  Spitze  der  Pyramide  als  Spitze  eines  Drei- 
eckes an,  dessen  Grundlinie  eine  Seite  der  Basis  ist  und 
dessen  Ebene  gegen  die  Grundfläche  geneigt  ist,  oder  ent* 
lieh  man  betrachtet  die  Spitze  der  .  Pyramide  ab  Durch- 
schnitt dreier  an  die  Basis  gelehnter  Ebenen.  Im  ersten 
Falle  wird  die  Pyramide  durch  ihre  Grundfläche,  eine  nach 
der  Spitze  erehende  Kanto  und  durch  den  körperlichen 
Winkel  bestimmt^  welchen  die  aufsteigende  Kante  mit  den 
awei  sie  schneidenden  Orandkanten  bildet ;  im  aweiten 
Falle  bedarf  es  ausser  der  Basis  noch  des  Neigungswinkels 
einer  Seitenflftehe  und  zweier  Stücke  derselben;  im  dritten 
Falle  müssen  die  Grundfläche  und  die  Neigungswinkel 
dreier  an  sie  stossenden  Seitenflächen  gegeben  sein.  « 

Aus  diesen  Gtundaügen  sind  die  Bedingungen  für  die 
Oongruena  oder  symmetrische  Gleichheit  aweier  Pyramidea 
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leicht  herzuleiten;  indem  luan  beachtet;  dass  zwei  in  den 
Unteiebeiid«!!  Be«liaimugMtüoke&  ftbereiDitimoieiide  Fy* 
nmiden  eoograeni  tider  symmetiieeb  gleich  nnd;  je  nadi* 

dem  die  in  Betracht  gezogenen  Bestandtheile  in  derselben 
oder  in  entgegengesetzter  Ordnung  aufeinanderfolgen« 
Schneidet  man  eine  Pyramide  durch  eine  mr  Basis  pavtlr 
iele^  BwiMlm  äpitse  «nd  Gmndflüiolie  gelegte  Ebene^  so 
serftllt  die  Pyramide  in  eine  kleinere  Pyramide  mid  in 

einen  zweiten  Körper,  weicher  abgc  s  t  ii  in  p  f  t  e  P  y  r  a  ni  i  d  e 
genannt  wird.  Die  Vergleichung  der  grösseren  und  kiei* 
Deren  Pyramide  zeigt,  dass  die  Qnradkanten  beider  paral* 
M  laa^  (weil  jede  Ebene  swei  Parallelebenm  ia 
perallelen  G«nden  geeehnitten  wii^);  und  date  fotgHeh  die 
gleichnamigen  Begränziingsflächen  beider  Pyramiden  ähn- 
liche Figuren  sind^  während  die  Kanten-  und  ii'iädieQ.« 
Winkel  in  beiden  Pyramiden  dieselben  sind*). 

II«  Hftlt  man  in  einer  abgestumpften  Pyramide  tob 
beliebig  vielen  Seiten  die  beiden  Parallelebenen  fest  und 
entfernt  die  Spitze  mehr  und  mehr  von  jenen  Ebenen,  so 
nähern  sich  die  nach  der  öpitae  gehenden  E^anten  mehr 
ittd  mehr  der  parallelen  Ijage;  naoh  Eintritt  der  ietrtereii 
bal  man  eine  ^Sebaar  paralleler  Oeraden,  welehe  duroh 
Sbenen  verbunden  und  von  zwei  Farallelebenen  G^eschnittcn 
sind;  der  so  entstehende  Körper  heisst  ein  Prisma  und 
zwar  ein  n-seitlges^  wenn  jenes  System  paralleler  Geraden 
w  n  Geraden  bettest.  Das  inseitige  Prisma  enthält  dem* 
nach  n+S  Begrttnsungsflftcben;  3»  Kanten  nnd  2n  drei- 
seitige Ecken;  die  beiden  parallelen  Begränzungsfl&chen 
Bind  congruente  n-Eckc;  von  denen  man  das  eine  die  Ba- 
sis des  Prisma's  und  deren  Entfernung  man  die  Höhe  des- 
Ntben  mi  nennen  pflegt  ^  die  übrigen  i»  Seitenflächen  sind 
Pandlelogramme. 

Um  ein  Prisma  zu  bestimmen,  muss  man  erstens  die 
Bä6i8  und  zweitens  eine  der  (von  der  Basis  nach  der  Ge- 
genfläehe  gesogene)  parallelen  Kanten  ihrer  Grösse  und 

Man  kanu  auf  diese  Bemerkoag  die  Lehre  von  der  Aehn* 
liehkeit  der  Pyrsmideii  (und  überhaupt  der  Polyeder)  gründen, 
welche  wir  aber  nur  audeuteili  da  ihr  bei  weitem  nicht  jene  Wichtig* 
kdit  Eokommt  wie  der  Lehre  von  der  Aeholiolikeit  der  Dreiecke« 
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Lage  nach  angeben;  die  erste  Bestimmung  ist  die  eines 
.  Yideekes^  die  zweite  geschieht  auf  die  Weise,  dass  man 
«n  irgend  welcfaea  StüdEiSii  den  köipesttohe»  Winksl  bd> 
sttmint^  den  die  betreffende  Kante  mit  den  swei  ihr  begeg- 
nenden Grundkanten  bildet  und  auf  der  ihrer  RichtuBg 
naeh  somit  bestimmten  Kante  ihre  gegebene  Läoge  abträgt. 
Zwei  ans  denaelben  Stücken  eonstF^irte  Prisnen  sind  con- 
graent  oder  ayiitmetrtfleh  gleich,  je  nacbdepi.  die  Bestoed- 
theile  beiderseits  in  gleicher  oder  entgegengesetet^  Ord- 
nung aneinander  gereiht  sind.  -t^h-^' 

Ausser  dem  dreiseitigen  Trisma  ^verdient  noch  das- 
jen%e  yierseitige  PriBma  erwähnt  zu  werdfi^n,  deaeea  fiaiü 
ein  Pai^aHelogramm  kt^  es  heieeteia  Parallelepipedea» 
Die  gegcnüberliegriidon  Seitenflächen  desselben  sind  con- 
gruent  und  parallel;  jeder  Ecke  liegt  eine  andere  so  gegen- 
über, dass  beide  keine  Kante  gemein  haben ,  je  ^wei  soi- 
eher  Gegenecken  sind  synlmetoiiich  gleieh»  Die  V^bm- 
dangslinie  der  Seheitel  aw^r  Oegeoieekeii  haiest  eiae 
Diagonale  des  Parallelepipedons  und  es  giebt  vier  Bolcher 
Diagonalen.  Diese  schneiden  und  halbiren  sich  gegensei- 
tig in  einem  Punkte;  jede  dureh  zwei  Diagonalen  bestimmt» 
£bene  heisst  eine  DiagoBalebene  des  ParaUelepipedoaa 

HL  Denkt  man  sich  in  jeder  von  zwei  PmUetsbe- 

nen  ein  Vieleck  con- 
^  struirt  und  zwar  la 

der  ein^  £bem  di* 


ABA',  ABB\  ABC%  ABD\  etc., 
ferner  wenn  man  mit  der  Seite  BO  aufäni^t,  die  n-Ebenen 

BCÄ\  BOß',  BCC\  BCD\  etc. 


C 
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wbA  taclem  man  wf  ditso  W#Uo  alle  Sw^n  4m  Poly- 
gones  MCP.m  •  •  benutzt^  gelangt  nuut  m  m  Ebenep«  Fer- 
ner läset  sich  jode  der  n  Seiten  A'B'j  B'C'f  C'D'y  etc.  mit 
jedem  der  m  Punkte  A,  B,  6',  etc*  combiairen  und  luer- 
dttrch  eatatoia^en  die  um  Ebenen 

ÄB'Ä^  A  B  B,  A  B  C,  etc. 

B'C'A^  B'dB,  B'CC,  etc. 

80  dass  im  Ganzen  Verbindungsebenen  zwischen  beiden 
Vielecken  hergestellt  werden  können.  Unter  diesen  be^ 
finden  sich  »ir)-A  äussere  Ebeneai  welche  die  übrigen  avi- 
inlMii  mli  fMwen;  diese  Ebeneix  belraehtmi  wir  als  Seiten- 
fl&chen,  die  gegebenen  Poly^^one  als  Omndflftefaen  eines 
Körpers  ,  welcher  P  r  i  s  m  a  t  o  i  d  heissen  möge.  Die  Figur 
zeigt  die  Gestalt  des  Körpers  für  den  Fall  =  4,  =  3, 
uid  dabei  i«t  der  mitüeie  Querschnij^  PQRSTUV  angege- 
ben worden^  um  die  sieben  Seitenflftohen  deutlicher  hervor-  . 
treten  sii  lassen.  Ein  Prismatoidi  dessen  Grundflächen 
ein  w  Eck  und  ein  «-Eck  sind,  besitzt  hiernach  w+w  Ecken, 
+  2  Begränzungsebenen  und  2(/Ä4-;i)  Kanten. 
Will  man  die  stereometrischen  Gebilde  mit^planime- 
triseben  vergleichen;  so  entzieht  ^on  den  hier  aufgeführ- 
ten Koi|N9rn  die  Pyraniide  dem  Dreieck,  das  Ptisma  dem 
ParaUeiogramm,  das  Prismatoid  dem  Trapez. 

§.  10. 

Allgemeine  Eigenschaften  der  Pelyeder. 

Die  Formen  der  Polyeder  sind  so  unendlich  mannich- 
faltig,  dass  es  ein  überaus  mühsames  und  überdiess  wenig 
Kntaen  bringendes  Geschäft  sein  würde,  all  die  verschie* 
denen  K^Mrperfomen  anfaählen  an  wollen,  welche,  bei  dem  ^ 
DuFebsoluiitte  von  Tier,  fünf,  sechs  n.  s.  w.  Ebenen  ent- 
stehen können  j  wir  unterlassen  daher  eine  solche  Discus- 
sion  und  geben  dafür  die  Entwickeiung  solcher  Gesetze, 
welche  entweder  allen  Polyedern  oder  wenigstens  einer  sehr 
wnCsssenden  Classe  derseU>en  aukommen. 

Im  Folgenden  bei|ei<dme  9  die.  Anaahl  der  Ecken  einm 
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k  die  Anzahl  der  Kanten,  rv  die  Anzahl  der  von  dci]  Kanten 
gebildeten  Winkel  j  es  ist  dann  unsere  nächste  Aufgabe, 

Zusammenhang  zwischen  e^ffk  und  w  aufzufinden; 

Für  die  dreiseitige  Pyramide  ist  e«4|  4^  itra^O, 
BUthin 

1)  (?  +  /=Xr  +  2. 

Denken  wir  uns  an  eine  solche  Pyraniide  AB  CD  eine  zweite 
Ä'B*€'D'  entweder  nach  aussen  oder  nach  innen,  aber  jeden- 
Mls  80  angesetety  das»  die  Fläefaen  ABC  and  ÄB'C 
deekeii;  so  hat  das  neae  Polyeder  eine  Ecke  D'  mehr  als 
Fig.  32.  das  vorige;  die  heiden  zaeammenMlefiden 
2>  Flächen  ABC  und  Ä'B'C'  zählen  nicht  als 
Seitentiächen,  und  daher  bilden  die  acht 
Seitenflächen  beider  Pyramiden  nar  dnen 
seoihsseitagen  Körper,  d.  h.:  Die  Anaahi 
der  Seitenflftcheti  ist  gegen  frtther  am  awei 
C  gewachsen;  endlich  ßind  drei  neue  Kanten 
AD',  BD\  CD'  hinzugekommen.  Da  nun 
1  -f-  2  =  3 ,  so  wachsen  beide  Seiten  der 
Fig.  83.  Gleichnng  1)  um  gleiehviel,  ntüfain  besteht 
1^  jene  Gleiehang  niefat  bot  IHr  die  dreisd* 
tige  Pyramide,  sondern  auch  für  den  neuem 
Körper.  Denkt  man  sich  an  letzteren 
wieder  eine  dreiseitige  Pyramide  angesetzt^ 
deren  Basis  mit  einer  der  Seitenflächen 
znsammenfUl^  so  wird  nochmala  e  nm  1, 
/  um  2,  k  um  9  ▼ermefart,  mithin  gik 
auch  für  den  neuen  Körper  die  Gleicbuag 
1).  Es  leuchtet  augenblicklich  ein,  wie  diese  Schlüsse  fort- 
gesetzt werden  können  ttnd  dass  hiemaoh  bei  jedem  nar 
▼on  Dreiecken  begrftnaten  Polyeder  e+^»A+2  sein  mm. 
\im  diesen  Sata  auf  andere  Polyeder  ansandehnen,  steilen 
wir  uns  vor,  der  Flächenwinkel  zwischen  zwei  benachbar- 
ten dreieckigen  »Seitentiächen  z.  B.  BCD  und  BCD'  gehe  in 
einen  gestreckten  Winkel  über.  Die  Anzahl  der  Ecken 
bleibt  dabei  mgeetört,  die  Anaahi  der  Seitenfläehen  Ye^ 
mindert  sich  am  die  Einheit,  weil  jene  awei  Seitenflichea 
zu  einer  einzigen  zusammenfallen  ^  gleichzeitig  nimmt  die 
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Anzabl  der  Eaotiii  vm  die  £inheit  ab,  weil  die  gemein- 
Mha^UMie  Kaote  jeMv  Seitnofiftohen  anflidrl  Kante  wn  ma 
laid  mut  Diagonale  dar  neuen  SaitenflAehe  wivd.  Da  na^^ 

beide  Seiten  der  Gleichung  <?  +  /*=A  -f2  um  gleichviel, 
n&mlich  um  die  Einheit  vermindert  werden,  ao  bleibt  die 
Gleichung  ungaatört,  d.  h.  sie  gilt  auch  für  Polyeder,  deren 
Seitenflächen  theila  Dreiaake,  thaila  Viarecke  aind.  Ferner 
kann  man  eine  Tiareckige  Smianfiftcke  mit  einer  benack«» 
barten  dreieckigen  zusammenfallen  lassen,  indem  man  den 
zwischenJUt^enden  i'iächenwinkel  =  1 80°  werden  läset.  Wie- 
dmm  nehmen  jetat  /  nnd  k  gleiokaeitig  um  die  Einheit 

mithin  gilt  lUe  Relation  +  2  anoh  für  Polye- 

der, an  denen  fünfeckige  Seitenflächen  Torkommen.  Dia 
Fortsetzung  dieser  Schlüsse  zeigt  augenblicklich,  dass  die 
genannte  Gleichung  bei  allen  Jt^oiyodern  richtig  bleibt^  deren 
Seitenfläehen  irgend  welche  Vielecke  sinit 

Noch  müsaen  wir  eine  Aosnahme  erwähnen,  welche  der 
vorige  Satz  erleiden  kann,  und  wir  gehen  desshalb  auf  den 
Anfang  der  durchgeführten  Betrachtung  zurück.  Wenn 
die  Grundflächen  ABC  und  A  B'C  der  beiden  aneinander- 
gesetsten  dreiseitigen  Pyramiden  sich  nicht  Töllig  decken, 
•0  wiohgt  die  Anaähl  der  Ecken  nm  mehr  als  die  Einheit^ 
auch  gehen  nicht  zwei  Seitenflächen  verloren,  sondern  nur 
eine  und  daher  nimmt  f  um  3  zu,  endlich  beträgt  der  Zu- 
wachs von  k  jedenfalls  mehr  als  So  ist  z.  B.  in  der 
Sgor:<?  =  8, /=7,jfc5=8undtf+/  ,]^g,ia(4L  .  . 

nicht  s=  Ar -1-2.   Das  gemeinschaft-  y^. 
liehe  aller  solchen  Ausnahmefälle  A'      X   1  \ 
besteht  dann,  dass  ringförmig  durch-  ^^^^^^^^I^tI^^ 
Woohene  Seitenflächen  vorkommen; '  V  ^^^^^''''y^ 
*ash  deren  Wegnahme  das  Pirfye-  •  \    fÄ'  'y/...v»,',  ^ 
dif  in  zwei  getrennte  Theile  zer-  '    \  \  X 
fällt.    Der  obige  Satz  ist  daher  auf  •  *       \i/         .;♦  >.  i^  / 
solche    Polyeder    einzuschränken,  ^ 
deren  Oberfläche  auch  nach  Wegnahme  irgend  einer  Seiten- 
flftdie  eine  nnnnterbrochene  Reihenfolge  gewöhnlicher  Viel- 
ecke darstellt.     Derartige  Polyeder  heissen  Euler 'sehe 
Polyeder,  und  die  für  sie  geltende  Gleichung  t  +  /*= 
nennt  man  den  £aler'schenSatayon  den  Polyedern^ 
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üm  eine  Relation  swisohen  Ar  und  fv  zu  erbaiteii,  g«> 
ttttgt  folgende  Bemerkmg,  Zfthlt  mm  die  Qeiamintme&g» 
der  Seiten  aller  begrftneenden  Vielndie;  urebel  jede  drei- 
eckige Seitenfläche  mit  drei  Seiten,  jede  viereckige  mit  vier 
Seiten  u.  s.  w.  in  Rechnung  gebracht  wird,  so  hat  man  jede 
Kante  sweimal  gezählt,  weil  sie  wwü  verBclnedenen  Be- 
grinxnngsflieheii  als  Seite  angebdrt;  die  Geeammtmenge 
idler  Yielecksselten  Ist  daher  Jedes  begrftnzende  Viel* 
eck  enthält  ebensoviel  Seiten  als  Winkel  und  letztere  sind 
die  Kantenwinkel  des  Polyeders,  man  hat  fdglicb 
2)  w^ik  oder  kt=i^w. 

Hieran  knfipfen  sieh  die  Oesetse;  nach  denen  sieh  die 
gröBßte  und  kleinste  Menge  von  Kanten  und  Ecken  be- 
stimmt, welche  ein  Polyeder  von  gegebener  Flächenzahl 
haben  kann.  Wir  bemerken  zuerst,  dass  jede  Begransnogs* 
flAche  des  Polyeders  mindestens  dr^  Winkel  aäbleni  ake 
fV^Zf  sein  muss;  vermöge  der  Gleichung  2)  folgt  hieraus 
Da  femer  jede  £cke  wenigstens  drei  Kanten- 
winkel enthält,  so  ist  fv^*ie  oder  vermöge  des  Werthes 
Yon  iVf  ^  ^  1^«   Aus  der  leisten  Ungleichung  folgt,  wenn 

Ar  +  2    /geeetnt  wird,  Ar  <.  %t—^  9l%o  mit  dem 
rigen  zusiunmen  *  ' 

Hieraus  ergeben  sich  Griinaen  fftr  e,  wenn  e+f'—2  für 
k  substitnirt  *vtird;  der  erste  Theil  der  Üngleidiang  liefert 

4/f       zweite  e^2f — 4,  also  ist  zusammen 

Mitteist  der  Ungleichungen  3)  und  4)  in  Verbindung  der 
Gleichung  1)  lässt  sich  ^itscheiden^  wie  viel  Polyeder  mit 
einer  Torgeschriebenen  AaaaU  ycmi  Settenfllfcehsii  «xistiiea 
können.   Fragt  man  z»  B*  nach  den  mögliehen  Sechsflich* 

nem,  seist  f=^%  5^  ^^^f  demnach  kann 

tf  =  6,    6,    7,  8 
gesetzt  werden  und  es  sind 

A-==9,  10,  11,  12 
die  zugehörigen  nach  der  Formel  A:  =  tf+/— 2  berechne- 
ten Werthe  vob  k.     '  ^  - 
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§.  11. 

Die  regelmäBsigen  Polyeder. 

RegelrnttsBig  heiast  ein  Polyeder,  wenn  seine  eftmmt- 

lichen  Seitenflächen  congru^te  regelmässige  Vielecke  und 
alle  seine  Körperwinkel  gleich  sind.  Beide  Bedingungen 
können  gieiciizeitig  nur  in  wenigen  Fällen  erfüllt  werden, 
weil  einerseits  die  an  jeder  Ecke  befindlichen  Kantenwinkel 
susammen  weniger  als  360^  ausmachen  mtlssen  nnd  aAde-« 
rarteits  mindestens  drei  Kantenwinkel  zur  Bildung  einer 
Ecke  gehören. 

Sollen  die  Seitenflächen  reguläre  Dreiecke  sein,  so  ist 
jeder  Kantenwinkel  s=60«;  drei,  vier  oder  fünf  Winkel  , 
Ton  60^  geben  rasammen  jedesmal  weniger  als  8^*,  da- 
gegen ist  6;  60*  =360%  7. 60»  >  360«  n.  s.  nnd  es 
können  dMlicr  aus  gleichseitigen  Dreiecken  nur  drei  regel- 
mässige Polyeder  zu.saiiiinor!£»;esetzt  werden. 

Sind  die  Seitenflächen  (c^uadrate,  so  ist  jeder  Kanten- 
Winkel  =sSM*\  drei  derselben  geben  eine  Summe  <3d0% 
bei  vier  oder  mehr  Winkeln  von  90^  ist  keine  Ecke  mehr 
möglich;  es  giebt  daher  nur  ein  von  Quadraten  umschlos- 
senes reguläres  Polyeder. 

Sind  die  Seitenflächen  regelmässige  Fünfecke,  so  be- 
trügt jeder  Kantenwinkel  i06^;  drei  dieser  Winkel  machen 
susammen  weniger^  vier  aber  mehr  als  360*  aus  und  es  ist 
daher  nur  ein  regelmässiges  Polyeder  mit  flßnf^kigeft 
Seitenflächen  mneflich. 

Bei  dem  regulären  Seciiseck,  Si^Bbeneck  u.  s.  w«  wer- 
den die  Kantenwinkel  so  grossy  das«  eehea  die  Smnme^iNi 
drei  Kantenwinkdn  eben  so  wiel  oder  noeh  w^r  alä  360* 
belrägt;  es  siod  also  nur  fünf  reguläre  Polyeder mögUeby 
die  sich  auf  folgende  Weise  naher  charakterisiren  lassen. 

Wird  jede  Ecke  des  Polyeders  von  drei  Winkeln  des 
gleichseitigen  Dreiecks  gebildet^  80  ist  w  =  3/'=s3tf  oder 
U^Bf  und  2Arer:3tf;  nimmt  man  die  GleiGhung  e+f 
=^k+2  hvazUf  so  ergeben  sich  die  Werthe 

/=.4,   e^-.i,  it;^6; 
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dieser  Körper  ist  niclits  anderes  als  die  reguläre  dreiseitig« 
Pyramide,  das  sogenannte  Tetraeder. 

Stessen  in-  jeder  Ecke  vier  Winkel  des  gleichseitigeD 
Dreieeks  zusammen,  so  hat  man  m  sa  3/*=s     odw  2Ar=s  3/ 

und  2A  =4tf,  und  durch  Verbindung  mit  tf4-/==X:  +  2 

i/^^tU    f^S,   e=r6,  Ar=12; 

dieser  von  acht  gleichseitigen  Dreiecken  begränzte  Körper 
heisst  das  Oktaeder. 

Ist  jede  Ecke  aus  fünf  Winkeln  des  regulären  Drei- 
eckis  zusammengesetzt;  so  muss  w  =df=be oder  2k  =  3/* 
und  2  Ar  =  5^  sein ;  mit  e+f^  k  +  2  verbunden^  giebt  diess 

fieser  yon  zwanzig  gleichseitigen  Dreiecken  eu^geschlossene 
Körper  heisst  das  Ikosaeder. 

Wird  jede  Ecke  den  Polyeders  vod  drei  Winkeln  des 
Quadrates  gebildet,  so  ist  fv  ^~         de  oder  2A==4/*und 
2k  =  de^   woraus  durch  Verbindung  mit  e + f ^ 
folgt ' 

/«;6,   ^  =  8,  j5:=:l2; 

dieser  von  sechs  Quadraten  eingeschlossene  Körper  ist  der 
Würfel  (Hexaeder,  Cubus), 

Wenn  endlich  zu  jeder  Ecke  des  Polyeders- drei  . Wia- 
^kel  eines  regelmässigen  Fünfecks  gehören,  so  hat  man 
iv£=5/=d«  oder  2/:= 5/" und  2A-=3e;  durch  Hinzunahme 
der  Gleichung  ^rf/=/r  +  2  ergiebt  sich 

dieser  von  zwölf  regelmässigen  Fünfecken  begränzte  Kör- 
der  heisst  das  Dodekaeder. 

Man  bemerkt  ikbrigens  eine  eigenthümliche  Eeciproci- 
tM.in  den  angegebenen  Zahlen;  das  Oktaeder  und  Henr 
eder  mnd  ntalich  in  so  fem  yerwandt,  als  die  EekenssU 
des  einen  Körpers  gleich  der  Flächenzahl  des  anderen  und 
folglich  die  Kantenzahl  in  beiden  dieselbe  ist;  auf  gleiche 
Weise  entspricht  dem  Ikosaeder  das  Dodekaeder;  das  Te- 
traeder dagegen  steht  für  sieh  alkini  weil  bei  ihm  die  An- 
aahl der  Flächen  mit  der  Menge  der  Ecken  tthüminslimnit 
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Fortsetzung. 

Die  BetraohtuDgeu  des  vorigen  Paragraphen  bedürfen 
m  doffMer  Hinsicht  einer  VerrolistttndigQng;  einerseits 
wurde  nur  auf  die  Congmenz  der  regelmftsstgen  Beiten- 
flKeben  des  Polyeders  Rttcksteht  genommen  nnd  die  Fräge^ 

ob  daraus  auch  die  Gleichheit  aller  Kürperwinkel  folge, 
roch  Uli  beantwortet  p:ehissen,  andererseits  ist  bis  jetzt  zwar 
die  Möglichkeit  regulärer  Körper»  keineswegs  aber  die  * 
Wirklieiikeit  derselben  gezeigt  worden  und  es  bedarf  die- 
ses Nacliweises  um  so  mehr,  als  nicht  unmittelbar  anscban- 
Kdi  klar  ist,  auf  welche  Weise  z.  B.  zwölf  Fünfecke  oder 
zwanzig  Dreiecke  zu  einem  regulären  Körper  zus^aramen- 
gefügt  werden  können,  l^eide  Forderangen  erledigen  wir 
gleichzeitig  durcb  folgende  Betrachtungen. 

Das  Tetraeder.  Das  gleichseitige  Dreieck^  welchem 
die  Seitenflächen  des  Tetraeders  congment  werden  sollen^ 


Fig.  35. 


sei  ABC  iirul  M  der  Mittelpunkt  des 
demselben  umschriebenen  Kreises,  also 
MA  =  MB  =  MC]  errichtet  man  auf  der^ 
Ebene  des  Dreiecks  in  M  eine  i^ormale, 
bestimmt  auf  derselben  den  Punkt  I> 
80,  dass  AB  =  ABy  und  zieht  noch  BD 
und  CBf  so  sind  die  Dreiecke  AMB^  BMD, 
CMB  aus  zwei  Seiten  und  dem  einge- 
schiossenen  Winkel  congruent,  mithin 
00 s i?2> » XZ^  und  folglich  auch» 1^(7 Der 
entstandene  Körper  hat  also  sechs  gleich  grosse  Kanten, 
diese  bilden  vier  gleichseitige  Dreiecke  als  Seitenflächen, 
endlich  sind  die  Körperwinkel  bei  Af  Bj  C  und  B  gleich,  weil 
jeder  von  drei  gleichen  Kanten  winkeln  gebildet  wird.  Die  ent- 
standene dreiseitige  Pyramide  ist  folglich  das  Tetraeder. 

Bas  Hexaeder.  Wenn  ABCD  das 
Quadrat  ist,  über  welchem  der  Würfel 
constniirt  werden  soll,  so  denke  man 
sich  durch  die  vier  Seiten  ABy  BC,  CB, 
BA  -£benen  senkrecht  zur  Ebene  des 
Quadrates  errichtet  und  durchschneide 
dieselben  mittelst  einer  parallel  zu  ABCD 


S«ii  i  omilch.  GcuiueUte.  il. 
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in  der  Entfernung  AE=  AB  gelehrten  Ebene;  aus  den  be-^ 
kannten  Eigenschaften  des  Prisnia's  folgt  dann  sehr  leicht, 
das8  der  entstandene  Körper  ein  Würfel  sein  muss. 

Das  Oktaeder.    Errichtet  man  auf  der  Ebene  eines 
rechten  Winkels  in  dessen  Scheitel  eine  Normale,  so  er- 
9^«t^  91  Fig  37        .i.»tt'»'^  ^^^^^  ^"^^^^  zunächst  drei  aufeinan- 
kiloric..!n»Ä  10*-  der  senkrechte  Gerade;  auf  jeder 

t"ßM%\  "^^^  ihnen  schneiden  wir  nach 
^  beiden  Seiten  hin  dieselbe  Streckp 
OA=OA'=^OBz=OB'==OC= 
A      OC  ab  und  verbinden  C  sowohl 
i  /  .H  «^it  AB,  BA\  A'B'  und 

A  avwU  durch  Ebenen.  Dor  entstan- 
dene Körper  lässt  sich  als  eine 
Zusammensetzung  von  acht  drei- 
seitigen Pyramiden  {OABCy  OBA'C  u.  s.  w.)  ansehen,  diese 
Pyramiden  sind  einander  congruent,  folglich  alle  Kanton 
gleich  und  die  Seitenflächen  congruente  regelmässige  Drei- 
ecke. Jeder  vierseitige  Körperwinkel  besteht  aus  vier  drei- 
seitigen Körperwinkeln,  welche  in  jenen  acht  Pyramiden 
vorkommen  und  daher  congruent  sind;  daraus  folgt  sofort 
die  Gleichheit  aller  Kürperwinkel  und  mithin  die  Kegel- 
mässigkeit  des  Körpers.  Wäre  die  Grösse  einer  Kante 
AB  =  AC  vorgeschrieben,  so  würde  man  den  Abschnitt  OA 
aus  der  Bemerkung  iinden,  dass  OA  die  Seite  eines  Qua- 
drates bildet,  von  welchem  AC  die  Diagonale  ist. 

Das  Dodekaeder.  An  ein  regelmässiges  Fünfeck 
ABC  DE  kann  man  sich  fünf  ihm  congrucnte  Fünfecke  der- 


Fig.  38.Ä>n  ^^A 


gestalt  angesetzt  denken,  dass  an 
jeder  Ecke  des  ursprünglichen  Fünf- 
ecks ein  Körperwinkei  entsteht, 
welcher  aus  drei  Kantenwinkeln  von 
108°  gebildet  ist,  unter  denen  einer 
mit  einem  Winkel  des  Fünfecks 
zusammenfällt;  man  erhält  auf  diese 
Weise  eine  hohle  Oberfläche  von 
sechs  Seiten  mit  congruentenFlächon 

und  Winkeln.  Denkt  man  sich  die- 
selbe Fläche  wiederholt  construirt 
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80  passen  die  ausspringenden  Spitzen  der  einen  in  die  ein- 
springenden Winkel  der  anderen  Oberfläche,  und  indem 
man  beide  Oberfläclien  auf  diese  Weise  vereinigt,  erhält 
man  den  von  zwdlf  r^ulären  Ftlnfecken  begränaten  Kör- 
per, deeaen  Winkel  (^leidh  sind,  weil  aie  immer  mai  den- 
selben drei  Kantenwinkeln  gebildet  werden. 

Dfis  Ikosaeder.  Um  zunächst  einen  aus  fünf  gleich- 
seitigen und  gieichgeneigten  Dreiecken  bestehenden  Ki^' 
perwinkel  su  erhalten,  denken  wir 
«nt  ein  Tegehnänigea  Füsleek 
A'B'e'D'S'i  im  Mittelpunkte  0  des 
ihm  umschriebenen  Kreises  eine 
l^iormaie  auf  der  Ebene  ABC  DE' 
errichtet  und  auf  dieser  ein^  Stück 
W  so  abgeecfamfc^n,  dass  Ä'¥'^ 
»  A'B*  ist;  Terbtndel  nuuT  F*  mit 
A\  B'j  C\  D'  und  F\  so  besitzt  der  bei  F'  entstehende 
fiinfseitige  Körperwinkel  die  verlängten  Eigenschaften.  Sei 
nun  weiter  ABC  ein  gleichseitiges  Dreieck  und  an  jeder 
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Ecke  desselben  ein  dem  Winkel  bei  F 
coi^mantQr  fiinfiieitiger  KSrperwin- 
kd  eonatmirt,  deren  -Kanten  sämmt- 
lich  die  Länge  AB  haben,  so  ent- 
steht eine  aus  zehn  gleichseitigen 
Dreiecken  zusammeogeaetate  hohle 
Oberiäehe  nut  gl^ebon  jKdrperwin- 
kein«  Eine  zweite  dieser  oongruen- 
ten  Oberfläche  kann  mit  der  ersten 
zu  einer  ununterbrochenen  Flriclio 
zusammengefügt  werden,  indem  man  jeden  dreiseitigen 
Winkel  der  einen  Obecfläehe  an  einen  zweiseitigen  Winkel 
dw  anderen  legt;  man  erhält  damit  einen  von  zwanzig 
regelmässigen  Dreiecken  begränzten,  mit  gleichen  Winkeln 
versehenen  Körper^  also  das  ikosaeder. 
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Cuiistructionen  zu  Cap.  III. 


Denkt  man  uoh  eiae  SeüenflttolM  urgend  mnm  Polje- 
^ers  Tun  eine  ilnrer  Sjuiten  gedreht,  bb  eie  mit  einer  be* 

nachbarten  Seitenliäche  in  eine  Ebene  zusammenfällt,  und 
wendet  mau  diese»  Verfahren  gleichförmig  auf  jede  nächst- 
folgende Seitenfläche  an,  so  kann  man  2uiet£t  alle  Seiten- 
flächen  in  eine£bene  niedarkgen;  die  io  entalehende  Figur, 
welche  alle  Seitenflächen  des  Körpers  in  Ihrer  wahren 
Grösse  darstellt,  heisst  das  Netz  des  Polyeders.  Schneidet 
man  dasselbe  aus  einem  ebenen  Material  von  geringer  Dicke 
and  biegt  die  einzelnen  Seitenliäcben  durch  Drehung  um 
ihre  Kanten  soweit  auf,  dass  die  entspreelMHiden  Kanten 
des  Netaes  aneinanderstosaeni  s6  erhäk  man  einen  Körper, 
welcher  als  Modell  des  Polyeders  dienen  kann.  Die  Her- 
stellung solcher  Netze,  wenn  die  Röthigen  ]5estimmungs- 
stücke  des  Körpers  gegeben  sind,  bildet  im  AUgesieiBen 
den  Gegenstand  der  folgenden  Oonstructionen. 

1)  £ine  dreiseitige  Pyramide  an  conatrairan, 
wenn  die  drei  in  der  Spitae  0  ansammenlanfen- 
den  Kanten  AO,  BO,  CO  und  die  von  denselben 
eingeschlossenen  Kante ii  w i  n  k  e  1  c  gegeben 

sind.   Denkt  man. sich  die  drei  8eitenÜächen  BOC,  CÖA, 
Pig,  4i,  AOß  in  eine  £bene,  etwa  ia 

die  Ebene  AOB,  auf  die  näm- 
liche Weise  nrngelegt,  wie 
diess  in  den  Constnictioneii 
zu  Cap.  II.  geschehen  ist,  und 
die  Basis  ABCnm  AB  gedreht, 
bis  sie  in  dieselbe  Ebene  iälH, 
so  erseheint  die  Ecke  ^  ia 
drei  Lagen  Ci,  C,,  Cg,  und 
zwar  ist  OC^OC^^OCj 
ACy  =  AC^^  BC^  =  BC^,  die 
letztere  Bemerkung  führt  unmittelbar  au  folgender  Oon- 
stmction:  man  lege  die  gegebenen  Kantenwinkel  so  an- 
einander, dass  LAOB^Cf  LAOC^^b,  LBOC^^a  ist, 
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nehme  OAy  OB^  0C^=z0Vi  den  gegebenen  Kanten  gleich, 
ziehe  AB ^  ACt,  BC^  und  construire  über  AB  als  Gnmrl- 
linie  das  Dreieok  ABC^  mit  den  Schenkeln  AC^ssACi^ 

2)  Eine  dreiseitige  Pyramide  aus  ihren  sechs 

Kanten  AB,  BCy  CAy  AO,  BO,  CO  zu  construiren. 
Die  Betrachtung  des  vorigen  Netzes  giebt  folgende  Auf- 
lösung: man  construirt  aunächst  das  Dreieck  AGB  und 
öImt  den  Seiten  dessriben  die  Dreiecke  ans  den  Seiten 

=  AC,  0€t  CS  OC,  BC^  ^ BC,  0C^=  OC,  AC^ ^AC^ 
und  BC^  =  BC^. 

3  )  Eine  d  r  e  i  b  e  i  t  i  g  e  P  y  r  a  ni  i  d  e  z  u  c  o  n  s  t  r  u  i  r  e  n , 
wenn  ihre  Basis  und  die  Winkel  A^  B^  C  gegeben 
sind,  welche  die  G^rundfläche  mit  den  nach  der 
Spitae  geilenden  Seitenflächen  einschliesst 
Nennen  wir  ABO  die  Ghnmdflitehe,  Flg.  42. 

S  die  Spitze  und  denken  uns  die 
Seitenflachen  ABS,  BCS,  CAS  in  die 
Ebene  ABO  umgelegt^  so  kommt  die 
Spitae  S  in  drei  Lagen  Si^  St} 
vor,  nnd  swar  so^  dass  JJStt^Mt 
=  AS,  BS,z=BS,TntB8j  CS^=OSt 
=  CS  ist.  Von  dem  dreiseitigen  Kor- 
perwinkel  bei  C  kennt  man  drei  Be- 
standtbeile^  nämlich  den  Kantenwin- 
hA  ACBi^stc  nnd  die  anHegenden  Neignngawinkei  Af  B\ 
daraus  lassen  sieh  die  beiden  flbrigen  Kantenwinkel  her- 
leiten (No.  4  in  den  Constructionen  zu  Cap.  II.)  und  man 
erhält  dadurch  L  ACS.^  und  LBCS^,  Durch  wiederholte  An- 
wendung derselben  Constructiou  ergeben  sich  die  Kanten- 
Winkel  OBS^  nnd  AB8t\  das  Dreieck  BOS^^  ist  jetst  am 
rnner  Seite  und  den  anliege&den  Winkeln  beslunmt,  wegen 
BS^^BS^  und  CSt  =  CSt  kwint  man  von  den  Dreiecken 
ABS^  und  ACS^  jedesmal  zwei  Seiten  und  den  eingeschlosse- 
nen Winkel  und  somit  ist  die  Constraction  leicht  zu  be- 
endigen. 

'  4)  Eine  n-seitige  Pyramide  an  constrnireni 
wenn'  ihre  Basis,  eine  nach  der  Spitze  gehende 

KLante  und  der  dreiseitige  Körperwinkel  gege- 
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ben  sind,  weichen  jene  Kante  mit  den  sie  j^chnei. 
deuden  zwei  Grundkanten  bildet.    Die  Basis  der 

Pyramide  sei  4M0DR^  üim 
Spitze  S ;  denkt  man  «kh  tm 
SesisdÄBCJOM  eine>S6takreclite 
SF  (die  Höhe  der  Pyramide) 
construirt  und  von  F  auf  die 
Kanten  ABy  Büy  CDy  DE  die 
Perpendikel  m^Für  Fl^  FM^ 
FL  herabgelaBven^  ao  siid 
%  die  Ebenen  SFQ,  8FH;  SFIj 
SFJi  f  IS  FL  liormal  zu  den 
entsprechenden  Kanten,  und 
ebenso  stehen  die  Geradea 
S&,  SM,  SJ,  S£t  SL  senk* 
recht  auf  den  nümlicheti  KaÄteib  Legt  man  eine  der  Sei* 
tenebenen,  etwa  ABS,  in  die;  Ebene  der  Basis  nieder,  in- 
dem man  sie  um  AB  dreiit,  so  beschreibt  die  Spitze  S 
einen  Kreis,  dessen  Ebene  normal  eu  AB  uad  identisch  mit 
der  Ebene  SFG  ist;  napk  geachekener  Umiegiing  fftUen  da* 
her  die  Geraden  FG  uad  SG  in  eine  Gerade  iTiO^i  ^ 
flammen^  welche  senkrecht  auf  AM  eteht*-  Dasselbe- Vor- 
fahren kann  man  auf  die  übrigen  k^citLiißäcLen  an^vfiidcn, 
die  Spitze  S  erscheint  dann  in  n  verschiedenoa  Lagen  5|, 
5t,  5*3  etc.  und  zwar  iat  dabei  einerseits  BS^^  BS^j  C&g 
331 CS^,  ßSt^BSi,  tu  0*  w.»  «nderersett»  aind  die  (j^enadeo 
FSif  FSt,  FS^  eto.  aenkreeht  an  den  entB^eeheaden  Kan^ 
ten  ABf  BC,  ÖD  ete.  Kennt  man  nun  die  Basis  AIJCDE^ 
die  Länge  einer  Seitenkante  BS  und  den  Körper winkei  an 
Bf  so  lassen  sich  zunächst  die  ausser  L  ABC  noch  an  B 
Teffhandenen  zwei  Kantenwinkel  ABS  und  CBS  eoDstraifan^ 
wesm  aie  nickt  dkeet .  gegeben  aein  aoAlten ;  legt  naaii  tie 
an  ^  und  CB^  so  daaa  L  ABS^^L  ASS^  LCBS^^L  CB^ 
und  nimmt  BSi  =  BS^  =  BS,  so  erhält  mau  zunächst  die 
Punkte  5",  und  sowie  die  SeitenÜächen  ABSt  und  CBSi* 
Um  die  übrigen  Seitenflächen  zu  finden,  lässt  man  von  5| 
und  St  auf  ÄB  und  CB  die  Perpendikel  iS^i^  and  S^ff  berab, 
deren  Durchachnitt  den  Punkt  J'  giebt;  ÜM  man  weiter 
von  F  auf  CP  die  Senkrechte  FI  und  durchscliiicidct  bie 


Digitized  by  Google 


»  — 

mit  einem  aus  17  mit  dein  Halbmesser  ^7iS 2  beschriebenen  Bo- 
f^en,  so  betitiinnit  sieh  der  Punkt  S^f  fiowie  die  Seitenfläche 
GSS,]  äie  S^tikvechte  FJC  und  ein  «us  D  niiiJ>S^  besehrie- 
beitftr  Bogen  liaforn  datia  S4  a.  8.  w«  Eine  Oosstrsetiotis- 
probe  liegt  dtain,  dm  di«  letai«  Kante-  der  erBten^  im 
vorliegenden  Falle  AS^  =  AS^ ,  sein  innss. 

5)  Eine  f?-seitige  Pyramide  zn  c  0  n  struiren, 
wenn  ihre  Basifi^  ihre  Höhe  h  und  der  ij^uftspunkt 

'  der  letsteren  gegeben  ist.-  Bei  der  vorigen  Beiraeh-. 
tnsg  war  SF  die  -H^he  der  Pyramide  und  die  Geraden  SOf 
Sffj  SI,..  »teilten  die  Höhen  der  etnselnen  dreieekigen 
SeitdiÜäehen  AL'S ,  ßCS,  CDS...  dar;  die  Dreiecke  SFG, 
SFH j  Sil  etc.  sind  sämtntlich  bei  F  rechtwinklig  und  SGt 
SHy  SI  etc.  die  Hypotenusen  derselben;  man  kann  daher 
diese  Linien  construiren,  wenn  die  allen  Dreiecken  gemein«- 
eeBlie  Kathete  5LP  und  die  Perpendikel  FG^  FB^  FI  eto«  be- 
kannt sind.  Hieraus  er;jriebt  sich  folgende  Construction : 
von  dem  gefxebenen  Fusspunkte  F  iäile  man  auf  alle  Sei- 
len der  gegebenen  Basis  ABC  DE  die  Senkrechten  Mii^  FH^ 
Fi  etc.  uud  nehme  auf  den  Verlängerungen  deraelben 
gieieh  der  Hypotenuse  eine«  ans  den  J£athetan  h  und  FG 
geUkleten  rechtwinkligen  Dreieek%  BS^  gleich  der  Hypo- 
tenuse eines  rechtwinkligen  Dreieeks  au8  den  Katheten  k 
und  FH  etc.,  6',  verbinde  man  nachher  mit  A  und  By  eben 
so  St  mit  B  und  C  etc.  Eine  Oonstructioneprobe  liegt 
dann,  dan»  BSi^^BS^^  CSt^CS^^  DS^=^  J>S^  vl. 

'  sein  mnss. 

6)  Das  Netz  des  Tetraeders.  Wenn  eine  Kante 
dieses  regulären  Körpers  geg*  Ijeu  ist,  .so  kennt  man  alle 
Kanten  und  erhält  nun  dadurch ,  dabä  man  das  Tetraeder 
ali  re^lml^igo  dreiseitige  Pyramide  betrachtst  und  dem- 
gernies  die  in  No.  2  gegebene  Construction  für  AB=BC 
=  CA  =  dO  ^  BO  ^  CO  anwendet;  sogleich  die  gesuchta 

?  igur. 

7)  DttB  Netz  des  Würfels.  Man  denkt  sich  zu- 
nächst die  £bei«e  FFCH  in  die  Ebene  EFBA  gedieht  und 
naohher  die  vier  auf  ABCB  sconkreohten  £benen  in  die 
Ehene  von  ABOB  umgelegt;  die  entotaodene  Figur  ist  daa 

Netz  und  bcöteht  aus  sechä  in  Form  einea  Kreuawäs  anein- 


Digitized  by  Google 


—   56  — 


anderiiegenden  Qaadrat«Oy  darea  Seitea  der  gfigebe&ea 
Würfeikaate  gleich  sind. 

8)  DftB  Nets  dea  OkUeders*   Das  Oktaeder  UM 

sich  als  Zusammensetzung  zweier  über  derselben  quadra- 
tischen Grundfläche  nach  entgegengesetzten  Seiten  hin 
constrairten  vierseitigen  Pyramiden  ansehen,  deren  Seiten- 
flichen  regnlilxe  Dreiecke  sind;  das  Neta  für  die  Mantel- 
fläche der  einen  Pyramide  bestellt  dtihet  ans  Tier  gleioh- 
seitigen  Dreiecken,  wolchc  fächerförmig  nebeneinander  ge- 
legt sind.  Zwei  solcher  Figuren  geben  das  Netz  des 
ganaen  Körpers ;  will  man  dasselbe  in  einem  Stücke  haben, 
so  braucht  man  die  beiden  Fftcfaer  mir  so  sa  l^en,  dasi 
eine  «Anesenkante  des  einen  mit  einer  Anssenkaate  dei 
anderen  zusammenfällt,  also  die  Mittelpunkte  beider  Fächer 
nach  entgegengesetzten  Seiten  liegen. 

9)  Das  Netz  des  Dodekaedera.  Die  eine  Hfllfis 
von  der  Oberfiädi»  des  Körpers  besteht  aus  einer  regel- 
mässig fünfeckigen  Basis ,  an  welche  sich  flhif  congruente 
Seitenflächen  anlehnen;  denkt  man  sich  letztere  in  die 
Ebene  der  Basis  niedergelegt,  sa  erhält  man  das  halbe 
Meta  zusammengeselat  aus  einem  r^;Qlttren  Fünfeck  ^  üb« 
dessen  Seiten  congmenta  regdmässige  FQnSeeke  beeohiiehea 
nnd.  Zwei  derwrttge  sternförmige  Figuren  bilden  du 
ganze  Netz,  welches  man  dadurch  in  zusammenhängender 
Gestalt  bekommt,  dass  man  eine  Ausseokante  der  einea 
Figur  mit  einer  Aussenkante  der  anderen  ausammenfaUea 
Iftsst. 

10)  Das  Netz  des  Ikosaedors.    Denkt  man  sich 
den  Körper  aut  einer  Spitze  stehend  (wie  in  der  Figur  zu 
§.12),  so  darf  man  ihn  als  aus  drei  Haupttheilen  zusam- 
mengesetet  ansdien;  das  Mittelstilok  enthält  sehn  gleich-, 
seitige  Dreiecke  und  an  demselben  sind  oben  und  untea 

zwei  fünfseitige  Pyramiden  angefügt.  Die  Abwickelung 
des  mittleren  Theiles  giebt  ein  Netz  ¥on  zehn  gleichseitigen 
Dreieaken,  die  so  nebeneinander  liegen^  dass  sie  ein  Pa- 
rallelogramm ausfüllen,  dessen  längere  Seite  das  Fünfhehe 
der  kUrseren  Seite  ausmacht  und  mit  ihr  mnen  Winkel  von 
60®  einschliesst.  In  die  Ebene  dieses  Parallelogramms 
kann  man  die  beiteuflächen  der  genaimten  awei  funfs^ti- 


Digitized  by  Google 


» 


—  w  — 

I 

gtti  Pynuiudeii  aiederiegeii^  sie  «ftditiim  dfmn  ak  wAm 

gleichseitige  Dreiedce,  von  denen  Iftaf  auf  der  einen  «nd 

fünf  auf  der  anderen  von  den  beiden  längeren  Suiten  des 
Faraiieiogramms  aufgesetzt  sind.  Nach  diesea  Angaben 
^«ird  man  die  Fignr  leidit  entwerfen  können* 


Gif.  lY. 

DieVergleichuug  und  Ausmessung  der  Polyeder. 


§.  13. 

Die  Oberflächen  der  Polyeder« 

Da  sämmtliche  Begränzungsfiächen  eines  Polyeders 
ebene  Vielecke  sind  und  die  Fläche  jedes  derartigen  Viel- 
eeks  sehr  leieht  eimitteH  weiden  kann,  so  hat  es  aneh  mefat 
die  mindeste  Schwierigkeit,  die  gesamsnte  Oberfliehpe  eines 
Polyeders  zu  bestimmen.  Diess  lasst  sich  auf  zweierlei 
Weise  erreichen;  durch  Construction  und  durch  iiechnung. 
Wili  man  das  Erste,  so  toutöht  man  nur  das  Neta  des  ge« 
gebenen  KOfpers  an  entwerfen,  nad  man  geiaagt  IdeEia  im 
Allgemeinen  dadurch,  dass  man  das  Polyeder  als  eine  Znsam- 
menstellung von  Pyramiden  betrachtet  und  die  Seitenflächen 
der  letzteren  in  eine  i^bene  ausbreitet.  Die  Fläche  des 
Netaes,  welehes  znm  Torliegenden  Zwecke  nicht  ans  einem 
einzigen  snsammenhängenden  Fignrencomplex  ro  hestehei 
braucht,  ist  dann  der  Oberfläche  des  Körpers  gleich  und 
kann  nötbigenfalls  zu  einem  einzigen  Vielecke  zusammen« 
gezogen  werden  (Tbl.  I.  §.  13). 

Will  man  stdi  der  Bechnmig  bedienen,  so  raikssen  za« 
nftehst  so  yiel  Bestandtheile  des  Polyeders  gemessen  wer- 
den, dass  jede  Begränzungsüäche  bestimmt  ist,  worauf 
man  die  früher  zur  Flächenberechnung  der  Vielecke  gege- 
benen Formeln  in  Anwendung  bringt.  So  ist  z.  B«  ein 
PaaraUelepipedoDi  dessen  Fittchen-  miid  Kaatettwinkei  sasuttl 
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und  soB«iert  reciile -Winkel  sind,  dfirch  smam.  igei  in  einer 
£oke  nmmmeiMitiMiieBdeii  Kantaa  beifemiml;  mmaem.  wir 
letztere      hj      so  Vestehi  die  gesudifte  OberflHche  8  Wr 

nächst  aus  drei  Kechtecken  mit  den  Seiten  a  und  by  b  und 
c,  c  und  sowie  aua  drei  ferneren,  den  genannten  Recht» 
ecken  congraenten  Begränzungsflächen ;  man  hat  daher 

S=:2{äb  +  bc  +  ca). 
Eine  dreiseitige  Pyramide  ist  durch  ihre  sechs  Kanten 
bestimmt,  die  wir  so  bezeic  Imcn  wollen,  dass  bj  c  die  in 
einer  Ecke  zusammensiüssenden  Kanten  und  «i,  c,  die 
gegentibeiUegenden  Kanten  bedeuten;  die  Oberfläche  der 
Pyramide  besteht  aas  Tier  Dreiecken,  und'  weiui  vir  zur 
Abkürzung  unter  dem  Symbol  A  {fgh )  die  Fi&che  eines 
aus  den  iSeiteu  /,  h  construirtcn  Dreiecks  verstehen,  so 
ist 

wo  jeder  Summand  nach  Formel  15)  auf  S.  75  des  ersten 
Theiles  bestinait  wird* 

Die  geeaiumte  Oberfläche  einer  abgestumpften  Pyra- 
mide besteht  aus  drei  idLaupttheilen,  aus.  d«r  jb  läciie  der 
Tieleeki|p«n  Basis,  $m  i,%t  Fläche  der  hieiBii  pacaileten  a|id 
ftbriichf«  Begrüiisiingsabeiie,  endliob  auB.d6a  '£lächea.oiiier 
Reihe  ron  Trapezen ;  hiemaeh  ist  die  Berechnung  der  Ober* 
fläche  sehr  leicht.  Ebensowenig  Schwierigkeiten  bietet 
die  Bestimmung  der  QberÜädie  einas  l^risBiataidias^ 

'    ,  §^  14. 

Vergleichu9g  der  Volumina  von  Parallelepipc- 

den  und  Prismen. 

Ueber  zw^  in  einer  £beiie  Uegeadeu:  coogruen^  Fa- 
ralMsgranmen  ABCI^  ulid  d'B*G'^\  deren  gleiobaamige 

Seiten  sich  in  pmalleler  Lage  befinden,  denken  wir  uns 
zwei  Paralieiepipede  von  gleichen  Hohen  errichtet;  die 
den  (il«ndflüchen  paraUeh n  und  gleiebdp  Begränzungfi- 
fli«ken  EFGH  und  E'F'G'h'  liegen  dann  in  einer  Ebene; 
erwettem  wir  ferner  die  Ebenen  BCßF,  ABBE  und  eben- 
so Ä'B'F'F/y  D'C'G'H'  bis  zu  ihren  gegenseitigen  Durch- 
schnitten, m  ■entsj.cbt  eiu  neues  Par^dleilepip^di'^dß^J^/F^; 
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welches  Bich  mit  jedem  der  bt  iden  ur^sprün fliehen  Paral« 
ielepipedü  vergleichen  iässt.  Das  vierseitige  Priunia,  dessen 
Baiis  APTE  and  dessen 
Qeg«nfiftclie  BQÜF  »t^  ^ 
kann  nämHoh  mit  dem 

vierseitigenPrisma,  welw  '  '  \  ^'i 

ches  DSIVH  zur  Basis 
und  CRVG  zur  Gegen- 
fliebe  hat^  durch  blosse ^ 
Vii  inlikit  img^gqrPeckH 
m%  gebraut  werden; 
beide  Prismen  enthal- 
ten daher  denselben  körperlichen  Kaum,  sie  sind  inhalts- 
gleieb.  Nimmt  man  von  beiden  das  ihnen  gemeinschaft* 
Kche  Plrhima  weg,  welche»  DPTH  wox  Basis  und  CQtiG  nur 
Gegenfiäche  hat,  so  bleiben  gleiche  Volamina  Übrig,  dim 
sind  aber  nichts  Anderes  als  die  körperliehen  Räume  der 
Parallelepipede  ABCDEFGH  und  PQRSTÜVW\  man  hat 
daher  Voh  AUCDEmH^NoX.  PQBSTUVIF.  Eine  völlig 
aaaloge  B^traehtang  giebt  sa  erkMuneiii  dais  daa  Vol; 
g'B'O'D'S'F'G'jr  wiedenm  =  VoL  PQRSTVVW  kt  dtid 
es  folgt  daraus  der  Sats:  Parallelepipede  von  con- 
gmenten  Grandflächen  und  gleichen  Höhen  bp- 
sitzeu  gleiche  Volumina. 

liDenkt  man  aich  durch  die  Geraden  AB^  BC^  CB^  BÄ 
ISbenen  asaldreebt  aar  £bena  des  Paralielogrammes  ABCB 
geBtelit  und  -  schuldet  dieselben  darcfa  eine  ESbene,  welche 
ABCD  parallel  in  einer  Entfernung  gleich  der  Höhe  des 
Parallelepipedes  ABCDEFGH  gelegt  ist,  so  hat  das  neu 
entstandeile  Paraileleplped  wieder  dasselbe  Volumen  wie 
ABCBBFGMj  antsraeheidet  sich  aber  dadoroh^  dass  die  Koi^ 
gungswinkel  seiner  Seileiiflicben  gegen  die  Basis  rechte 
Winkel  sind;  nennen  wir  ein  solches  Parallel epiped  ein 
geradeS;  so  können  wir  sagen:  Jedes  schiefe  Paral- 
lelepiped  lässt  sieh  in  ein  gerades  von  congru* 
enter  Bimis^  ipleicber  Höhe  and  gleichem  Völu- 
man  verwandeln.  *  • 

^MfJeber- dem  Parallelogramme  ABCB  stehe:  ein  getisdeii' 
I'arailelepi[>ed  von  der  Höhe  j^i^,  BE  sei  //  AF  und  senk- 
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reobt  zu  €D,~üher  dem  Beebtedce  AMEF  sei  ein  neues  Pa- 
mUelepiped  von  derselben  Höhe  AH  construirt,  so  ßind  die 


Fig.  45. 


über  den  Dreiecken  £€£  und  AM 
stehenden  4^^^^^^^^^^^  Fsmmm 
congraent  nad  loiglieh  yon  gltt* 
cKem  Inhalte;  mmmt  omui  vmi 

dem  Parallelepipede  über  ABCJ) 
das  erste  jener  Friismen  weg  und 
setzt  dafür  das  swdile  zu,  so  had 
sieh  in  dem  Volttmen  nicfato  ga*- 
ftndert,  gleiehMÜg  ist  ab«r  ms 
dem  einen  ParftUelepiped  das  an- 
dere geworden,  d.h.:  Jedes  Paral  1  elepiped  kann  in 
ein  anderes  mit  rechteckf örmiger  Basia^  von 
gloieher  Höhe  und  gleiobem  Inhalto  verwandelt 
werden. 

Die  yrorige  Bemerkung,  daes  gerade  dreieeitige  Pris- 
men congmcnt  sind,  wenn  sie  über  congruenten  Grund- 
flächen stehen  und  gleiche  Hohe  besitzen^  führt  noch  einen 
ISichritt  Weiler;  zieht  nan  nämlich  durch  einen  Funkt  D  m 
der  Diegenale  MN  einea  Bechlw^  SJUFN  Pandlelmi  n 

den  Seiten  des  letateren  und  eon- 
struirt  über  den  entstandenen  Drei- 
ecken Prismen  von  gleichen  Höheü, 
so  ist  das  Prisma  über  AVN  congra- 
ent dem  Prifima  über  6rJfd),  ebeme 
daa  Prisma  Uber  CßM  eoi^^^oit  dem 
über  EDM]  nimmt  man  von  dem  über 
BMFN  mit  derselben  Höhe  construirten  Parallelepipedc 
einerseits  die  Prismen  über  AJJN  und  CMM^  andererseits 
die  Prismen  über  üi>II  nad  JSMf  weg^  so  müssen  über  den 
Reehtecken  ABCD  nnd  DBFG  gMehe  Volumina  tlbiig^Uli* 
ben^  d.h.:  Gerade Parallelepipede besitzen gleiehe 
Volumina,  wenn  sie  über  flächen  gleichen  Recht- 
ecken mit  denselben  Höhen  construirt  sind. 

i  .  Ist  das  Rechteck  ABCD  gegeboii  so  kann  man  be- 
kanntlich die  Figur  so  einrichten,  dasa  J>MF^  vn  einem; 
Quadrate  wird;  diess  giebt  den  Sats:  Jedes  beliebige 
Parallelepiped  läsöt  äich  schliesslich  in  ein  an- 
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Fig.  47. 


deres  yerwandelD,  .welches  eise  gisieb  grosse 
qftadraiiiohe  Basi«  and  mit  dam  eriten  gletoh« 

Hdhe  ttttd  gleicben' lahalt  besitet« 

Die  obigen  Theoreme  sind  leicht  auf  dreiseitige  Prie- 
men zu  übertragen,  wenn  man  eine  V  ergieichung  zwischen 
dem  lohalte  eines  ParaUekpipedet  und  eines  Pmrna's 
ileUC  Zn  diesem  Zwecke  denken  wir  uns  Toverst  dofdi 
die  Endpnnkte  einer  Kante  AE  des  be- 
liebigen schiefen  Prisma  s  ABCEFG  Nor- 
^  malebenen  zu  AE  gelegt,  welche  die 
Kanten  des  Prisma's  oder  deren  Ver- 
Ungernngen  in  den  Punkten  JB'j 
6'  schneiden^  und  construiren  das  neue 
gerade  Prinna  AB'C'EF'G'.  Die  Ent- 
stehung des  letzteren  können  wir  uns 
auch  so  Torstellen,  als  ob  Ton  dem  ur« 
l^rfinglichen  Prisma  die  vierseitige  Py- 
lamide  ABCC'B'  weggenommen  und  nachher  die  viersei* 
tige  Pyramide  EFGG'F'  zugesetzt  worden  wäre^  beide  Py- 
ramiden sind  aber  aus  nahe  liegenden  Gründen  congruent, 
indiin  ist  dorch  die  genannten  Operationen  nichts  an  dem 
Volumen  geändert  worden,  d.  h.  Prisma  ABCEFG  =  Prisma 
AB' C EF' G' .    Zcrle;^^t  man  nun  ein  beliebigem  sclüofes  Pa- 
rallelepiped  ABCUEFGH  durch  die 
Diagonalebene  ACGE  in  zwei  Theilc^ 
so  sind  letstere  dreiseitige  sckiefe 
Prismen,  die  sich  nicht  unmittelbar 
vergleichen  lassen,  weil  sie  nicht  zur 
Deckung  gebracht  werden  können; 
^flge^cn  ist  aber  die  vorhin  beschrie* 
tüHCie  Umwandlung  auf  jedes  .  der 
beiden  Prismen  anwendbar  und  man 
erhält  dadurch  zwei  gerade  Prismen  (AB'C'EF'G'  und  ent- 
sprechend AB'CEJJ'G'),  welche  wirklich  congruent  und 
folglich  von  gleichem  Volumen  sind.  Da  nun  das  Letatere 
aoch  von  den  schiefen  Prismen  ABCEFG  und  JßCEffG 
gelten  inuss,  so  hat  man  den  Satz:  Jedes  dreiseitige 
Prisma  kann  als  die  Häiite  eines  Parallelepipe- 
des  angesehen  werden« 
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noch  auf  beliebig  vieliieitipe  Prismen  ausgodehnt  werden, 
weil  jedes  vielseitige  PriHiiia  durch  Diagoiialebenen  in  drei- 
leiüge  Prismen  zerlegt  W4»rdcn  kann;  das  Endresultat  die* 
MT  leichten  Untersnchang  besteht  in  dem  aUfemeim 
S»M:  Beliebig  Tie i »eilige  Priemen  von  glcldl-eB 
Höhen  nnd  inhaltsgieiehen  Gnindfliclien  be* 
sitzen  gleiche  Volumina."^) 


♦)  Das«  sich  vermittelßt  diesem  fcatzcß  jedes  Prisma  in  ein  inliall«- 
gleiches  Prisma  von  gleicher  Ho)ie  und  qn.i<li utiseher  Basis,  d.h.  in 
ein  Parallelepiped,  verwandeln  IMsst,  Ist  im  Räume  eine  ähnliche  Er- 
scheinung, wie  die  Transformation  drr  Vielecke  zu  Rechtecken  und 
Qaadraten  in  der  Ebene;  wollte  man  diese  Analogie  weiter  führen,  so 
müsste  man  noch  das  rechtwinklige  rarallelepipcd  in  einen  Würfel 
\'erwandeln  und  zuletzt  <nueu  ^^'iirfcl  cunstruiren,  der  zwei  gegeheuen 
Würfeln  zusammen  an  Inhalt  gleich  ist.  Diese  beiden  Aufgaben,  vun 
denen  die  erste  der  Verwandelung  des  Rechtecks  in  ein  Quadrat  ent- 
sprechen und  die  zweite  das  stercometrische  Seitenstück  zum  Pytlia- 
goräischen  Satze  sein  würde,  sind  aber  durch  keine  Construction  lös- 
bar, welche  nui-  mit  geraden  Linien  und  Kreisen  operirt;  der  Grund 
ergiebt  sich  aus  §.  17.  Sind  nämlich  b,  c  die  Kanten  des  gegebe« 
ncn  rechtwinkligen  rarallelcpipedes  und  bezeichnet  a:  die  Kante  des 
gesuchten  Wärfels,  so  ist  für  die  erste  Aufgabe 

s  

aussähe  oder  wsssy abe\ 

für  die  zweite  Aul'gube  nii>gen  a,  b  und  z  die  Kanten  der  zwei  gege- 
benen und  des  gesuchten  Würfels  bedeuten,  es  mus»  dann  sein 

z^ssa^J^^  oder  'z  =  ^fl>^-ft»;' 

beide  Aufi^aben  haben  Das  mi*  f*iiian<h'r  {gemein,  dass  ihre  Lösui!<Ten 
die  Construction  einer  Cubikwur/.el  erfordorn  ,  da  aber  die  auf  8.  91 
des  erstrn  Theiles  verzcichnotPTi  PonstiDcl  innen,  d.  h.  die  Fundamente 
aller  mit  Geraden  uml  Kreisen  auslührbaren  Constructionen,  nar 
Quadratwurzeln  enthalten,  so  reichen  diese  Constructioaen  zur  Lösung 
der  obigen  Probleme  nicht  mehr  hin,  man  würde  im  Gegcnthcile  au- 
dt'io  krumme  Linien  von  minder  oiufacheü  Bildun;;sgcsotzen  zu  Hülfe 
lu'bmon  mösson.  —  l-^^ir  li=za  wird  die  zweite  Anfi-^nbe  zu  dem  histo- 
ris(  h  IxTÜhuit  gewordenen  Delischen  Frobleuio  von  der  Verdoppelong 
iles^  Würfels.  ..i 
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Inhaltsbestimmung  der  Farallelepiped e  und 

.  irrismeQ«  , 

Wenn  auf  der  Ilölic  eines  rechtwinkligen  Parallelepi- 
ptdes  mehi'cre  gleiche  Strecken  nach  einander  aufgetragen 
sind  und  durch  den  üJudpunkt  joder  Strecke  eine  Parallel- 
«t»eff(e;BUr.Ba9i9  ge^kgt  wird,  £erfiült;der  K(lvp€r'i«  eiM 
*  Partie  klein^v^  Parallelepipede ,  unter  denen  alle  (KejeJti- 
gen  congruent,  mithin  auch  gleichen  Inhalts  sind,  deren 
Ilühen  jener  Strecke  gleich  kaipmen;  bleibt  aber  nach 
mehrmaliger  Abtragung  der  erwähnten  ^eoke  au£  dev 
Höhe  ein  Rest  khalpQr  (üs  die  Strooke,  f^o       Fig.  49. 


—T 

—t^ — 

Uli^  Ii- 

y 


geringeren  Volumen  als  die  übrigen  con- 
gruenten  Paralioie^ipede.  Hieraus  folgt, 
unmittelbar,  dass  zwei  über  derselben  Basis 
«rrichljete  rechtfrinklige  Paarallaleyipede  BiotiviiCu 
4>enso.  oft  von  einander  wegnehmen  lassen  ^  . 
wie  ihre  Höhen,  dass  folglieh  auf  ihre  Volumina  ganz  die- 
selben Operationen  angewendet  werden  können,  welche  mit 
den  Höhen  vorgenommen  werden  müssen,  wenn  das  Ver- 
bältniss  der  Höhen  au  ermitteln  ist  (TU.  L  1^)* 
Da  nun  gleiche  Operationen  zu  gleichen  Resultaten  führen, 
so  muss  das  Verhältniss  der  Volumina  beider  Parallelepi- 
pede  einerlei  mi);  dem  Verhältnisse  ihrer  Höhen  sein,  d.  h,: 
Die  Volumiaa  zweier  über  derselben  Grund- 
fläche stehetidaa  rechtwinkligen  Parallelepi- 
pede  verhalten  sich  wie  die  Hohen  der  Körper. 

Wir  betrachten  ferner  zwei  Parallelepipede  von  glei- 
chen Höhen  aber  verschiedenen,  (jyundiJiMjhen  ABCfi,  uftd 
Ü£FG.  Denke«  wir  uns  dieselben  BO  .        ,  Fi^^. 
aneinander  gelegt,  dass  J>B  in  AD  .  .    >       .  ,  -g 
und  JjG  in  CD  füllt,  so  bilden  die  ß^f^ 
Durchsclmitte  der  übrigen  Seiten  ein         iAJftn  > 
Rechteck  CDEH,  über  welchem  wir 
ona  gleichfaU«  ein  ^arelleiepip^  voii.  ; 
derselben.  Höhe  constrnirt.  vorstellen. 

» 

Der  Kürze  wegen  heisse  P  das  Vo- 


JC 
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lomen  des  mit  der  Basis  ABCD  versehenen  Paralieiepipedes, 
Q  das  Volumen  des  Paralieiepipedes  mit  der  Basis  DEFG 
und  M  das  Volumen  des  neuen  Paralieiepipedes.  Nun  Iss- 
sen  sich  P  und  R  als  Volumina  aweier  über  derselben  Ba- 
sis  ABKl  mit  den  Höhen  AD  und  ED  construirten  Parsl- 
leiepipede  ansehen  und  es  ist  daher  nach  dem  Vorigen 

P\R^  AD  \DE\ 
ferner  können  Q  and  R  als  Vohunina  iweier  flber  der  Bssii 
FGIM  mit  den  Höhen  DG  nnd  DC  constmirten  Plurallele- 
pipede  betrachtet  werden,  weshalb 

Q:R  =  J>G:J>Ci 
dnreh  Verbindnng  beider  Proportionen  ergiebt  sieh: 

PiQ^AB.DCxDE.DG, 
d.  h.:  Die  Volnmina  Bweier  rechtwinkligen  Pa- 
ra  1  lel epipede  von  gleichen  Höhen  verhalten  sich 
wie  die  Producta  aus  den  die  Grundflächen  he< 
stimmenden  Seiten. 

Sind  endlicli  swei  PmUelepipede  ABCDEFGB  und 
A'B' C'D'E'F'G'ET  vorhanden,  welche  weder  iu  den  Uruüd- 


flächen  noch  in  den  Höhen  übereinstimmen,  so  kann  man 
ein  drittes  Parattdepiped  construiren,  welches  die  Grund- 
flftehe  Yon  ABCDEFGHm  Basis  und  miiÄB'CD'E'F'G'jr 
gleiche  Höhe  hat,  und  nun  das  neue  Parallelepiped  mit 

jedem  der  früheren  vergleichen;  es  ist  dann  erstlich 

ÄBCBEFGH  :  PQRSTUVW=  AM :  PT=  AE  :  ^'iT, 

zweitens 

A'B'CB'^rG'H' :  PQlt8TUrfF=  A'B' .  A'B'  iPQ.PS 

^A'B\A'D':Aß.AD, 
folglich  durch  Verbindung  beider  Proportionen 
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ABCDEFGH',  A' B'O' D' E' F' G' H' 

^  AB  .  AD  .AE\  A'B' ,  A'D' .  Ä E\ 
d,  h.:  Die  Volumina  zweier  rechtwinkligen  Pa- 
raileiepipede  verhalten  sich  wie  die  Prodacte 
den  drei  sie  bestimmenden  Kanten. 

Unter  der  Ausmessung  irgend  eines  Volumens  rer- 
ßteht  man  die  Ermittelung  des  Verhältnisses,  in  welchem 
dasselbe  zu  einem  für  immer  bestimmten  Volumen  steht, 
und  zwar  ist  letzteros  das  Volumen  des  aus  der  Längen- 
einheit construirten  Würfels;  dabei  möge  das  Verhältniss 
irgend  eines  Volumens  zu  dem  erwähnten  WUrfelyoIumen 
(der  sogenannten  Volumeneinheit)  die  Inhaltszahl  jenes  er- 
sten Volumens  heiss»^n.  Für  das  roclitwinkligo  Parallelepi- 
ped  wird  sie  durch  den  vorigen  8atz  bestimmt,  wenn  man 
A' B' s=  A' D*  =  A' gleich  der  Längeneinheit  nimmt;  in 
der  Gleichung 

ABCDEFGH     _  AB     AB  AE_ 
A'B'C'D'E'F'G'H'  "~  A'W  '  A'B* '  A' E' 
bedeutet  dann  der  linker  Hand  befindliche  Quotient  das 
Verhältniss  des  Volumens  ABCDEFGH  zur  Volumeneinheit 
d.  h.  die  Inhaitszahl  des  Parallelepipedes,  welche  P  heissen 

möge;  rechter  Hand  ist         die  Längenzahl  der  Geraden 

AB,  welche  mit  a  bezeichnet  werden  soU^  ebenso  die 

AE  * 
Längenzahl  b  von  AB,  und         die  Längeuzahl  c  von  AE\ 

A  E, 

man  bat  jetzt 

P~abc 

d.h.:  Die  Inhaltszahl  eines  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipedes  ist  das  Product  aus  den  Längen- 
zahien  seiner,  drei  in  einer  Ecke  zusammenstos- 
senden  Kanten. 

Schreibt  man  ab  .  c  für  abc,  so  bedeutet  ab  die  Flächen- 
zahl der  Basis  und  dann  lautet  der  Satz:  Die  Inhalts- 
zahl  eines  rechtwinkligen  Parallelepipedes  ist 
das  Product  aus  der  Flächenzahl  seiner  Basis 
in  die  Längenzabi  seiner  Hdhe. 

Da  jedes  schiefe  Prisma  von  beliebig  vielen  Seiten  in 

Sehlanilch,  6eoB«trie.  IL  5 
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ein  gerades  dreiseitiges  Prisma,  und  letzteres  dadurch  in 
ein  rechtwinkliges  Paraiielepiped  verwandelt  werden  kann, 
dass  man  die  Basis  des  Prisma's  in  ein  gleich  grosses 
Rechteck  amsetzt,  so  folgt  aus  dem  vc^rigen  Satze  noch 
der  allgemeinere:  Die  Inhaltszahi  eines  ganz  belie- 
bigen Prisma'»  ist  das  Product  aus  der  Flächen-  . 
zahl  seiner  Basis  in  die  Längenzahl  seiner  Höhe. 


§.  16. 

Inhaltsbestimmung  der  Pyramiden. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  dreiseitige  Pyraniiiie 
OABCy  deren  Basis  die  Fläche  g  und  deren  Höhe  die  Länge 
h  besitzen  möge;  die  letztere  sei  in  eine  Anzahl,  etwa  «i 
gleicher  Theile  getheilt  und  dnreh  jeden  Theilpankt  eine 

Ebene  parallel  zur  Basis  ABC  gelegt,  so  dass  der  Körper 
in  eine  Reihe  abgestumpfter  Pyramiden  und  in  eine  kleine 
ähnliche .  Pyramide  zerfällt ;  die  Flächen  der  einzelnen  in 
It      h  Ji 

den  Höhen  — ,  2  —  ,  3  —  ...  liegenden  Schnitte  sollen  ^j, 

^a,  ^3 . . . .  heissen,  wobei  ffn  «io  blosser  Punkt  also  =  0 

ist.  Construiren  wir  uun  Prismen,  deren  Grundflächen  der 
Reihe  nach      g^^  ^«.•••^«-o  deren  gemeinsame  Höhe 

«as-^  ist  und  deren  parallele  Kanten  einer  der  Pyramiden- 
kanten ^  etwa  OA  parallel  laufen,  so 
entsteht  ein  Körper  mit  treppenförmi- 
ger  Begränzung,  der  die  Pyramide  um- 
schliesst  und  folglich  ein  grösseres  Vo- 
lumen als  letztere  enthält;  es  ist  daher; 
wenn  P  das  Volumen  der  Pyramide 
beisst; 

h  .  h  ,  h  ,  .  h 
n       ti       fi  f* 

oder 

Andererseits  lässt  sich  ein  ähnliche  K$rper  dadurcb  con- 
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strairen,  das«  man  der  Reihe  nach  fft,  ^n«..^«-],  aU 
Orandflftcfaen  der  Prismen  nimmt;  wobei  ^ig.  52  b. 
das  letzte  dieser  PriBinen  in  einer  blossen 
Geraden  besteht,  also  keinen  Inhalt  bc- 
sitst;  dieser  sweite  Körper  ist  gftnelioh 
ia  der  Pyramide  enthalten^  mithin  von 
Uttoerem  Volumen,  folglich 

nun  fi 

oder 

Jeder  der  Schnitte  ^, ,  ^, . . . .  g„^i  ist  aber  ein  der  Basis 
Ihnliehes  Dreieck  und  es  verhalten  sich  die  Flächen  beider 
wie  die  Quadrate  fthnlich  liegender  Seiten  oder  auch  wie 

die  Quadrate  ihrer  Abstände  von  der  Spitzt^;  man  hat  da- 
her, wenn      irgend  einen  jener  Schnitte  bezeichnet. 


ff» 


woraus 


9% 


Die  Einführung  dieses  WeHhes  (für  x     1 ,  2, 3  . . .  it  —  1) 

verwandelt  die  obigen  Ungleichungen  in  die  folgenden  - 


p  <■  «'+(«-l)'+(n— 2)'+...+l' 

#1^ 


{n  —  I  y+{n  —  2 ) -f  {n — 3)^ + . . .  + 1' 


Die  Differenz  der  rechts  befindlichen  Ausdrücke  d.  h. 

der  Iniialte  des  umschriebenen  und  eingeschriebenen  K5r- 
1 

pers,  ist  -^ff^f  mithin  um  so  kleiner,  je  grösser  n  gewählt 

wird;  lassen  wir  n  unausgesetst  wachsen,  so  hat  diese  Dif* 
ferenz  die  Null  zur  Oränze,  d.  h.  die  Volumina  des  um- 
schriebenen und  des  eingeschriebenen  Körpers  nähern  sich 

einer  und  derselben  (iränze,  welche  keine  andere  als  das 
Volumen  der  Pyramide  sein  kann,  weil  dieses  immer  zwi- 
schen jenen  enthalten  bleibt«   Man  hat  daher 

6* 
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P=  dem  (jränzwerthe  von  ^  -—^  gh 

fr 

d.  i.  nach  einem  bekannten  arithmetischen  Satze*) 

oder  in  Worten:  Die  Inhal tszalil  einer  dreiseitigen 
P^rritmide  ist  der  dritte  Theii  von  dem  Prodacti 
der  Fläcbenssahl  ihrer  Baais  in  die  L&ngensaU 

ihrer  Höhe. 

Hieraus  folgt  unmittelbar,  dass  alle  dreiseitigen  Pyra- 
miden von  inhaltsgleichen  Grundflächen  und  gleichen  Böte 
auch  gleiche  Volumina  beBitsen,  ferner,  dass  das  Yolnmeii 
einer  Pyramide  als  der  dritte  Theil  von  dem  Volumen  eines 
Prisma's  betrachtet  ^verdon  kauii^  welches  dieselbe  Basis 
Fig.  53.  t  und  die  nämliche  Höhe  besitzt«  Dies  lasst 
sich  auch  geometrisch  nachweisen.  Zieht 
man  nämlich  in  dem  Prisma  ABCDBF  die 
Diagonalen  AE,  AF  und  BF^  so  haben  eih 
nächst  dir'  Pyramiden  FABE  und  FADE 
gleiche  Orunddächen  und  Höhen ;  von  die- 
sen lässt  sich  die  letztere  als  Pyramide 
C     ADEF  betrachten  und  sie  besitzt  dann 


*)  Aas  der  Gleichung  (p  +  1)'  —  /»'  =  3p«  +  3p  +  1  fol^  aunächrt 

4- 1)«  — ;;S>  Sp«: 

weil  ferner  —  (p — l)*=:3p'  —  (3;^  -  I),  so  ist  für  jedes  mehr  als 
^  betragende  positive  p  aneh  3p  —  1  positiv ,  folglich 

p»-^p— l)»<3p^ 
stellt  man  beide  Ungleichungen  in  der  Form 

( V  +  1)'  -     >  3;;«  > p«  ~  ^p  —  l)' 
zusammen,  setzt  der  Ueihe  nach  p  =  l, 2|3.«.fi  and  addirt  alle  io 
eatatehenden  Beziehungen,  80  folgt 

(n  4-  !)•  —  1>  3  (l*  +  2«  +  3«  +  . . .  4-  »*)  > 
und  durch  Division  mit  S/i' 

■  *[('*-S-)"-i]>^*^i*-i-->;- 

Für  unendlich  wachsende  n  hat  —  die  Null  zur  Gränze,  die  beiden 

R 

Grönen,  «wischen  deota  der  fragliche. Quotient  enthalten  iet^  Mm 
suaammen  and  es  bleibt  daher 


runzwerth  von  ^  


wovon  oben  Oebrancli  i^emaolit  wurde« 


I 
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ghkthe  Höhe  und  Omndflilche  mit  FABC,  Kennt  man  di«Mi 
^  ABCF^  80  hat  sie  wieder  gleiche  Basis  und  Höhe  mit  ABEF 

oder  FABE,  d.  h.  mit  der  ersten  vön  den  genannten  Py- 
ramiden.   Das  Prisma  ABCDEF  zerfällt  demnach  in  die 
mit  gleichen  Grundflächen  und  Höhen  folglieh  auch  inhalts- 
gleiohen  dreiseitigen  Pyramiden  ABCF^  ABEF  und  ABEFJ^ 
Die  Inhaltsbestimmung  einer  mehrseitigen  Pyramide 
ist  leicht  auf  die  Inhaltsbestimmung  der  dreiseitigen  Pyra- 
mide zurückzuführen,  wenn  man  die  vieleckige  Basis  in 
Dreiecke  zerlegt  und  jedes  Dreieck  als  Grundfläche  einer 
draiseitigen  Pyramide  ansieht^  deren  -Spitse  mit  der  Spitze 
der  Tiebeitigen  Pyramide  susammenfKÜt.  Kennen  wir  At, 
A?,  A3 .  .  .  die  Flächen  der  einzelnen  Dreiecke,  h  die  ge- 
meinsame Höhe  aller  Pyramiden  und  P  das  Volumen  der 
yielseitigen  Pyramide ,  so  ist 

JP=iA,Ä  +  iA,*  +  |AiÄ  +  .... 

oder     '  ^ 

/^=HA+A,  +  A3  +  ....)ä; 
hier  ist  Ai  +  A«  +  As  +  •  •  •  gleich  der  Jbläche  der  Basis, 
also  wenn^  dieselbe  g  heisst 

1)  P^\gh. 
Demnach  ist  die  Inhaltszahl  einer  mehrsei- 
tigen Pyramide  wiederum  der  dritte  Theil  von 
dem  Producte  aus  der  Flächenzahi  ihrer  Basis 
in  die  Liängenaahl  ihrer  Höhe^  und  es  knüpft  sieh 
daran  die  Folgerung,  dass  überhaupt  Pyramiden  von  in^ 
haltsgleichen  Grundflächen  und  gleichen  Höhen  gleiche  Vo- 
lumina besitzen. 

Eine  abgestumpfte  Pyramide  lässt  sich  als  Differenz 
«Weier  Pyramiden  ansehen  und  hiernach  leicht  ihr  Inhalt 


*)  Wenn  man  den  Satz ,  dass  dreiseitige  Pyramiden  von  inhalts-  . 
gleicben  Grundflächen  und  gleichen  Höhen  daiselbe  Yolnmen  besltsen, 
diract  rein  geometrisch  beweisen  könnte,  so  wfirde  die  obige  Zer- 
legiiiig  des  Prisma^s  snr  Formel  fv=x\ffi  führen  nnd  ee  wSre  dann 
der  ^ADse  Gedsnlcengsng  analog  dem  bei  Anemesannf  des  ParaUelo- 
grammes  und  DreiSckee  eingesohlagenen  Wege*  Die  Ausführnng  die- 
ser Idee  bat  aber  mit  sehr  grossen  Schwierigkeiten  an  kämpfen,  da 
Bclion  die  Ihhaltsgleichheit  sweier  j^ymmetriseh  gleichen  Pyramiden 
rein  i^eometrisob  noch  sieht  naohgewiesen  worden  ist« 
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berechnen  j  heibbt  nämlich  y  die  Basis  und  h  die  Höhe  der 
grösberen  Pyramide,  und  entsprechend  g  die  Basis  und  H 
die  Höhe  der  kleineren ,  so  ist  das  gesuchte  Volumen 

Der  Gebrauch  dieeer  Formel  setst  Yoraas;  das«  & 
Sbitefiflftcben  der  abgeetampften  Pyramide  bis  za  ibrem 

ZusanimcntreiTen  in  der  Spitze  erweitert  und  die  Höhen 
h'  gemessen  sind,  was  in  den  meisten  Fällen  unthunlich 
iat;  hieraus  entspringt  die  Nothwendigkeit,  ans  der  obigen 
Farmel  die  Grössön  K  heiMissiischaffeii  und  dagegen  die 
Entfernung  der  beiden  parallelen  Flächod  g  und  ^  eimra.« 
iühren.    Kennen  wir  k  diesen  Abstand|  so  ist  einerseits 

Ä  —    =  Ar, 

andererseits,  weil  sich  die  ähnlichen  Flächen  g  und  g  wia 
die  Qoadrate  der  Höben  h  und  h  verhaltony 

h*ih'*  =  gig', 

oder  nach  Aossiehimg  der  Wuraeln  ^ 

K  y  ff-' 

«18  beiden  Oleichungen  zu  »am  tuen  exgeben  sich  die  Weitba 

■        yg  —  Vg"  Yff-yg 

und  nunmehr  findet  sich  mit  Hülfe  einer  kleinen  Reduction 

hierin  liegt  folgender  öatz:  Eine  abgestumpfte  Pyra- 
mide besitzt  dasselbe  Volumen  wie  eine  volle 
Pyramide^  deren  Höhe  dieselbe  und  deren  Basis 
gleich  ist  der  Snmme  von  den  Parallelflächen 

und  dem  geometrischen  Mittel  der  Parallelflä- 
chen jener  Pyramide. 

Die  ^bige  Formel  gewinnt  noch  eine  bessere  Gestaltf 
wenn  man  den  mittleren  d.  h.  den  in  der  Höhe  parallel 
zur  Basis  gelegten  Querschnitt  der  abgestumpften  Pyrsr 
mide  in  Rechnung  bringt.  Wird  nämlich  wie  vorhin  die 
abgestumpfte  Pyramide  als  Differenz  zweier  vollen  Pyra- 
miden aufgefasst;  so  liegt  jener  mittlere  Querschnitt  in  der 
Entfernung  (A  +  h')  von  der  Spitze  beider  Pyramiden  und 
daher  gilt  für  seine  Flüche  /  die  Proportion 

h'iiih  +  hj^gif, 
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woraus  folgt  -  ^  (A  4-  h')* 

Nach  Sabetitiition  der  Torigen  Wertbe  Ton  h  and  K  er- 
hält  man 

und  umgekehrt 

Setzt  man  dies  in  die  Formel  2)  ein,  so  wird 

d.h.;  Eine  abgestumpfte  Pyramide  besitzt  das- 
selbe Volumen  wie  zusammen  zwei  volle  Pyra- 
miden^ von  denen  die  eine  den  doppelten  mittle* 
ren  Querschnitt,  die  andere  das  arithmetische 
Mittel  der  ÖrnndflÄchen  zur  Basis  hat,  und  de- 
ren gemeinschaftliche  Höhe  jirlcich  der  Höhe 
der  abgestampften  Pyramide  ist. 

§.  17. 

InhaltabeBtimmung  des  Prismatoides; 

Das  einfachste  aller  Prismatoide  ist  die  dreiseitige  Py- 
ramide, und  zwar  lässt  sich  letztere  auf  zweierlei  Weise 
als  Priamatoid  betrachten,  indem  man  entweder  för  die 
eine  Parallelfläche  ein  Dreieck  und  für  die  andere  einen 

Punkt  setzt,  oder  indem  zwei  sich  kreuzende  Gerade  AB 
und  A'B'  als  Parallelflächen  nimmt  und  sie  durch  die  vier 
Ebenen  ABA',  ABB\  A'B'A,  A'B'B  verbindet.  Unter  dem 
Jetsteren  Gesichtspunkte  wollen  Fig.  54. 


wir  noch  einmal. das  Volumen  des 

Tetraeders  AÜA'ß'  betrachten. 

Eine  durch  die  Mitte  M  der 
Kante  AA'  parallel  zu  den  sich 
kreuzenden  Geraden  AB  und  Ä'B'  a< 
gelegte  Ebene  schneidet  das  Te- 
traeder in  dem  Vierecke  MNPQ) 


wovon  die  Seiten  MN  und  PQ  parallel  zu  AB  und  die 
übrigen  Seiten  parallel  zu  ÄB'  sind;  der  mittlere  Quer- 
schnitt ist  also  ein  Parallelogramm,  dessen  Fläche  f  heissen 
inöi:  e.  Ergänzt  man  femer  die  Seitmflftche  A'B'B  zu  dem 
Parallelogramme  ÄBRB'  und  zieht  die  Geraden  AR  und 
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Fi^.  54.  A'Ry  welche  letztere  dnrch  den 

Mittelpunkt  P  der  Kante  f^eht, 
80  ist  die  Ebene  ABR  parallel  dem 
Qaerscbnitte  M^PQ  nnd  die  Ebene 
ABA'  parallel  der  Geraden  B'R. 
Man  kann  jetzt  das  Dreieck  ABA' 
alß  ijemeitiöchaftliclie  Basis  der  Te- 
traeder  ABA  ß'  und  ABA'R  an- 
sehen ;  die  Spitzen  derselben  liegen  in  einer  Parallelen  wm 
Basis,  mitbin  ist  das  Volumen  von  ABA*B*  gleich  dem  Vo- 
lumen von  ADA' R.     In  dem  letzteren  Tetraeder  lässt  sich 
auch  ABR  als  Basis,  A  als  Spitze  betrachten,  und  wenn  mau 
die  Höhe  dieser  Pyramide  mit  h  bezeichnet,  so  hat  maa 

Tetr.  ABA'B'  =  Tetr.  ABA'R  =  ^/:^ABR .  h. 
Ferner  bildet  das  Dreieck  MNP  den  mittleren  Querschnitt 
der  Pyramide  ABBA',  daher  ist  AABB  =  \.AMyPj  d.  h. 
=  dem  doppelten  Parallelogramme  MNPQ  und  nach  dem 
Vorigen  Tetr.  ABA  'B '  —  \fh. 

Beachtet  man  endlich ,  data  h  den  kürzesten  Abstand  der 
Geraden  AB  und  A'B'  darstellt,  so  hat  man  den  Satz: 
Jedes  Tetraedervolumen  ist  gleich  dem  doppel- 
ton vom  Inhalte  einer  Pyramide,  deren  Basis  die 
Haibirungspunkte  von  vier  Kanten  sn  Ecken 
hat  und  deren  Höhe  durch  den  kürEesten  Ab«- 
stand  der  beiden  übrigen  Kanten  gemessen  wird. 

Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  an  die  eigentliche 
Aufgabe  und  nennen  g  den  Flächeninhalt  der  Basis  ABCD . .  • 
eines  Prismatoides ,  den  Inhalt  der  ParaUelfl&che 
A'B'C'D' ferner  f  den  Inhalt  des  mittleren  d.  b,  dnrch 
die  Mitten  von  AA\  A  'Bj  A'C  u.  s.  w.  gelegten  Querschnit- 


rig.  55. 


tos,  endlich  /*  die  Höhe  des 
Körpers  ^nämlich  den  Ab* 
stand  der  Ebenen'  ABC .  • . 
und  A'B*C\..  Wählt  man 
innerhalb  der  Grundfläche 
ABCB,,.,  die  als  Vieleck  mit 
nur  concaven  Winkeln  vor- 
ausgesetzt wird^  den  Punkt 
0  beliebig,  verbindet  ihn 
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mit  alkn  Eekm  des  Körpers  dwoh  Gerade  and  legt  SSbenen 

durcii  je  zwei  in  0  zubammeiitreffende  Gerade,  so  Berfäilt 
das  FrisDiatoid  in  Theile,  die  sich  folgeudermaassen  grup- 
piren  lassen.  Es  entsteht  zunächst  eine  mehrseitige  Fy- 
ramide,  deren  Basis  das  Viekck  A*B'C\  •  and  deren  Spitoe 
0  ist;  ihr  Volumen  stellen  wir  in  der  Foi:m 

dar,  wobei  \g  den  mittleren  Querschnitt  dieser  Pyramide 
bedeutet.  Ferner  bilden  die  Dreiecke  ABOy  BCO  u*  s.  w* 
die  Orundfläcben  von  eben  so  viel  dreiseitigen  Pyramiden^ 
deren  Spitzen  in  B*  n.  s.  w,  liegen;  diese  Pyramiden 
sind  ABOA\  BCÖA\  COD'B'  u.  s.  w.  und  die  Summe  ihrer 
Inhalte  ist 

i  (A  46»-^ -I- A^OC  +  A  60/? -f . . .)  Ä  =: 

wobei  die  Summe  der  mittleren  Querschnitte  aller  ge- 
nannten dreiseitigen  Pyramiden  bedeutet.   Endlich  ist  noch 

eine  Kcihe  von  Tetraedern  vorhanden,  deren  obere  Kanten 
die  Seiten  A' B\  B' C  u.  s.  w.  sind  und  deren  untere  Kan- 
ten in  die  Fläche  ABCD.,.  fallen^  nämlich  die  Tetraeder 
COÄB\  BOB'G'i  AOC  Ä  u.  s.  w.;  beaeichnen  wir  die  In^ 
halte  ihrer  mittleren  Querschnitte  mit  fx ,  f^,  /»  u.  s.  v.|  so 
erhalten  wir  nach  dem  vorigen  Satae  als  Summe  ihrer  Vo» 
lumina 

Die  genannten  drei  Gruppen  von  Körpern  liefern  zusammen 
den  Inhalt  des  PnsmatmdeSy  welcher  P  beissen  möge: 

Wi  (^^+/)  +  2  a^z  +  i^^'+z; +/;  +  ...))  Ä. 

Die  mittleren  Querschnitte  ^g,  J^',  /,,...  füllen  zu- 
sammen den  mittleren  (Querschnitt  /  des  Frismatoides,  da- 
her ist  einfach 

d.h.:  Das  Volumen  des  Prismatoides  kann  als 

die  Summe  von  den  Inhalten  zweier  eben  so  ho- 
lten Pyramiden  betrachtet  werden;  die  eine  hat 
das  Doppelte  des  mittleren  Querschnittes  zur 
BasiS|  die  Grundfläche  der  anderen  ist  das  arith* 
metische  Mittel  aus  den  ParallelfUchen  dee 
Prismatoides. 
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Wenn  das  Vieleck  ABCJ),.,  convexe  Winkel  enthält^ 
00  kann  es  aich  treffeni  dass  oicbt  idle  VerbindangBlinien 
AOj  BOp  CO  u.  8.  w*  In  das  lauere  des  genannten  Polj- 

gones  fallen  und  dann  hört  die  Anwendbarkeit  der  vorigen 
ßetrachtung  auf.  Jedenfalls  lässt  sieh  aber  ein  solches 
Prismatoid  durch  passend  gelegte  Ebenen,  weiche  beide 
ParaUelfläcben  scbneideni  in  eiaaeine  Frismatoide  cerlegen^ 
deren  Qrandflilcben  nur  concave  Winkel  haben;  der  vo- 
rige  Satz  gilt  dann  für  jedes  einzelne  derartige  Prismatoid, 
mithin  auch  für  deren  Summe,  wie  eine  sehr  einfache 
Ueberlegung  zeigt. 

Als  Beispiel  diene  der  Fall,  wo  ABCJ)  und  ÄB'C  D' 
Rechtecke  sind  nnd  zwar  In  solcher  Lage,  dass  die  gleicb- 
namigcn  Seiten  AB=^a  und  A'B'  ~  a \  sowie  BC=b  und 
B'C'  =  b'  einander  parallel  laufen.  Der  mittlere  C^uer- 
schnitt  dieses  Körpers  (eines  sogenannten  Ponton 's)  ist 
ein  Rechteck  aus  den  Seiten  und  4(^  +  ^0  öiit- 

bin       J  (flf -f- a)  {h 4- und 

Aehnliche  Beispiele  wird  man  ohne  Mühe  selbst  entwickein 
kOnnen. 

f  18. 

lalialtsbes tiramung  der  Polyeder. 

Zerlegt  man  ein  Polyeder  durch  Diagonaiebenen  'in 
dreiseitige  Pyramiden,  oder,  wenn 'dies  möglich  ist,  in  Pris- 

matoide  und  Pyramiden,  so  lässt  sich  nach  dem  Vorigen  der 
Rauminhalt  jedes  einzelnen  Theiies  finden,  und  die  Summe 
*  aller  dieser  Volumina  giebt  dann  das  Volumen  des  ganzen 

Körpers«  Dieses  Verfahren  ist  so  ein%ph,  dass  es  keiner 
weiteren  Erlttnternng  bedarf.  Auch  Hesse  sich  zoletast  das 
Polyeder  in  einen  inhaltsgleichen  Würfel  verwandeln;  ist 
näuiiich  P  die  Xnh&itszahl  des  Polyeders  und  x  die  Längen- 
aahl  des  gesuchten  Würfels,  so  mnss  o^^P  sein  nnd  hier- 

ans  kann  x  nach  der  Formel  x  =  }/P  berechnet  werden. 

Einer  Er^välniung  bedürfen  noch  die  symmetrischen 
nnd  die  ähnlichen  Polyeder.    Da  das  Volumen  einer  Py* 
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ramide  nur  von  ihrer  Höhe  und  dem  Flächeiiinhalte  ihrer 
Basis  abhängt,  wie  auch  letztere  gestaltet  sein  möge,  so 
folgt  augenblicklich ,  dass  symmetrisch  gleiche  Pyramiden 
die  nämlichen  Volumina  besÜEen;  ebendeshalb  sind  auch' 
die  Theile  inhaltsgleich,  in  welche  swei  symmetriBche  Po- 
lyeder zerlegt  weiden  können,  d.  h.:  Symmetrisch- 
gleiche  Polyeder  haben  gleiche  Volumina. 

Für  zwei  dreiseitige  Pyramiden  mit  den  Grundflächen 
prwad  fff  den  Höhen  h  und  h'  und  den  Inhalten  P  und  ist 

PiP'^^ffh'.ff'h', 
und  wenn  dieselben  ähnlich  sind,  so  hat  man  zugleich 

g-.g  li^y 
folglich  durch  Substitution  dieses  Verhältnisses 

P\P^=}^\K\ 
Statt  des  Verhältnisses  der  Höhen  kann  man  wegen  der 
Aehnlichkeit  beider  dreiseitigen  Pyramiden  das  Verhältniss 
zweier  ähnlich  liegenden  Kanten  a  und  ä  substituiren  und 
dann  ist  auch 

/>:/>'  — a»:«'*. 
Der  hierin  liegende  Sats,  dass  sich  die  Volumina  zweier 
ähnlichen  dreiseitigen  Pyramiden  wie  die  Würfel  eweier 

eotbprc'clicnden  Kanten  verhalten ,  hisst  sich  sogleicli  auf 
ähnliche  Polyeder  übertragen,  wenn  man  ähnliche  Polyeder 
als  solche  definirt,  deren  Grundflächen  ähnlich  sind  und 
deren  ausserhalb  der  Grundflächen  befindliche  Ecken  durch 
ähnliche  liegende  dreiseitige  Pyramiden  bestimmt  werden. 
Man  bemerkt  sehr  leicht,  dass  vermöge  dieser  Definition 
je  zwei  gleichnamige  Kanten  a  und  d ,  h  und  u.  s.  w. 
immer  in  demselben  Verhältnisse  zu  einander  stehen,  dass 
also  auch 

©•=G)=(I)'- 

sein  musß.     Nennen  wir  ferner      ,  .  -  •  die  Volu- 

mina der  dreiseitigen  Pyramiden,  durch  welche  die  Ecken 
des  ersten  Polyeders  der  Reihe  nach  bestimmt  werden  und 
bezeichnen  wir  mit  P'i,  P\,  die  entsprechenden 

Theile  des  aweiten  Polyeders,  so  ist  nach  dem  Vorigen 
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M  ergeben  sich  darauf  die  Beaiehaiigea 

A=(j)v„  «-(5)v.,   

oder  darch  Addition  und  Division  mit  P,^  -j-  P',  +  Z^',  +  . . . 

Die  im  Zählw  9tehende  Summe  ist  das  GesarnrntTolumen 

des  ersten  Polyeders,* welches  P  lieissen  möge,  im  Nenner 
komait  das  Voiumeu  P  des  zweiten  Polyeders  vor,  man 
hat  daher 

-^,s=?t.  oder  P:P'  =  €^  :a\ 
p  n 

d.h.:  Die  Volumina  zweier  ähnliehen  Poljeder 

verhalten  sich  wie  die  Würfel  zweier  entspre- 
chenden Kanten* 
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DRITTES  BÜCH. 
Die  raaden  Fl&clien  und  Köirper. 


Oiv-T. 

Die  Qestaitea  der  nuiuleu  Flächen  und  Körper» 


§.  19. 
Die  KugelfUclie. 

Wenn  sich  eine  Gerade  von  tin  veränderlich  er  Länge 
um  ihren  als  fest  gedachten  Anfangspunkt  so  herumdreht, 
dass  sie  suocessiv  alle  im  Räume  möglichen  Richtungeil 
annimmt  y  so  beaohreibt  ihr  Endpunkt  eine  .Flftche^  deren 
Punkte  Ton  jenem  feet^  Punkte  gleich  weit  entfefmt  Bind ; 
die  so  entstandene  Fläche  heisst  eine  Kugel  fläche,  der 
feste.  Punkt  ihr  Mittelpunkt  (Centrum)  und  die  der 
Länge  nach  unveränderliche  Gerade  ihr  Halbmesser 
(Radius);  durch  letateren  ist  die  KugeHläche  bestimmt. 
Die  n&mliohe  Fläche  entsteht  auch,  wenn  ein  Halbkrcfis  so 
lan^e  xim  seinen  Durchmesser  heinimgedreht  witd,  bis  er 
wieder  in  seine  ursprüngliche  Lage  kommt;  es  ist  in  diesem 
Falle  dar  Umfang  des  Halbkreises^  welcher  die  Kugelfläeho 
besehreibt. 

D»  sidi,  der  obigen  Erklärung  zufolge,  yom  Mittel« 

punkte  aus  nach  allen  möglichen  Richtungen  Radien  ziehen 
lassen,  so  giebt  es  eu  jedem  beliebigen«'Halbme8Ber  einen 
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anderen,  welcher  mit  ihm  in  einer  Geraden,  aber  entgegen- 
gesetst  li^gt;  zwei  »olcber  Halbmetser  bilden  jrasammen 
einen  Durchmesser;  alle  Dttrchmesser  sind  demnacb 

gleich  giüöö,  gehen  durch  den  Mittelpunkt  und  werden  von 
diesem  halbirt. 

Die  letztere  Bemerkung  zeigt,  dass  die  Kngelfläche 
eine  geschlossene,  d.  h.  eine  selche  Fläche  ist,  welclie 
einen  bestimmten  endlichen  Raum  nmschliesst;  man  nennt 
ihn  den  Kugel  räum,  oft  kurz  auch  nur  die  Kugel  schlechthin. 
Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  weiter,  dass  die  Kugelfläche 
keine  ebene  Fläche  sein  kann,  ob  aber  nicht  einzelne  i 
Theile  Ton  ihr  eben  sind,  bedarf  noch  der  Untersnchniig.  I 
Wäre  nnn  irgend  ein  Stück  der  Kugelfläche  eben,  so 
würde  man  in  dieser  Ebene  eine  Gerade  ziehen,  anf  letzte- 
rer drei  willkührliche  Punkte  J,  B,  C  wählen  und  die  Gre- 
rade  ABC  mit  dem  Kugelcentram  0  durch  eine  Ebene  ver- 
bnden  kOnnen;  man  hätte  dsom  in  einet  Ebene  di^i  anC 
einer  Geraden  liegende  Pnnkte,  die  von  einem  yiertsn 
derselben  Ebene  angehörigen  Punkte  0  gleichweit  (nm  AO 
z=i  Bü  =  CO)  entfernt  wären.  Hieraus  erkennt  man  die 
Unmöglichkeit,  eine  Oerade  in  der  Kugelfläche  zu  ziehen, 
woraus  weiter  folgt,  das  letstere  dnrchaas  gekrümmt  ist 

Bin  Punkt  kann  in  Beziehung  auf  eine  Kugelfläehe 
drei  verscliiedene  Lagen  haben;  er  liegt  nämlich  entweder 
in  dem  von  der  KugeiÜäohe  umschlossenen  Baume,  oder 
auf  der  Oberfläche  desselben,  oder  emllieh  ausserhalb  je» 
nee  BaimMa;  von  diesen  Fällen  findet  der  erste,  sweite 
oder  dritte  statt,  je  nachdem  die  Entfernung  des  Punktei 
vom  Kugelcentrum  kleiner,  ebenso  gross,  oder  grösser  als 
der  Kugelhalbmesser  ist. 

Die  Kugelfläcbe  und  die  Gerade.  Zieht  man 
durch  einen  im  Lnuern  der  Kugel  befindlichen  Punkt  eine 
Gerade,  so  muss  diese  die  Kugelfläche  mindestens  zweimal 
schneiden,  beim  Einti'itte  in  und  beim  Austritte  aus  jenem 
geschlossenen  Kaume;  wäre  auAser  diesen  Durchschnitten 
welche  A  und  B  heissen  mögen,  noch  ein  dritter  der  Ge- 
raden und  der  Kugelflädho  gemeineamer  Punkt  €  vothw* 
den,  ßü  müsstea  die  Endpunkte  der  lladien  OA^  OB,  OC 
in  einer  (Geraden  liegen,  was  nach  dem  Vorigen  unmöglich 
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ist;  d.  Ii.:  Eine  Gerade  kuiiu  mit  einer  Kugel- 
fläche höchstens  zweiPunkte  gemein  haben.  Eine 
derartige,  die  Kugelfläche  in  zwei  Punkten  A  und  B  «ohattl» 
denden  Gerade  heisst  eine  Secante  der  Kugel;  das  swi- 
sehen  Ä  tmd  B  liegende  Stück  derselben  eine  Kti|^el* 
sehne.  Denkt  man  sich  vom  Kugeljnittelpunkte  0  eine 
Senkrechte  OiV  aut  die  Sehne  AB  herabgelassen,  so  ent- 
stehen zwei  Dreiecke  AON  und  BON^  welche  vermöge  der 
Uebereinstiminuiig  in  swei  Seiten  nnd  einem  Winkel  {^AO 
^BO^  ONx>»ON^  LANO^LBNO^W)  congraent  sind ; 
man  hat  daher  unter  Benutaung  de»  Pythagorftisohen  Satses 

AB .  AN  =  2y(ÄÖ^ -  OW) 

oder  ffir  AB  =  a,  OA^r,  ON=c 

a  =  2yr*  —  cK 

Die  Zunahme  von  c  bedingt  hier  die  Abnahme  vou  d.  h. : 
Der  Durchmesser  ist  die  grosste  Sehne  und  die 
Sehnen  werden  um  so  kleiner^  je  weiter  sie  Yom 

Mittelpunkte  entfernt  sind. 

Lässt  mau  c  in  r  übergehen^  indem  man  die  Sehne 
parallel  ihrer  ursprünglichen  Lage  yenchiebt,  so  fallen  die 
Funkte  A  und  B  aoaammen  und  man  erhält  dann  eine  Oe- 
rade, welche  nur  einen  Pünkt  mit  der  Eugelflüche  gemein 

hat;  eine  solche  Gerade  heisst  eine  Tan  gen  te  an  der 
Kugelßäche  und  der  Funkt,  welchen  sie  mit  letzterer  ge- 
mein hat,  ihr  Berührungspunkt.  Ist  nun  ST  eine  solche 
Tangente  und  P  ihr  fierühmngspunk^  so  liegt  kein  Punkt 
▼on  ST  innerhalb  der  Kugel  (weil  sonst  die  Grerade  zwei 
Punkte  mit  der  Kugel  gemein  haben  mfisste);  P  liegt  auf 
der  Kugel  und  jeder  andere  Punkt  Q  von  ST  ausserhalb; 
es  ist  daher  für  jeden  von  P  verschiedenen  Punkt  Q  die 
Entfernung  OQ  >•  ÖP,  nuthin  OP  der  kleinste  Abstand  de^ 
Mittelpunktes  von  der  Tangente;  man  schliesst  daraus  den 
Satz:  Der  nach  dem  Berührungspunkte  einer  Tan* 
gente  gezogene  Halbmesser  steht  senkrecht  auf 
der  Tangente. 

Denkt  man  sich  durch  einen  Punkt  T  ab  eine  und  die- 
selbe Kugelflädie  zwei  Tangenten  gesogen ,  deren  Berüh* 
rungspunkte  P  und  P'  heissen  mögen,  so  stimmen  die 
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Dreiecke  TPO  und  TP'O  in  zwei  Seiten  nnd  einem  Winkel 
ftberein  (JösaJO,  OP=OP\  LOPT^LOP^T^W), 
4ax9tTk%  folgt  ihre  Oongniens  und  TP=TP',  d.  h.;  Alle 

von  einem  Punkte  an  eine  Kugeliiäche  gelegten 
Tangenten  sind  gleich  gross. 

Die  Kugeiti#icbe  und  die  Ebene.     Legt  man 
^nrcli  einen  im  Innern  einer  Kugel  befindlichen  Punkt 
Fig.  50.  eine  Ebene,  so  mnw  diese  die  Kugel- 

fiftche  in  einer  geschlossenen  Linie 
schneiden;  ein  Punkt  dieser  Durch- 
schnittslinie sei  Pf  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  heisse  0  und  ygn  ihm  aus 
sei  die  Senkrechte  ON^c  auf  die 
sehneidende  Ebene  geföllt ;  zieht  man 
noch  OP  =  r  und  j^P,  so  ist  in  dem  bei  N  rechtwinkligen 

Dreiecke  OI^P  ^  ^ 

NP=j/r'^df,  ' 
älso  NP  Ton  unveränderlicher  Länge ,  wo  auch  P  auf  der 
Durchschnittslinie  gewählt  sein  m5ge.  Hieraus  folgt,  dass 
letztere  ein  aus  dem  Mittelpunkte  N  mit  dem  Halbmesser 
— (f  beschriebener  Kreis  sein  mnss;  man  nennt  den- 
selben einen  Kugelkreis.  Diess  giebt  den  Satz:  Jeder 
ebene  Schnitt  einer  Kugel  ist  ein  Kreis,  dessen 
Mittelpunkt  durch  ein  vom  Kugeicentrüm  auf 
die  Schnittebene  herabgelassenes  Perpendikel 
bestimmt  wird.  Dnrch  Umkehrung  der  vorigen  Be- 
trachtung gelangt  man  leicht  noch  zu  den  folgenden  Sätzen: 
Die  Verbindungslinie  eines  Kugelkreismittei- 
punktes  und  des  Kugelcentrums  steht  senkrecht 
auf  der  Schnittebene;  eine  im  Mittelpunkte  ein^s 
Kugelkreißes  auf  der  Ebene  desselben  errich- 
te t  e  N  o  r  m  a  1  e  ge  h  t ,  I  i  i  I  I  r  e  i  c  h  e  n  d  V  e  r  1  ä  n  fif  c  r  t ,  dnrch 
das  Kugeicentrüm;  errichtet  man  in  den  Mittel- 
punkten sweier  nicht  parallelen  Kugelkreis^ 
Normalen  auf  deren  Ebenen,  so  schneiden  sielt 
diese  Geraden  im  Kugelmittelpunkte:  •  •  -  ^Äs^yrf» 
Der  Halbmesser  y^r*  —  des  in  der  Entfernung  e 
Hegenden  Kugelhalbkreises  wird  am  grössten  für  c  =  0, 
d*  h*  wenn  die  schneidende  Ebene  durch  das  Kugelcentmm 
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fBbt}  «1^.  üldm  Kreis«  httkit  ein  ^rdaiter  Kugelkrei»; 
Lftsit  iMin  die  solmeidende  Ebene  «i^li  mt^  oihI  mehr  von 

dem  Kugelmittelpunkte  entfernen,  also  c  wachsen,  so  wird 
der  Halbmesser  ^r*  —  &  immer  kleiner  und  geht  für  c^^r 
in  Kuli  über.  In  dieser  Lage  hat  die  Ebene  nur  einen 
Paukt  mit  der- Soifeiflfteke  gemein^  sie  keleat  dann  eine 
Bertthrungsebme  (Tangentialebene)  der  Kugel- 
iftche  und  der  gemeinschaftliche  Punkt  iet  ihr  Berüh- 
rungspunkt. Ist  nun  UV  eine  solche  Ebene  und  ihr 
Berührungspunkt,  so  liegt  kein  Funkt 
4er  Sbene  innerhalb  der  Kugel  (weil 
iCMist  Sbenfe  und  Kogel  eich  in  einem 
Kreise  schneiden  müssten),  jPUegtanf 

lier  Kugel  und  jeder  andere  Punkt 
der  Ebene  ausserhalb^  es  ist  daher 
für  jeden  von  P  verschiedenen  Punkt 
Q  der  Kbene  UV  die  Kntfenmiig  OQ  >  OP,  mitiiin  OP  der 
kleinste  Abstand  des  Mittelpunktes     von  der  Kbene  UV^ 

d.h.:  D  e  r  n  a  c  h  d  c  lu  B  e  r  u  h  r  u  n  g  s  p  u  n  k  t  e  e  i  n  e  r  T  a  n  - 
gentialebene  gezogene  Kngelhalbniesser  steht 
senkrecht  auf  der  Berührungsebene.  Durch  Um« 
kehrang  dieser  Betraohtnng  erhält  man  noch  folgende  Sätie: 
Die  Verbindungslinie  des  Berfibrungspunktes  und 
Kngelmittelpnnktes  steht  senkreehtanf  der  Tan« 
gentialebene;  eine  im  Berührungspunkte  einer 
Tangentialebene  anf  letzterer  errichtete  Normale 
geht|  hinreichend  yerlängerti  durch  den  Mittel- 
punkt der  Kugel;  erriphtet  man  in  den  Berüh- 
rungspunkten zweier  nicht  parallelen  Berfih- 
rungbebenen  Normalen  auf  denselben,  so  schnei- 
den sich  diese  Geraden  im  Kugelmittelpun kte. 

Man  kann  sich  die  Beröhrungsebene  auch  auf  die 
Wene  entstanden  denken^  dass  man  erst  eine  Tangente  PT 
an  die  Kugel  gelegt  und  damaf  den  rechten  Winkel  OPT 
um  OP  herumgedreht  hat;  in  der  That  kann  nämlich  jede 
in  der  Ebene  UV  durch  P  gelegte  Gerade  PT  nur  einen 
Punkte  mit  der  Kugel  gemein  haben,  weil  im  Gegenfalle 
die  Ebene  UV  mehr  als  einei^  Punkt  mit  der  Kugel  gmein 
baben  mOsste;  -diese  Ifisst  sieh  so  inudraeken,  dass  mt^ 
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mitfit  Die,  Berttlirttog«0<btiai« : M  ;#laer  Kugel 

Inbegriff  aiiwt  duoli  ilir*&  BjerUkrungsi- 
^anki  m^gliciieii  Tsngmie«  an  der  FllU^fae«'^  .  - 

A  Wir  erwähnen  noch  einige  Benennungen,  weiche  haupt- 
sächlich für  den  Fall  gelten,  wo  man  sich  die  Kugelfläche 
4iurch  Umdrehung  eines  Halbkreises  um  «einen  Durchmesa^ 
eotfttiiideii  denkt  Der  feste  Dagchmesoer  h^t  d«im  die 
Aehse  det  KugeU  ihre  En^^wskle  weiden  die  Pole  g«^ 
nannt  ^  jeder  grösste  Kreis ,  dessen  Ebene  die  Achse  is 
sich  enthält,  führt  den  Namen  Meridian,  jeder  Kugel- 
kreisy  dessen  Ebene  senkrecht  zitr  Achse  ist,  heisst  ¥lkf 
rallelkreis  and  der  grösste  Aller  Farallelkreise  dW 
Aeqnator.  Die  swei  Theile,  in  webbe ; die > fä^griVl^ 
durch  irgend  einen  Peveiielkreis  eerkgt  wirdi  "vllerm 
Kugel  kappen  (Calotten)  genannt;  das  zwischen  einem 
Parailelkreiöe  und  einer  der  zugehörigen  Kappen  entlial- 
tene  Voliunen  heisst  ein  Kugelabscbnitt,  (Kugelseg; 
ment)w  ZwA  Fernllelkreise  .bc^iUiMi  ein  Sixatk  der  Kur 
gdfiftohe,  eine  sogenannte  Engelieene,  das  ^swiscben  ihr 
und  den  beiden  Parallelkreisen  enthaltene  Volumen  heisst 
eine  Kugelschicht.  Dreht  man  statt  eines  Halbkreises 
nur  einen  Kxeisaasschnitt  um  einen  seiner  iiadien,  so  be- 
jBcbreibt  der  Bogen  ein  yen  einem  Parallelkreifft  b^gr^m^ 
Stfidc  der  KngeUUlAbe  (eine  Kappe),  das  gaope  entetandei^ 
Volnmen  ist  ein  soganaiaiter  jBLagelanssebnltjt  «pder  Kür 
geisector. 

Zwei  Kugelflächen, 

Verbindet  man  die  Mittelpunkte  zweier  Kugelflächen 
durch  eine  Gerade  und  legt  durch  diese  eine  beliebige 
Ebene^  so  echneidet  letztere  die  beiden  Flächen  in  grössten 
Kreisen}  umgekehrt  kasfn  inmn  eiebjede.nweiKngelflächeB 
4adurdli  eixeagt  denketii  dass.^wm  ün  einer ,£beiie  Upgeede 
Kreise  gleicbzeiljg  um  ihre  Centrale  gedreht  worden  sind. 
Vermöge  dieser  Bemerkung  ist  es  äusserst  leicht,  ^ie  für 
zwei  Kreise  geltenden  Sätze  auf  Kugelflächen  zu  übertra- 

;g«n  nnd  man  gelangt  dahidi  au  den  folgenden  Jäesultatefl^ 
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in  ipelche»  r  und  p  äj»  lUdieii  der  beiden  Kof  ^bt  ^x^^  0 

di^i  E^itieriiuiig  iiirer  Mittelpunkte  bezeichnet. 

Ist  r  —  so  liegt  die  eine  üugelftäche  ganjs  in- 

nerhail^  anderefi^  «4>  d^.»  ^eidid  kejuneii  Funkt  mit  ein» 
4ii4«r  gemein  ^bei»;  üllr  r*f  f  <<e  liefen  beijdio  FllksbeOi 
gleichfAilii  elme  e^aj^n  gemaiaschffftUchen  Funkt,  mfm 

Ist  entweder  r  —  Q=:e  oder  r  +  ^  =  e,  so  berühren 
üob  J^ejijLe  i^-ugeiiMü^oben ,  im  eratexi  ^ftU^  von  innen  ^  im 
npttlm  ira»:A|i89en|      iM^b/m  d«nn  «ber  keinen 

ir<üt<#e|i  Pi|9kit  mtt  einander  geipein. 

'  l9t  endKoh  entweder  r  —  p<€  oder  r  +  (»>tf,  so 
achneiden  sich  Jjeide  Kugeiflö-chen  und  zwar  in  einem  Kreise; 
die  gemeins<ihaftliche  Sehne  beider  rotirenden  Kreise  steht 
Klftli^  senkrecht  auf  ^et  Qeßirsile  und  beschreibt  daher 
flte^  sn  diesear  Aetp4en  «ncmale  Ebene;  die  £n^piiikkte 
dir  Sebae  dnrcblenfen  de>bei  in  jener  Ebene  einen  unfl 
denselben  Kreis,  dessen  Dur.cliine&äer  die  ßehae  iät. 

§•  21. 

Figuren  auf  der  jKugelfiäcbe. 

Analog  der  Planimetrie ,  welche  die  in  einer  Ebene 
constnxirten  Gebilde  unter  verschiedenen  Gesichtspunkten 
betraiolbleit,  läsat  sieb  ^ne  Theorie  der  auf  einer  Jiugel- 
fläche genti^^bne^ f iguren,  der BOgeii|uintec  spbärischeu 
Giginr^,  mifiiteUenj;  dasi  eine  solcbe  Spbärik  bei  nur 
migw  Aneßlbrlidikeit  sebr  nmlinglicb  werden  muM,  be- 
greift sich  leicht,  und  Wir  beschränken  uns  daher  auf  die 
GnmdzUge  derselben,  wobei  wir,  wenn  es  nicht  anders  be- 
Kietrki  wii:d^  immer  vorauBAetzen;  dass  alle  auf  der  Kugel- 
dtube  ge&egeiien  Linien  grdsite  »Kreite  md.- 

Zwei  grö98te  Kn»iee  echneldeii  eieh  in  swei  Punkten 
und  zerlegen  die  Kugelfläcbe  in  vier  Stücke  ^  von  denen 
jedes  ein  Kugelzweieck  heisst.  Je  zwei  einander  ge- 
genüberi^e^de  spbärische  Zweiecji^e  «ijad  x^pngruent ;  zwei 
«eben  «inaff^er  liegende  füllen  smiRiiiifnt  f&siß  Halbknge} 
JDm  .grumte  jKxeiie  mumnen  sedia  Dw^ 

idbnitte  wid  MfffUltn  die  Kugidfl^ube  in  iwbt  9t&ckp|  .top 

6* 
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ienen  jedes  ein  sphäriseheB  Dreieek  genaittl  irirf; 
man  bringt  die0e}ben'  am  einfaeheten  dadurch 

scliauuna:,  dass  man  aus  der  Spitze  cin(;r  drciseitiiren  Ecke, 
als  Mittelpunkt  genommen,  mit  einem  beliebigen  Halbmes- 
ser eine  Kngelfläche  beschreibt;  welche  die  Seite&ebeneB 
der  Ecke  in  gröisten  Kreisen  schneidet  Dem  analog  w 
steht  man  unter  einem  sphärischen  Vieleck  em 
beliebig  viel  Bögen  grösster  Kreise  bcgränztes  Stück  der 
KugelÜäche;  man  kann  dasselbe  dadurch  entstehen  lasseo, 
dass  man  ans  der  Spitae  einer  mehrseitigen  Ecke  mit  irgend 
einem  Halbmesser  eine  KngelflSehe  beschreibt,  welche  älfe 
Seitenebenen  der  Ecke  in  grössten  Kreisen  schneidet«  Die 
einzetnen,  das  sphärische  Vieleck  begränaenden  Bögen  siid 
dessen  Seiten^    die  Neigungswinkel  der  Seitenebenen 
heissen  seine  sphärischen  Winkel  oder  Hur  knns  seine 
Winkel.   Will  man  sich  nicht  erst  die  Seitenebenen  (die 
Ebenen  der  die  Seiten  liefernden  gröseten  Kreise)  nnd  de^ 
ren  Neigungswinkel  cotistruirt  denken,  so  kann  man  die 
sphärischen  Winkel   auch  dadurch  anschaulich  raachen, 
dass  man  an  den  Ecken  des  sphärischen  Vielecks  Tangen- 
ten  an  die  Seiten  legt,  wobei  jedoch  diese  Tangenten  in 
die  Ebenen  der  Seiten  fallen  müssen ;  die  Winkel  zwischen 
je  zwei  solchen  Tangenten  sind  dann  die  gesachten  Nei- 
gungs-  oder  sphärischen  Winkel, 

Vermöge  des  angegebenen  genauen  Zusammenhimges 
zwischen  den  körperlichen  Ecken  nnd  sphiarischeii  VisI* 
ecken  können  die  in  den  §§.  7  nnd  S  entwickelten  Mise 
luiiiüttelbar  auf  die  spliärischen  Vielecke  tibertragen  wer- 
den; da  schon  dort  die  kurze  Bezeichnung  „Seiten**  und 
^Wiukel'^  statt  ^^Kantenwinkel'*  und  |,Flächenwivkei''  hth 
nntat  wurde,  so  besteht  ^ie  Uebertragnng  einfiach  ^ttmm, 
.  dass  man  die  Worte  „dreiseitige  Bcke^  nnd  „mehrseitige 
Ecke"  durch  „sphärisches  Dreieck**  und  ^sphärisches 
Vieleck"  ersetzt. 

Legt  man  durch  die  drei  Spitzen  A,  Bf  0  eines  aphir 
Tischen  Dreiecks  eine  Ebene^  so  schneidet  diese  die  Kugel* 
6äche  in  einem  durch  C  gehenden  Kugelkreiee,  tob 

welchem  man  sagt,  dass  er  dem  s})härischen  Dreiecke  um- 
schrieben sei.  Der  in  der  Ebene  AMC  liegende  Mitt^punkt 
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diates'&eitefl  bbiM  Mf^,  so  ist  (nach  §.  19)  GM'  senkrecht 
auf  der  Ebene  ABC  und  da  Ausserdem  0*4  =s  Oi^c== 
AM'^BM'^  0M\  80  folgt  leicht  die  p-^  59  \ 

i6«0^ireDz  d^vDroiecke  AOM',  BOM'V'^  ^ 
^Mt*  wA  ä9»äw^iiie  eieicliheit  der-' 
gldktogfeiig«ä  WiBkel.  :Dio  YertHii- 
g-erunpf  der  Geraden  OM'  schneidet 
die  KugelHaehe  in  einem  Punkte  My  ^  ^"^ 
welchen  yiiw^tmt  A,   B,   (7  durch«' 
l|i0bäMfo&ii«iae  Vefbifiden;  wegen  der^^^^  ^ 
gUUi^Mii^kel  AOM,  909i,  OOM  «Irid^die  Böge&  AMy  BM, 
gleich  und  es  hat  also  der  Punkt  M  gleiche  sphä- 
rjlsche  EntlViTuiDL;  von  den  Ecken       B,  C.    Man  nennt 
daher  M  den  sphärischen  Mittelpunkt  oder  Pol  und 
^IM  ^=  Are  BM^äx^  CM  den  eph^Hs&hen  Halb^ 
«llMW.4ei»  tün  das  sphärische  DroiecM  iij^ib^sbhM^ 
ftfeyWK^  Htir^biH;  »all  die  sphärischen  Seiten  AB^  BC,  CA 
in  den  Puiikton  /K       i?*  und  verbindet*^ '  *;    Fig.  59, 
diese  Punkte  mit  M  durch   grösste  ^ '^'^  ^ 
Ereile';  'so  zerfällt  jedes  der  gleieb- '  * 
8clienkligetia>rei6cke  AMB  '^  BMO,  CMA'^  ^ 
•fft4swei^M9<)4igMieiite  reelAwIfiklige  Drel^  - 
ecke  und  68  stehen  folglich  die  Bögen 
Ml^i  MEj  MF  senkrecht  auf  den  Seiten 
nB^y'BC,  CA.    Man  findet  demnach  den  ^ 
iftfibMBeiy^»  Mittelpunkt  dee  Dfeieclm  ^  '  uv^^'^ih 
aMft^VfodttTcb)  dass  man^  den  Doriktehiäitk  3er  drd(  Bdgen 
aufsucht,  welche  die  Dreieckseiten  normal  halbiren;  letz- 
tere Construction  ist  der  für  das  ebene  Dreieck  giltigen  voll- 
kommen analog  und  gestattet  auch  eine  ähnliche  Berech* 
nimg,  die  wir  aber  in  dae* -vierte  B«ck  Terwäsen^müBsen. 

'Halbirt  man  den  Wmkel  i^'  des  sphäriscben  Dreieckes 
ABC,  indem  man  durch  OA  eine  den  Flttchenndtikel'bei  ä 
in  zwei  gleiche  Theile  zerfällende  Ebene  legt  und  diese 
erweitert,  bis  sie  die  Kugeitiäche  in  einem  grössten  Kreise 
sdineiijbt^'Bo  bat  jeder  Punkt  des  letateren  gleichen  sphä- 
rischen Abstand'  Ton  den  Seiten  AB  imd  ACf  wevon  mm 
sich  leicht  dadurch,  überaeugt,  dass  man  von  elftem  beliebi- 
gen Punkte  des  halbirenden  Bogens  sphärische  Perpendi- 
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kel  auf  AB  und  AC  herablässt,  wodurch  jederzeit  zwei 
congruente  Dreiecke  entetehen.    Ualbirt  man  auf  gleiche 

Weise  den  Winkel       so  bestimmt  der 
Durchschnitt  beider  halbirenden  Bögen 
einen  Punkt  iV,  der  von  allen  drei  Seiten 
des  Dreiecks  gleich  weit  absteht,  so  daas 
die  sphärischen  Entfernungen  Aö^,  NH^ 
NI  gleich  sind.    Man  kann  demnach  H 
-^A  als  sphärischen  Mittelpunkt  (Pol)  eines 
mit  dem  sphärischen  Halbmesser  NG  be- 
schriebenen Kreises  betrachten,  welcher 
die  Dreieckseiten  in  den  Punkten  Gy      I  berührt,  also  der 
dem  Dreiecke  einbeschriebene  Kreis  ist.  Sucht  man  dagegen 
den  Durchschnitt  der  Bögen,  welche  den  Winkel  A  und 
die  Nebenwinkel  von  B  und  C  halbiren,  so  erhäH  man 
den  Pol  dessjenigen  Kreises,  welcher  die  Verlängerungen 
von  ABf  AC  und  die  Seite  BC  berührt;  im  Ganzen  sind,  wie 
bei  dem  ebenen  Dreiecke,  vier  die  Dreieckseiten  berüh- 
rende Kreise  möglich.    Das  Bisherige  giebt  zusammen  den 
Satz:  Sowohl  um  als  in  jedes  sphärische  Dreieck 
kann  ein  Kugeikreis  beschrieben  werden. 

Ist  einem  Kugelkreise  mit  dem  Pole  M  ein  sphärischeß 
Viereck  ADCD  eingeschrieben,  so  wird  es  durch  die  sphä- 
rischen Radien,  MA^  MBy  MOy  MD  in  vier  gleicLschenyige 
Bphärische  Dreiecke  AMBy  BMC,  CMDy  DMA  serle|^;  in 
diesem  sind  die  Winkel  an  den  Grundlinien  gleich,  n&nilich 
LMAB  =  LMBAy  LMBC^LMCB,  LMCD==^LMDC, 

LMDA  =  LMADy 
die  Addition  dieser  Gleichung  giebt  bei  etwas  anderer  An- 
ordnung 

LMAB  +  LMAD  +  LMCB-^-LMCD 

=  LMBA'\'LMBC+  LMDC+LMDA, 

oder  kürzer 

A+C=  B  +  D'y 
d.  h.:  In  jedem  sphärischen  Kreigvirerecke  ist 
die    Summe    zweier    Gegenwinkel    gleich  der 
Summe  der  beiden  übrigen  Winkel. 

Man  kann  diesen  Satz  leicht  auf  eingeschriebene  Vier- 
ecke von  grösserer  Seitenzahl  ausdehnen,  und  zwar  sind 
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ik  UmmtL  müüagea  SohlüaiM  vdlüg  amdog  de»  !n  Thl»  I»- 
|b  K^/gegaben«!  RrtwuliUiuyiiy  der  nHgiMwiiw  Site,  k»* 
tils  Bvi  j^dein,  «inam  Kngelkr^iae  eisgaaekricN 

benen  sphärischen  Vielecke  von  gerader  Seiten- 
sahl ist  die  Summe  des  ersten,  dritten,  fünften 
■•  «•  w.  WiaJLela  gleioh  der  Summe  dea  Bweitea^ 
vioHaii,  aaokaten     a«  w«  Wiakela» 

•  Ditaaai  Tbaoraae  atoU  «bb  aadaraa  gegeottbar,  4aaa«a 
Ableitung  gleichfalls  so  leicht  ist^  dass  wir  sie  nicht  aus* 
einander  zu  setzen  brauchen^  nämlich :  Beijedem,  einem 
Kogeikraiaa  umschriebamen  sphärischen  Viel« 
aeke  .von  gerader. Seiteuftkl  iat  die  Smaime  dar 
ersten,  dritten,  fllafien  «•  w«  Seite  gleiok  der 
Summe  der  zweiteiii  vierten,  sechsten  u.  s«  w. 
Seite* 


§22. 

Vergleiokttng  der  {^l&chen  apbäriacber 

FigureB. 

Die  einfachste  qriifiriaohe  Figur,  das  Zweieck,  ist  ducok 
dea  Wuikcd  beaUnuBt,  den  ame  beiim  Sülm  mü  einaB» 
der  Inlden  und  den  wir  kon  de«  Winkel  dea  ZweiedDS 

nennen  wollen;  er  ist  leicht  dadurch  zur  Anschauung  zu 
brmgen,  dass  man  die  Verbindungslinie    'i^  pi^.  ei. 
AB  der  fipitaen  des  Zweieckka  als  Achae 
dar  Kogel  asiaiaht  md  den  sogahttcigeB 
Ae^vator  eenstruirt,  weleher  die  Seitett 
des  Zweiecks  in  den  Punkten  C  und  ß 
schneiden  möge ;  der  Winkel  zwischen  den 
Kugelradien  OC  und  OD  stellt  dann  den 
WiBkd  dea  Sweieeka  dar«  Zw^  anf  der* 
selben  Kugel  mit  dmselben  Winkel  con* 
ßtruirte  Zweiecke  können  durch  Drehung 
um  die  Achse  immer  zur  Deckung  gebracht  werden,  sie  sind 
daher  eongment  und  besitzen  folgliok  aaoh  gleiche  Fläciien. 

Schneidet  man  auf  dem  Aeqoator  einea  Zweiecka 
ACBKA  mehrere  gleiche  Bögen,  CD  =  DE  u.  a.  w.,  ab  nnd 
legt  durch  die  Punkte  D,  £...  neue  grösste  Kreise,  so  zer- 


fiÜU  dlM  Zweieck  in  eheiiso  viel  cougrueule  kleinere  Zweir 
eoke,  imd  imm  bei  jotea  Abtengugen  ein  geUuMe» 
wivd^  80  bleibt  miek  mn  Beefayeieek,  ,weldne  kleiiier  odM» 

grösser  als  die  übrigen  Zweiecke  ist,  je  nachdem  der  auf 
dem  Aequator  übrig  gebliebene  Bogen  kleiner  oder  grösser 
ab  die  Bögen  €J>=sI^£\x.  s.  w.  isL  -Man  schliesst  bierau» 
eehr  leicht,  dase  siok  ^i»  Fiäokeii  sveier  Zweneke  ebenee 
9iH  Ton  einander  iregdahmab  UiMen  als  die  Winke!  der 
Zweiecke;   diese  Operation  führt  aber  zur  Kenutnißs  des 
Verbältniases  der  Winkel,  weiches  dem  Flächenverhältnisse 
gleich  sein  mnee;  man  sagt  daher:  Die  Fläeken  iweiaitf 
mit  demselben  Halbmaseeür  Tereebeneni  Zwevi 
ecke  yerbalten  eioh  wie  deren  Winkel.   "  iiSÄiinii 
Betrachtet  man  die  ganze  Kugelfläche  ala  ein  Zweieck, 
dessen  Winkel  vier  rechten  Winkeln  gleich  ist,  so  folgt 
hieraus  der  Sata:  Die  Fläche  eines  Zweiecks  yer- 
hält  sich  aar  Kttgeioberfläche  wie  sein  Winkel 
an  Tier  rechten  Winkeln,  wofür  man  die  Formel 

w 

schreiben  kann,  wenn  m  den  in  Geraden  aoBgedrfiakten 
Winkel  des  ZweioekS|  Z  seine  Flftche  und  Sl  die  nn^elid* 
fige  Kugelfliehe  beseiehnet. 

Betrachten  wir  ferner  das  sphärische  Dreieck,  so  er- 
hellt unmittelbar,  dass  congruente  sphärische  Dreiecke 
gleiche  Flächen  b^itaen;  dagegen  versteht  es  sich  nicht 
ohne  Weiteres  Ton  selbst,  däse  aymmetriseh  •  glmhen 
sphärischen  Dreiecken  gleiche  Flächen  eukemmen.  -Bte- 
schreibt  man  aber  um  jedes  der  symmetrisch  -  gleichen 
Dreiecke  ABC  und  A'B'C  einen  Kreis,  so  zertäüt  jedes 
in  drei  gleichschenklige  Dreiecke  und  unter  diesen  k^mwi 
die  gleichnamigen  Dreiecke  AHB  nnd  Ä'JStB'^  BMC  und 

.  Fig.  62, 
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B'M'C'j  CMA  und  C'M'A'  wirklich  zur  Derkunn^  gebracht 
werden ;  woraus  unmittelbar  folgt ,  dass  in  der  That  auch 
symmetriscb- gleiche  Dreiecke  gieicbe  Flifcohen  betitieii. 
i '  Um  Ulm  das  Draleok  mit  dem  Zweieck  and  folglicb 
nkit  der  Kn^ebeiMelie  irerglelchen*  en  kduneh,  be- 
trachten wir  zunächst  zwei  grösste  Kreise  ASB  und  CSD^ 
welche  sich  auf  der  oberen  Halbkugel  Fig.  63.  ' 

in  8f  auf  der  unteren  in  T  schneiden« 
Ba  Mwohl  ASB  als  SBT  ein  Halber 
Umfang  ist,  00  bleibt  nach  beidersei* 
tiger  Wegnahme  von  SB  ^  AS=BT]  A\ 
aus  denselben  Gründen  hat  man  CS 
=  BT  und  AC=:zBB,  mithin  zwei  mit 
gleichen  Seiten  versehene  Dreiecke 

nnd  BBT.  Dieselbeh  sind  daher  entweder  congrueni 
oder  symmetrisch -gleich  (in  der  That  das  Letztere),  in  je- 
dem Falle  aber  von  gleicher  Fläche.  Durch  beiderseitige 
Addition  der  Dreiecksfläche  BSB  folgt  jetzt,  dass  die  Flä- 
chen ACS  and  BBS  zusammen  das  Zweieck  BSDT=  ASCT 
aasfülten;  man  lü^iin  diesen  Satz  so  aassprechen:  Schnei.- 
den  sich  zwei  grösste  Kreise  anter  irgend  einem 
Winkel  in  einer  Halbkugel,  so  ist  die  Summe 
der  auf  dieser  Halbkugel  einander  gegenüber- 
liegenden Scheiteldreiecke  gleich  einem  Zwei* 
ecke,  welches  jenen  Winkel  besitzt« 

Sei  ferner  ABC  ein  beliebiges  sphärisches  Dreieck, 
dcßsen  Seiten  bis  zum  Durchschnitte  mit  einem  beliebigen 
grössten  Kreise  DEFGHI  verlängert 
sind  und  dessen  Winkel  durch  die 
Zahlen  AfB,C  'm  Graden  aasgedrückt 
sein  mdgen«  Kadi  dem  yorigen  Satze 
machen  die  Flächen  ADE  und  AGB 
zusammen  die  Fläche  eines  mit  dem 
Winkel  A  construirten  Zweiecks  aus 
and  es  ist  daher^  wenn  wieder  Sl  die 
Kagelflttche  bezeicIAaet, 

^ADE^£^AGä=  ^ 


Fkr.  64. 


ebenso 


Digitized  by  Google 


A  Cäl+  A  €EF==  ~ 

Die  Suiunie  der  linker  Hand  verzeichneten  Flächen  beträgt 
eben  so  viel  als  die  Halbkugelfläche  ueb&tid.^  dopjjelt^a 
Dreieck&ü&ch^  ABC  uod  es  ist  daher 

4ß  +  2AABC    — ^  _  — xgöft—  •  4^^* 

mithin  A^Är~±b^£:zi!2!  lo 

oder  aach        ^iE£  A+ß+C^m\ 

i  52  360<» 
Nennt  man  den  UeberschusB  der  Winkelsomnie  über  zwei 
'rechte  Winkel  den  sphftrischen  Excees  eines  Dreiecks, 

HO  liegt  in  der  letzten  Formel  der  Satz :  J )  i e  Fläche 
eines  sphärischen  Dreiecks  verhält  sich  zur 
Halbkugelfläche  wie  sein  sphäri^aher  Exoess 
cu  vier  rechten  Winkeln« 

Ans  der  obigen  Formel  ergiebt  sich  femer  die  Be- 
dingung, unter  .wclcbcr  zwei  sphärische  Dreiecke  gleiche 
Flächen  besitzen,  nämlich;  Zwei  sphärische  Dreiecke 
Yon  gleicher  Winkelsamme  haben  gleiche  Flä* 
eben« 

§.23. 

'  Verwandlung  sphärischer  Vielecke. 

Zieht  man  in  dem  ( inem  Kugelkreise  eingeschriebenen 
sphärischen  Vierecke  ABCD  die  Diagonale  AC^  so  ist  nach 
dem  in  §.  20  erwähnten  Satz^  A  +  C^^B  +  D  oder 

L  BAC+  L  CAD  +  LBGA  +  l^ACD  ^B  +  B, 
woraus  folgt  LBAG^LBVA'^B^B-LCAD-LACBs 
Fig.  05.  oiii  Birgitts,  demselben  .KreiM  ein- 

gesdiriebenes  Vieredk  AB€D\  waches 
//'/y^^^^  D^i*  <56m  ersten  die  Ecken  A,  Bj  C  ge- 

fj/^  \\  A  mein  hat,  gilt  die  analoge  Besiehung 
r%>-^^    y  LBAC+LBCA--B 

\     B^^^^^^J  =ff—LCAB'—LACB\ 

\^  y    welche,  mit  der  vorigen  verglichen,  die 
 Gleichung 


~  91 

P-^^L  CAD  +  ^B'-^iL  €AD'+  LAQB') 

fi«fo«t|  kl  W^fle»  Ausg«dradkt  keiitot  dies:  Bei  allen 
upfalriteieii  Dreiecken,  Welehe  dber  der  nttin- 

liehen   Grundlinio  nach  derselben  Seite   zu  in  "  ' 
eineft  SLugelkreis  beschrieben  werden,  ist  der 
Untersohied  cwi»cJien  dem  Winkel  an  der  Spitse 
uttd  der  Summ«  der  an  der  Basis  liegenden  Win-' 
kel  nnTeränderlich. 

Um  zu  entscheiden,  ob  der  ausgesprochene  Satz  aus- 
schliesslich für  die  Dreiecke  gilt,  deren  Spitzen  auf  dem 
Kngelkreise  liegen^  oder  nickt,  v^ia- 
den  wir  einen  aasserbalb  oder  inner- 
halb des  Kreises  liegenden  Punkt  E 
oder  F  mit  A  durch  einen  grössten 
Kreis,  welcher  den  Kugeikreis  in  D 
s^neidet,  and  eonstiuiren  nodb  die 
gi  össten  Kreise  CD^  CE,  CF.  Wegen 
E<Py  LCAS^LCAD,  LACE>LACD 
ergiebt  sich  leicht 

E—{L  CAE  -j-LAa£)<J}-'{L  CAD  +  L  ACD) 
and  in  äfaniioker  Weise  wegen  F>J>f  LCAF^LCABf 
LA€F<LACD, 

F^{L  €AF+  L  ACE)  >  i>  —  (Z.  CAD  +  L  ACD) ; 
in  jedem  Falle  ist  also  die  Differenz  zwischen  dem  Winlcel 
an  der  Spitze  und  der  Summe  der  Basiswinkel  eine  andere, 
wenn  die  Spatoe  nidit  aaf  dem  Kngelkreise  liegt.  £s  gilt 
fyhßt  Mick  der  umgekekrte  Sats:  Wenn  über  einer 
and  derselben  Grundlinie  nach  der  nämlichen 
8eite  hin  sphärische  Dreiecke  construirt  wer- 
den, in  denen  der  Unterschied  a&wischen  dem 
Winkel  an  der  Spitae  und  der  Summe  der  Basis« 
Winkel  eine  nnTerftnderliebe  Grösse  behfilt,  so 
liegen  die  Spitzen  aller  jener  Dreiecke  in  einem 
durch  die  Endpunkte  der  Grundlinie  gehenden 
j^ugeikreise; 

£b  sei  fisraer  ABC  ein  über  der  Basis  AB  stehendes 
i^hArisdies  Dreieck,  dessen  Grundlinie  ea  einem  ▼ollstttn» 
digen  grössten  Kreise  ergänzt  ist;  die  Bögen  ABA^  und 
BABg  mögen  halbe  Umfängt,  mithin  A^  und  B^  die  so- 
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Fig.  67,  .    .\  genannten  Gegen  punkte  der  Funkte 
f:  — ^  und  ^  sein.    Die  Winkel  der  Drei^ 

^Jf^^^^^  ^^^^^         und  i^i^i'C  sollen  kurz  mit 

*'A"'^i¥r"  M  ^Ä<^'*=^i  LABQ^B^.  ±yiQB^O^ 

\  /\       \  /  bezeichnet  werden  tiii4  haben  folg  ende 
,    V- '  Beziehungen  zu  einÄader.    Es  ist  er* 
\..  dtens 

swftiteiiB  ^ 

^  =  ISO«  —  L        =«  Z.  ^i?, 

d.  i.  •  '  ' 

und  auf  gleiche  Weiae 

durch  Subtraction  der  leteten  awei.  OMehnngen  von  der 

ersten  folgt  ./•:.■ 

^1  —  (^i  +  ^0  =  ^  +  ^  +  ^  —  360»; 
es  bleibt  daher  die  Differenz  Ci  —  (^i  +  Bj)  dieselbe^  so 
lange  dk  Bnmine  A  +  B  +  C  eich  nicht  ändert.  Ilun  wis- 
sen wir  aber  aas  §.  21,  dsM  für  alle  Dreiecke  von  gleichem 
Flächeninhalte  die  Winkelsumme  ^  +  '^  + ^ '  wvorSädert 
dieselbe  ist;  behält  also  das  Dreieck dieselbe  Fläche 
und  dieselbe  Basis,  so  ist  in  dem  Dreiecke  AiB^C  der 
Unterschied  zwischen  dem  Winkel  an  der.  Spitze  und  der 
Summ  der  Basiswink«!  gteiohfoUs  unverfinderlich- und  die 
8pits6  €  desselben  kann  beliebig  aof  dem' durch  Ai, 
und  C  gehenden  Kugelkrcise  liegen.  Dies  gicbt  folgenden 
wichtigen  Satz:  Die  Scheitel  aller  iuhaltsgle ichen 
über  derselben  Basis  construirten  sphärischen 
Dreiecke  Hegen  in  eln^m  Sngelkreise-,  welcher 
darch  die  Geg^npndkie  de-r  Basisenden  geht; 
.  ebenso  umgekehrt:'  Bleibt  die  Grundlinie  eines 
sphärischen  Dreiecks  unveränderlich  und  be- 
wegt sich  sein  iScheitel  auf  der  Peripherie  eines 
durch  die  Qegenpnnkte  der  Basisenden  geben- 
den Eugelkraisesy  so  ä&dort  sieh>  amck  dio 
FlAche  des  Dreiecks  niebt.  < 
^  Den.  durch      Ai  und       gehenden  Kreis  wallen  wir 
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sur  Abkürzai^  den  ächeiteikreis  Henen;  er  ist  auf 
der  Kugel  D$a,  was  in  der  Ebene  eine  dureh  0  ftettUei 
EU  AB  gelegte  Oevade  s^n  Wirde. 

LftsBt  teän  O  mH      (oder      uneaminehMlen,  so  feli 

BC  in  den  halben  grössten  Kreis  BB^  über,  welcher  den 
Seheitelkreis  in  beriilirt;  das  Dreieck  ABC  degenerirt 
dann  in  diM  Zweieok  BfABBi^  -iw^^bes  ihm  an  Fläche 
gleidi  kommt.  '  *     •  - 

Wenn  nnn  ein  beliebiges  spbflrie^bes  Vieleck  ABCBEFG 
gegeben  ist,  so  kann  mau  durch  eine  sphärische  Diagenale 
AF  ein  Dreieck  davon  abschneiden,  AF  als  dessen  Ba^is 
ansehen'  und  den  «ngehdrigen  Sobeitelkreie  conatmiren; 
TffMteigevt  man  femer  eine  der  an  A  und  F  analoMienden 
Vieiecksseiten ,  etwa  EF^  bis  sie  den  Scheitelkreis  in  G' 
schneidet  und  verbindet  darauf  G'  mit  '  Fig.  68. 
A  durch  einen  grössten  Kreis,  so  lässt 
rieh  das  -abgesehnittene  Dreieck  AFG 
dnroh  daa  ihm  gleiche  AFG*  ersetoeni 
es  ftllt  dabei  die  Ecke  weg  nnd  an  ' 
die  Stelle  des  ursprünglichen  Vielecks 
ABCBEFG  tritt  das  eine  Seite  weniger 
ziOilende  Vieleck  iL9(7i^i?6^'.  Daan&m- 
Hche  Verfahret  iit  adbatveratändlich  mehnnala  nfloh  oiti*- 
ander  anwendbar  und  man  hat  daher  den  schönen  Saist 
Jedes  sphärische  Vieleck  lässt  sich  in  ein  Zwei- 
eck verwandeln;  welches  ihm  an  Fläche  gleich 
iat. 

.  ■  ■  : 

«.  24. 

Polyeder  in  und  um  die  Kugel. 

Wenn  man  delr  Analogie  nachgeht,  irelahe  sich  bisheir 
ewifliehen  den  Eigenschaften  der  Kugel  nnd  den  früher  ent* 

wickelten  Ei^^eiischaften  des  Kreises  gezeigt  hat,  so  kommt 
man  von  selbst  auf  die  Betrachtung  solcher  Polyeder,  deren 
Ecken  auf  einer  Kugelfl&che  liegen,  oder  deren  öeitentiächeB 
txnt  Kugel  berühren;* von  Polyedern  der  ersten  Art  sagt 
man,  das«  sie  der  Kugel  eingeschrieben^  von  denon 
der  zweiten  Art,  dass  sie  ilir  umschrieben  siftd^  di^ 


ehien  entspceobe«  den  die  iwdtfrcai  4m  Taagfi^Uen: 

Vielecken. 

L  Wir  bleibeii  sQnikhil  bei  der  itmmJlMg^a  Fjnwuik 
ilaiMo,  derai  Eokaa  A,      Ct  B  kekaen  mögeiu  Dmdi 

drei  yon  dieeen  PmikteD,  etwa  B 

und  C,  läsßt  sich  <  in  Kreiß  legen,  and 
weim  man  darch  den  ^llttelpunkt  itf 
deeaelben  eine  Senkrechte  ««f  der  Kbeie 
JBC  errwhtet,  eo  iü  jeder  Fttokt  P 
dieser  Normalen  gleich  weit  von  B 
und  C  entfernt,  wie  man  vermöge  der 
Congruenz  der  Dreieoke  AP£,  BPC^ 
OP^  ieieht  fiodeU  Ferner  km  dwfek 
drri  andere  'Pynmdeviecken ,  eM 
dttrcK  M,  €  und  D,  ein  Kreis  und  durch  dessen  Mittelpunkt 
N  eine  Normale  NQ  zur  Ebene  BCD  gelegt  werden;  jeder 
Punkt  von  NQ  bat  dann  wied^  gleiche  Entfernungen  vos 
B,  C  wad  D.  Spfanitten  sieh  m  MB  jond  SQ  in  einop 
Pnnkte  0,  so  wftrde  O  so  weh!  ^n  Ai  B,  als  von  A 
d.  h.  von  allen  Pjrrwnidenecken  gleich  weit  abstehen  lai 
es  wäre  dann  0  der  Mittelpunkt  und  OA^  OB^  OC^OD 
der  Halbmesser  der  umschriebenen  Kugel.  DasB  aber  MF 
nild  NQ  eich  in  der  Thai  lebneiden^  iieigit  folgiMide 
tva^^tang.  Die  Bjrajee  im  ABCmA  haben  die  fUm 
BC  gemein ;  fUlt  man  auf  diese  sowohl  von  M  als  von  if 
ans  eine  Senkrechte,  so  muss  sie  in  jedem  Falle  halbirt 
werden^  die  Perpendikel  von  M  auf  BC  und  von  N  auf 
schneiden  sich  daher  in  einem  Funkte  Der  Winkel 
MSB  ist  nnn  der  Neigungswinkel  der  Ebenen  ABC  und 
BCBy  die  Ebene  MSN  steht  senkrecht  auf  BC,  sowie  auf 
den  Ebenen  ABCj  S€D,  und  sie  muss  deshalb  die  Norma- 
len MP  und  NQ  in  sidbi  ej»thaitea*  Der  Umstand. ab  er  ^  dass 
MP  nnd  NQ  in  einer  Ebene  Ueg^,  neigt  iBi|ge(nbUcliJi<))^ 
dass  ein  Dnrchsebnitt  0  beider  Geniden  esirtirt*  -  Wir  ba- 
ben  demnach  den  Satz:  Um  jede  dreiseitige  Pj^r.a' 
mide  lässt  sich  eine  Kugelfläche  beschreiben; 
oder  auch:  Beschr.eibt  m^n  um  die  Seitenflächen 
einer  dreiseitigen  Pyramide  Kreise  und  «rrick* 
tei  in  4ereji  UitteiLptuiJcten  Norinalen  auf  des 
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Ebenen  derselben,  so  schneiden  sich  diese  vi  et 
Geraden  in  einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  der 
lUaschriebeaeA  Kugel. 

Itl  wiadsnua  ABCß  ^ne  dreiseitige  Pyramide  und  der 
Neigmigf  Winkel  der  Seitenflüdien  ABC  «nd  ABD  durch  eine 
Ebene  halbirt,  so  hat  jeder  Punkt  dieser  letzteren  Ebene 
gleiche  Entfernungen  von  den  Ebenen  ABC       F^.  70. 
und  ABBf  woTim  man  sieh  leicht  dadurch  9 
ibei¥«9igen  l^ssw,  dm  mm  dwdi  irgend  /f\ 
fiten  Punkt  der  winkelhslbirendei]  Ebene      /  o\ 
anf  ABC  und  ABß  Senkrechte  herablässt     /xf/  x\ 

und  durch  diese  die  Normalebene  zu  AB  jAl-M  

Iflgt .  In  lilinlicber  Weise  hat  jeder  Punkt  \Ji,y'^^''^^^ 
der  Sbese,  welche  den  Neigongewinkel  an  n 
dst  Kmte  il6^1ialbki|  gleidie  Ehitfonmngen  ym  de«  Seitoa- 
flächen  BCA  und  BCJJj  endlieh  i&t  jeder  Punkt  der  den 
Winkel  an  CA  halbirenden  Ebene  gleioh  weit  von  den 
Seitenflächen  CAB  und  CAB  entfernt.  Die  genannten  drei 
winkelhalbiü^endeQ  £b«anen  schneide»  sieh  in  eimeia  Pwkte 
Of  dessen  Atwtände  ven  allen  yier  Seileofittcheii  der  Py- 
issmide  gleich  sind;  nimmt  man  daher  0  als  Mittelpunkt 
und  einen  jener  gleichen  Abstände  als  Halbmesser  einer 
Kugel  ^  so  berührt  diese  die  Seitenflächen  der  Pyramide, 
d-h«:  \u  jede  dreiseitige  PyMmide  lUsst  sich 
eine  Kngelfläeke  bcschreil>en,  eder  auch:  Die 
sechs  Ebenen,  welche  die  Flüchenwinkel  einer 
dreisei tijn^en  Pyramide  halbiren^  schneiden  sich 
in  einem  Punkte,  dem  Mittelpunkte  der  einge- 
schriebenen  KugeL  fialhirt  nan  niekt  die  an  c^r  Ba^ 
sls  liegenden  Flftofaenwinkel  selbst,  sendem  ilm  Kebea* 
Winkel;  so  gelangt  man  zu  einer  Kugel,  welche  eine  Seiten- 
fläche, etwa  ABC,  und  die  Erweiterungen  der  übrigen  Seiten- 
flächen berührt)  solcher  neuer  KugelMchen  giebt  es  vieri 
im  Gamsen  aise  fünf  JCugebv  welohe  ici«r  geigäbeoe  fibeusn 
berühren* 

U.  Man  erhcnnt  aus  dem  Vorigen,  dass  sich  um  oder 
in  ein  Polyeder  von  mehr  als  vier  Ecken  im  Allgemeinen 
keine  Kugelfläche  besehreiben  lässt,  dass  vielmehr  beson* 
dere  Bedingungen  hieran  gehören  |  ietatere-  sind  aber 
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4en  regalftreil  Körpern  iBimer  erlülit,  wie  wir  mok  seigea 
wollen. 

Von  den  in  einer  Ecke  A  saMSimenetOBraBden  Seiten^ 
fliielien  eine«  regelmAtsigen  Polyeders  betrsofaten  wir  drei, 

.^BC,  ABD,  ACE,  dieselben  sind  congruent  und  gegenein- 
ftfider  um  gleiche  Winkel  geneigt,  also  der  Fläch enwiakel 
■   'Fig.  TL  i  ^an  AB  gleich  dem  an  AO'^  ferner 

f  ;         f  '  '  '     ^      Mittelpunkt  dee  um  AB€ 

beeehHMienen  KreieeB|*ebemo  N  der 
Biittelfranki  von  ABD»  LaBsen  wir 
von  M  auf  AB  eine  Senkrechte  her- 
ab, so  ist  ihr  Fusspunkt  S  der 
Halb  Irungspunkt  von  jiS  f  ebesse 
'  wttrda  eine  Senkrechte  Ton  auf 
JB-^  Meiere  G^erade  gleichfalls  halbiren  «nd  daher  trefiea 
die  Perpendikel  von  M  und  von  N  auf  AB  in  einem  Punkte 
S  zusammen;  LMSN  ibt  nun  der  an  der  Kante  AB  liegende 
Neigungswinkel  und  die  Ebene  MSN  normal  zu  AB^  sowie 
an  den  Bbenen  ABC  and  ABB,  Errichtet  man  in  M  und 
N  Senkrechte  auf*  den  Ebenen  ABC  und  ABB*f  so  Uegea 
diese  Normalen  in  einer  Ebene,  nftnlich  MSN,  sie  scbDei- 
den  sich  daher  in  einem  Punkte  0,  welchem  folgende  Eigen- 
schaften zukommen.  ,  >J;jI 
>  '  ^Zieht  man  OS^  80  entstehen  zwei  congruente  t)reiecke 
Oi^xmd  OlfS  (iregea  OS^OS^  MS^NS,  LMt:=LN=sW) 
Und  es  ist  daher  GM  ON^  d.  h.  0  gleich  weit  von  dea 
Ebenen  ABC  und  ADD  entfernt.  Um  nun  zu  entscheiden, 
ob  0  auch  ebenso  weit  von  der  dritten  Ebene  ACE  entfernt 
ist)  Ifussen  wir  von  0  auf  ACE  die  Senkrechte  OP  herab, 
legen  durch  GM  und  GP  die  Ebene  MGP^  welche  AC  noF 
mal  in  T  schneide^  aiahen  MT  und  PTf  wodurch  der  Nei* 
gungswhikei  MTP  gebildet  wird,  und  haben  dann  snr 
Vergleichnng  der  Vierecke  ÜAISN  und  OMTP  die  Data: 
Oir=  üMy  MS^MT  (weil  ifj  senkrecht  auf  ^Cund  ABC 
ein  regelmässiges  Polygon  ist),  LOMS^LGMT^Wy 
L  GNS^  L  GPT^  L  MSN^  L  MTP  (wegen  der  Regel; 
mSesigkeit  des  Körpers).  Ans  der  Gleichheit  fönf  entspr^ 
cheud*  r  Stücke  f(dgt  die  Congruenz  der  \'ierecke  OMSN 
und  OMIP  und  daraus  ÖN^  OP,   Demnach  ist  0  von  dar 
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Sheaa»  ACE  «benao  weit  wie  tob  den  Ebenen  A£0  und 
ABP  eatfernty  und  man  wfirde  auf  ähnliche  Weiee  seigen, 

dass  0  der  Reihe  nach  gleiche  Abstände  von  allen  Seiten- 
flächen des  Polyeders  besitzt;  es  ist  daher  0  der  Mittel- 
punkt der  in  das  Polyeder  beschriebenen  Kugelfläohe  und- 
Oifs ONsstOP.,^  ihr  Haibmeeeer/  Da  ferner  am  nahe 
liegenden  GvOnden  P  der  Miilelpiinkt  dee  um  ACE  beBehrie- 
benen  Kreises  sein  muss,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Er- 
richtet man  in  den  Mittelpunkten  der  Seiten- 
flächen eines  regelmässigen  Polyeders  !Norma<^ 
len^  eo  schneiden  sieh  dieae  im  Mittelpunkte  der 
eingeschriebenen  Kugelfl&che. 

Denkt  man  sich  ferner  0  mit  A.  B  imd  C  verbunden, 
SO  entstehen  die  in  zwei  Seiten  und  dem  ein^a^schlossenen 
Winkel  übereinstimnienden  Dreiecke  OMA^  OMB^  OMC,  es 
ist  daher  OA^OB^  OC,  d*  h.  O  gleichweit  von  den  Ecken 
der  Seitenfliehe  ABC  entfernt.  Auf  gleiche  Weise  ergiebt 
sicli  OA  =  OB  =  OD,  mithin  00=01),  ao  dass  0  von  den 
vier  Punkten  B ,  C,  B  gleich  weit  entfernt  ist.  Ferner 
ist,  wenn  OE  gezogen  wird,  ON  =  OP  (nach  dem  Vorigen), 
L  ONB  t=:^  L  OPE^W  i^d  HD^PE  (weil  P  als  Mittel- 
fmhkt  des  Polygons  ACE  betrachtet  werden  darf);  die 

Dreiecke  OND  und  OPE  sind  also  wiederum  congruent,  es 
folgt  daraus  OD^OE  und  es  ist  dalier  0  von  den  fünf 
Punkten  A,  B,  C,  B,  E  gleichweit  entfernt«  Diese  Schluss- 
weise führt  leicht  weiter  m  dem  allgemeinen  Resultate: 
Nicht  nur  in,  sondern  auch  um  ein  reguläres  Po* 
lyeder  kann  eine  Kugel  fläche  beschrieben  wer- 
den^  und  zwar  sind  beide  Kugelfiächan  concen- 
trtsch. 

S.  25. 

Bie  Oylinderfläche. 

Bewegt  sich  eine,  in  ihrer  ganzen  unendlichen  Aus-  . 
dehnung  gedachte  Gerade  so,  dass  sie  immer  durch  die 
Peripherie  eines  fest^  Kreises  geht  und  gldchaeitig  einer 
bestimmten  Oeraden  parallel  bleibt,  so  beschreibt  die  be- 
wegliche Gerade  eine  Fläche^  welche  Kreiscylinder- 
fläche  heisst;  den  festen  Kreis  nennt  man  die  Leitlinie 
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(Di rect rix)  demselben  und  die  durch  deii  Mittelpunkt  pa- 
rallel der  unveränderlichen  Kichtung  gelegte  Gerade  ihre 
Aohse.  In  dem  speciellen  Falle,  -wo  die  bewegliche  Ge- 
rade senkreoht  cor  Eheiid  der.Direotrix  bleibt;  flüiTt  die 
CSylindeirflielie  den  Namen  der  geraderi.  Ereie^liiidev- 
fläofae;  da  sie  die  einzige  unter  den  Cylinderfrachen  ist, 
deren  Eigenschaften  sich  mit  einiger  Vollständigkeit  auf 
elementarem  Wege  ermitteln  lassen,  ao  werden  wir  uns  im 
Folgenden:  auf  d^  Untersuchung  dieser  besonderen  Fläehe 
ImdurAnken  ilnd  *ie  dift  Ojlmderiiiehe  Bobleobfchini  ndnneid. 

AnM.  der .  oben  ai^edeaieten  fintaiehiing-  •  der-  Cylindetf- 
fläche  geht  hervor,  dass  jeder  Punkt  der  beweglichen  Ge- 
raden, also  auch  jeder  Punkt  der  Cylinderfläche,  in  immer 
gleicher  Entfernung  von  der  Achse^  bleibt,  oder  dass  er 
l>ei  dem  FöHrückcfti  der  Xieraden  etnea  Kreis  dttDcbliafty 
.dessen  Ebene  der  Ebene  der-Direotrix  .jßmrallely  dessen-Ba- 
dius  dem  Halbmesser  der  Leitlinie  gleich  und  dessen  Mittel- 
punkt in  der  Achse  liegt;  demzufolge  entsteht  die  Cylinder- 
lläche  auch,  wenn  man  von  zwei  parallelen  .Geraden  die 
.eine  fest  bält  und  die  andere,  siBtfnmt  der  Ebene  beid^ 
FarälleleQy  um'  die  feste  GeMde  bennodrdbl^  bis  .sie  «ried«^ 
in  ibre  ursprUngliobe  Lage  kokniiit»'  Begrädst-nian  diel  bei- 
den Parallelen  dadurch,  dass  man  sie  als  Gegenseiten  eines 
Kechtecks  nimmt,  so  wird  nur  ein  Theil  der  Cylinderßaebe, 
ein  «(genannter  C  y  linder  man  tel  erzeugt;  die  beiden 
üftbfigen  ß^ten  4es  rotieendesi  ReoSbtecks  besebreiben  pa- 
rallele und  eongruenteEreiBey. deren'  Ebenen  rait>deni  C^- 
Itudefmantel  zusammen  einen  geschlossenen  Raum  bogrän- 
nen ;  letzterer  heisst  das  Cy linder voluraen,  der  eine 
jener  taralleikreise  die  Basis  (Grundfläche)  des  Gf- 
linders  und  die  Entfernung  beider  Parallelkreise  seine  Höhe. 

Die  Oylind^rfläche  und  die  Gerade.  Dem  Vo- 
rigen zufolge  lassen  sich  auf  der  CyHnderfläcbe  nach  einer 
bestimmten  Kichtung  Gerade  ziehen,  weil  jede  durch  einen 
Punkt  der  Directrix  parallel  zur  Achse  gelegte  jGrerade  als 
die  in  irgend  einer  ihrer  Lagen  befindliche  rotirende  Ge- 
rade betrachtet  werden  kann  imd  mithin  alle  ütre  Punkte 
^  angJeicb  Punkte  der  Flfiebe  sein  rokslen.  Zieht  man  da- 
p^e^  durch  einen  im  Innern  oder  ausserhalb  der  Directrix 
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wtigfe  0«t«de  UbcMlII  glefdbito  Altotaad  toq  der  Ach«e  nad 

zwar  ist  derselbe  kleiner  oder  grösser  als  der  Halbmesser 
der  Directrix,  woraus  augenblicklich  folgt,  dass  kein  Funkt* 
dieser  Parallelen  auf  der  CyliDdei£äohe  liegen  kann;  man 
kat  daher  den  Bat«:  Paralielten  stir  Oylindisra.chBe 
haben  entweder  alle  Pankie  eder  keinen  Punkt 
mit  der  Cy Ii n derf I äch e  gemein,  und  zwar  findet 
der  erste  oder  zweite  Fall  statt,  je  nachdem  die 
Entfernung  der  Parallelen  von  der  Gjlinder- 
aoiiee  gleich  dem  Halbtneaaer  der  J>irtetrix  ist 
o'der  niebt,  .    .    i  ,  .-j 

■ '  Um  ferner  die  Lage  einer  der  Achse  nicht  parallelen 
Geraden  beurtheiien  zu  können,  projioiren  wir  dieselbe  auf 
die  Ebene  der  Directrix^  verbinden 
trir  B.  swei  Ponkte  A  und  B  der 
Cylinderfiäcbe  dnreb  eiiie  Gerade 
und  nennen  A'  und  die  Projec- 
tionen  von  A  und  B,  so  ist  A  B' 
die  Projeetion  von  AB,  zugleich 
Uegen  die  €kradea>  AA'  und  BB' 
anf  der  Ft8che.-  Vön  einem  diittten 
Pnnkte  C  der  Geraden  AB  fällt  die  Projeetion  C  auf  A'B'', 
läge  nun  C  auf  der  Cylinderfläche,  so  müsste  dies  mit  der 
Geraden  CC  ebcDSO  der  Fall  seiö,  -mithin  wäre  C 
Fonkt  der  Directriz;  dies  ist  Isber  unmdglich,  weil  drei 
Punkte  nicht  gleichzeitig  wai  einer  Geraden  vmd  anf  einem 
Kreise  liegen  kennen.  Man  erkennt  hieraus,  dass  eine  der 
Achse  nicht  parallele  Gerade  höchstens  2wei  Punkte  mit 
der  Cylind6i^äche  gemein  haben 'kann;  demzufolge  lassen 
eich  nicht  üach  .alleh  Bichtongen  hin  Gerade  auf  der  Oy- 
Hnderiftcbe  üieheii,  und  daher  iist  letstere  eine  krumme 
Fläche. 

Wenn  die  Gerade  A'B'  zur  Tangente  an  der  Directrix 
wird;  wenn  also  die  Punkte.^'  und  B'  zu  einem  Punkte 
J^'  Busammenfaliett;  so  yereimgen  sich  auch  A  und  B  Eia  _ 
einem  Pnnkte  B;  jeder  Ten  P'  yerschledene  Punkt  E'  der 

Tangente  B'E'  liegt  nun  ausserhalb  der  Directrix,  die  zu 
senkrechte  Gerade  ir  i;  mithin  ausserhalb  der  Cyiinder- 

7* 
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fläche,  folglich  auch  der  Punkt      von  welchem  ^'  die  Pro- 
jection  i»t^  ausserhalb  der  Flache.    Die  Gerade  VE  hat 
jetxt  nur  noch  einen  Punkt  B  mit  der  Cylindesfittofae  gs- 
tnein  und  faeiMi  dann  Tangente  an  letirterer;  der  gemeiii^ 
same  Punkt  ist  der  Berührungspunkt.        '      t  -  ;S 
Rückt  die  Gerade  A'B'  noch  weiter  weg,  so  dass  sie 
keinen  Punkt  mit  der  Directrix  gemein  hat,  so  liegt  nach 
derselben  Schluss weise  auch  jeder  Punkt  von  AB  ausser- 
halb der  OjlinderobeiAftche*  ^Demgsmäis  haben  inr  fol- 
genden 8atz:  Eine  der  Achse  nicht  parallele*  Qe^ 
ra.de  muss  die  Oy  lind  erf  läche  entweder  in  zwei 
Punkten  schneiden,    oder  in  einem  Punkte  sie 
berühren,  oder  ganz  ausser  ihr  liegen;  von  die- 
sen Fällen  findet  der  erste,  tw^eite  oder  dritte 
Btatt|  je  nachdem  die  Projootion  der  Geraden 
auf  die  Directrixebehe  die  Leitlinie  schneidet, 

berührt,  oder  völlig  ausschliefst.    '   '     "     ■  ■■ 

Die  Cylinder fläche  und  die  Ebene.  Denkt 
man  sich  durch  die  beiden  Parallelen  AA'  und  BB'  eine 
Ebene  gelegt^  so  hat  diese  mit  der  Cjlinderfillche  di^  bei- 
den Oeraden  AA*  und  BB^  gemein,  sobald  AB  die  Fläche 
schneidet;  dass  ater  ausserdem  kein  Punkt  der  Ebene  auf 
der  Fläche  liegen  kann,  erkennt  man  auc^enblicklich,  wenn 
man  den  willkührlichen  Punkt  C  als  zur  Ebene  AA'B'B 
gehörend  betrachtet.  Wird  femer  A  B'  8ur  Tangeute  B'E\ 
so  hat  die  Ebene  BB'ß'B  nichts  als  die  Gerade  BB'  mit 
Fig.  72.  '      Oylinderfiiche  gemem  und  man 

sagt  dann,  die  Ebene  berühre  die 
)M  Fläche  längs  einer  Geraden  (BB ') ; 
I  wenn  endlich  die  Gerade  A'B'  aus- 
serhalb der  Directrix  liegt;  so  ha> 
ben  die  Ebene  und  die  Flüche  kei- 
nen  Punkt  gemein.  Zusammen  giebt 
dies  den  Satz:  Eine  zur  Cv- 
ilndcrachse  parallele  Ebene  muss  die  Fläche 
entweder  in  zwei  aur  Achse  parallelen  Geraden 
schneiden,  oder  längs  einer  Parallelen  sur  Achse 
berfifaren,  oder  gana  ausser  Ihr  liegen^  yon  die- 
sen Fällen  tritt  der  erste,  aweite  oder  dritte  ein, 
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je  nachdem  die  £bene  die  Directrix  echneideti 
berührt  oder  gänslich  ausBchliesst. 

Eine  sar  Achee  nicht  paralleie  Ebene  schneidet  noth- 
wendig  die  Achse,  mithin  auch  die  Cylinderfläche.  Dabei 
sind  aber  die  beiden  Fälle  zur  unterschei-  rig.  73. 
den,  ob  die  Ebene  auf  der  Achse  senkrecht 
lieht  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  sei  €  der 
Mittelpüiikt  der  Directriz,  P  der  Funkt,  in 
welchem  die  der  Directrix  parallele  Ebene 
die  Achse  schneidet  und  CPQD  eine  durch 
die  Achse  gelegte  Ebene,  welche  die  Fläche 
in  der  Geraden  PQ  schneidet.  Nach  dem 
Früheren  ist  PQ//CD^  wegen  des  Parallelismus  beider 
Ebenen  CP/lDQj  mithin  CPQD  ein  Parallelogramm  (spe- 
deller  ein  Rechteck)  und  folglich  DQ  =  CP^  d.  h.:  Jeder 
Eur  Achse  der  Cylinderfläche  senkrechte  Schnitt 
ist'  ein  Kreis. 

Bei  jeder  anderen  Lage  der  schneidenden  Ebene  ent« 
steht  eine  geschlossene  krumme  Linie,  die  sich  wesentlich 
vom  Kreise  unterscheidet^  wir  werden^ sie  im  nächsten 
Capitel  weiter  untersuchen, 

§•  26. 

Cylinder-  und  Kugelfläche. 

Sehr  maamichfaltig  sind  die  Tcrschiedenen  Lageni 
welche  eine  Cylinder-  und  eine  Kugelflftche  gegeneinander 
haben  können;  man  bringt  dieselben  am  bequemsten  da- 
durch zur  Anschauung^  dass  man  durch  die  Achse  des  Cy- 
linders und  durch  den  Mittelpunkt  der  Kugel  eine  Ebene 
weidie  die  Kugel  in  einem  grössten  Kreise  und  die 
Ojlinderfiiche  in  zwei  parallelen  Geraden  schneidet.  Die 
Frage  nach  den  möglichen  Lagen  der  Kugel  gegen  den 
Cylinder  reducirt  sich  dann  auf  die  einfachere  Frage  nach 
den  verschiedenen  Lagen  eines  Kreises  gegen  zwei  parallele 
öerade*  Hiemach  gelangt  man  leicht  zur  Unterscheidung 
der  folgenden  Fälle. 

1)  Die  Kugel  liegt  ganz  innerhalb  des  Cylinders  und 
zwar  so,  dass  beide  Flächen  keinen  Punkt  gemein  haben. 
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.  .2)  IHe  Kugel  liegt  gaos^  inn^balb  4^  C^IMmA«^ 
und  berührt  dieBelbe  in  einem  Punkte. r-^  t^ho  nH»^  >fl 
3)  Die  Kugel  liegt 'so.  inneriialb  der /GyUnderfiftcfae, 

dass  sie  letztere  iu  einem  Kreise  berlilirt.  Dieser  Fall  tnit 
ein,  wenn  die  Halbmesser  beider  Flächen  gleich  bind  mj^^ 
der  Mittelpunkt  der  Kugel  auf  der  Cylinderachse  liegt, 

:  4)  Die  Kugel  iet,.  ohne  ^ii^  Cyliniterflli,clie  ijrgenifrMi 
SU  berühren  y  mm  Theil  innerhalbwdoA  Qyl^i^^  enthalten 
und  liegt  zum  andern  Theile  ausser  ihr 5  beide  Flächeu 
schneiden  sich  dann  in  einer  gescbloaseQ^n  nicht  ebenem 
krummen  Linie. 

5)  Di«  Kugel  .b\e];U^rt  die  Cylinderfl/jk^he  »n  der  Innea^ 
Seite  und  schneidet' fie  iip  Uebr^en, 

6)  Die  Kugelfläehe  schneidet  die  Oylinderfiftcbe  zwei- 
mal, 80  dass  zwei  getrennte  Durcliichnittöliniea  entßtehen, 
von  denen  jede  für  sich  geächiossen  ist. 

7)  Die  Kugelfläche  berührt  die  Cylinderfläche  voi^ 
Aussen  in  eiueoa  Punkte  uud  hat  sonst  keiann  Pustkt  ireiter 
luit  ihr  gemein.  .....  .  j 

8)  Die  Kugelfläche  liegt  ausserhalb  der  Cylinderfläche, 
ohne  auch  nur  einen  Punkt  mit  ihr  gemein  zu  haben. 

Die  Untersuchung  der  in  den  Fällen  4,  5  und  Ö  ent- 
stehenden krummen  Durchschnittslinien  übersteigt  die  Kräfte 
der  Elementargeometrie,  doch  werden  wir  im  letaten  Ab- 
schnitte dieses  Werkes  seigen,  wie-  diO' Projection^  der 

betreffenden  Linien  construirt  werden  küiinen.         ■  ^ 
fU5  ,  ... 

•  Endlich  würden  noch  die  möglichen  gegenseitigen  La- 
gen sweier  Oy  linderflächen  zu  erörtern  sein.  Dieee  Unter- 
suchung hat  in  dem  Falle  keine  Schwiengkeit,  woi  4ifi 
Achsen  beider  FUchen  in  einer  Ebene  liegen,  sie  reduciit 
sich  dann  auf  die  Frage  nach  den  möglichen  gegenseitigen 
Lagen  zweier  Paare  von  Parallelen;  sind  dagegen  die  bei- 
den Achsen  nicht  in  einer  Ebene  enthalten ,  so  wird  di^ 
Sache  zu  umständlich,  als  dass  wir  sie  hier  ecledigen  köniQ 
ten;  doch- wird  auch  hier  der  letste  Abschnitt  in  jedjM^  gffe 
gebonen  speciellen  Falle  die  Entscheidung  liefei^.^ 
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.  '  ^  WidwA'  ttiiifl  im  iliraii  ^Mse&  ilnendUcbon  Anadeh^ungi 
gedachte  Gerade  sieb  in  der  'W4i8e<  bewegt,  da«e  «ie  dii» 

P^ripheri^  eines  Kreises  dürchläuft  und  gleichzeitig  durch 
einen  festen,  ausserhalb  des  Kreises  liegenden  Punkt  geht, 
\^e$^eibU  sie  eine  sogenannte  Kreis-Kegel  fläche^ 

der  gagflbctM  Kreis  faeM  diß  lAeitlinie  (Pii;eoirix)| 
£sal9  Punkt  deor.rMitt^lpankt  der  Fiäohe  (letaiere 

Benennung  hai  darin  ihren  Grund ,  dass  die  Fläche  aus 
zwei  congruenten  einander  entgegengesetzt  liegenden  Thei- 
\w  besteht,  die  nichts  weiter  als  jenen  Punkt  mit  einan^r- 
gfjtt^  baben)i  die  £^erade  endlicb.^  wel^  das  G««fttrQi«i 
d»i^*  LeiUiDie  mit  dem  ^  Hillelpimktis.  der  FUi^lie  verbiad&ti, 
wird  die  Achse  der  Fläche  genannt. 

Im  Folgenden  setzen  wir  immer  voraus,  dass  die  Achse 
]|l^Maiaai.aur  Ebene  der  Directrix  sei;  die  Fläche  heisst  dann 
eini^  garade.  Kieiski^dlfiiek^.^ideir  Keg^lfläebo  aekleohi- 
kva»  Dieselbe  ejitstekfc  atioh^  wenn  ein  feehiwinkliges  Drei^ 
eck,  dessen  eine  Kathete  und  Hypotenuse  unendlich  vor- 
iSiOgert  sind,  um  die  verlängerte  Kathete  gedreht  wird,  bis 
e#  wieder  in  seine  urspriuigliche>  Lage  kommt;  die  festr 
gekitUiQAe  Kalhetfl:iei.dan&  die  Aohsei  der  £ndpunkt  der 
»iehi  Tttrlängerten  'Kathete  b^krabt  die  Direetrix  und 
die  Hypotenuse  erzeugt  die  Kcgelüäclic.  Die  Ebene  und 
die  Oylinderfläche  können  übrigens  als  die  extremsten  Fälle 
diar  Kegelüäche  betrachtet  werden;  fällt  nämlich  der  Mi^ 
telpnnkt.der  Kc^flüdia.Qiit  dm.  Centrum  det  Diractriit 
sMammen,  so  gebt  die  Kegelfl&ofae  in  eine  Ebene  (die  dei' 
Directrix)  über,  rückt  dagegen  der  Mittelpunkt  der  Fiacha 
unendlich  weit  von  der  Directrix  weg,  so  wird  die  Kegel- 
fli^he  zur  C^Underfläohe. 

Die  Sbene  der  Directrb  und  der  von  der  Direetrix 
ki«  num  Mittelpunkte  Mok  erstreckenda  Theil  der  Kegel- 
fläche  begränzen  zusammen  einen  allseitig  geschlossenen 
Baum  I  welcher  ein  K  e g  e  Iv  oTu  m  e  n  oder  kurz  ein  K  e g  e  1 
kcMat;  die  Fläche  dev  Directrix  wird  die  Grundfläche 
(Bmia)  iemlbeti  genannt,  deor  Mittelpunkt  erhält  den 
yamep  ißt:  Spitze  des  Kiagels;  die  Entfernung  der  Spitze 


Digitized  by  Google 


—  m  — 

TOB  der  Basis  heisst  die  .H^k»  waj  <Iift  Viif^ljt^WfigHim^ 
Spitze  von  irgead  6iiito'^tR^^fl«is'0mfMic«p 

pflegt  man  seinen  Mantel  zu  nennen.  ''^  ,3&»*»A  Mhl 

Die  Kegel flächfi  und  die  Gerade,  Der  angege- 
bnen Entstelmg  4er  Kegelflüpcke^ufoige  liegt  jede  Geradem 
▼Olli  Mitlte^ifittte  ftaeh  irffüid  elt^  Ji«^ito^.4tMPiMMiWit» 
gaäg  >  *  Flä«llc^<  kkktkdo  UH  iMjjfslEdM^^ 
Gerade,  vom  Mittelpunkte  nach  irgend ^Wiitifti  Funkte  der 
Fläche  gezogen,  ganz  iii  der  Fläche  liegen  und  die  Direc- 
trix  schneiden  muss;  im  GpgentaÜe  näniiieh  würde  die  hgp. 
w^lgäcto,  «die  Kigfeifliohe  beschreibende  Gerade  in  d(^ 
jeit^ftt  Lag(»,  Uli^ohetf^bio  ditefeii^il^tfri (tfll iililnj ipüli 
gebtf  ^  jeiliv  Y€fi4i^4iti^fitd#j^^  gemein  ba^ 

ben,  ohne  mit  ihr  zusammenzufallen,  was  unmöglich  ist. 
Verbindet  mau  dagegen  einen  nicht  auf  der  Peripherie  der 
L«klix»e^^geiNrl|bitoik'Ftti^       dem  Mittelpunkte,  so  kaniv 
eUo  4iMurtlite^3iBi«dU  Mwer  dl  mm  iMinfthiiitiliiiiiwiiliil^^ 
tmii^  PiaiU  «Iii  ^dfif  ^Fläeho  gciib«ki  Vimr  MmWimm 

Gewide  zwei  Punkla  itii*  44r  S'itche  gemein,  so  läge  sie  in 

ihr  und  müsste  dann  die  Directrix  schneiden,  u-as  gegen 
die  Voraussetzung  ist.  Beide  Fälle  lieiern  zusammen  dett 
Satz:    Eine  durch  den  ICitii04p4inkt  der  KegdU 

Mmrmiäi^  oiAen  iFalii£4Pite1^b dül^iM iülriiff <g e mein) 

und  zwar  findet  der  erste  oder  zweite  Fall  statt, 
je  nachdem  der  Winkel,  den  die  Gerade  mit  det 
Achse  bildet^  gleich  o4er»«icht  gleich  dem  Wiu- 

Um  ferner  die  Lage  irgwid) 
einer  auderen  durch  zwei  Punkte^ 
^  und     gehenden  Geraden  Aßj 
beortkeilen  zii^di^^iili|i|||(^  denkei^ 

pwM  f^  äatü  Sb€«iit^elegt  «| 

diese  erweitert,  bis  sie  die  Ebeno 
der  Directrix  in  einer  Geraden, 
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und  0,  ebenso  B'  mit  B  und  0  in  gerader  Linie  liegen 
möge;  die  Punkte  A'  und  ^'  nennen  wir  die  Central- 
projectionen  der  Pankte  A  und  Bj  ebenso  die  Gerade 
.  JM't4ü»iOentralprojeetio&  T^rii  Sind  liitii '^^A^nd'^ 
l>wil»ii  ailiii^«0g»Ml»ehe,  so  U^g^n  Oitf  tmd ^OIT  in  dc^  Fllkte^^ 
MMÜ  i^m»  J?'-  iR»f  der  Dlre^trh: ;  VtMk  eineiii«  dH«!«» 
Pankte  C  der  Geraden  fallt  die  Oentralprojoction 
auf  A'B\  läge  nun  (7  auf  der  Kegelfläche,  so  mussto  (7'^ 
in  die  Directrix  fallen,  was  unmöglieh  ist,  weil  drei  PunkUt^ 
ä^^Mi^^^ifi^  «^miAt  gleichseitig  einer  Gmidell^«RSd''^M^ 
■iMi0^ngeht(f«i]i  Mnnen.  Man  erkentilr  hieratu,  düBs  ieiael 
nicht  durch  den  Mittelpunkt  der  Kcgelflächo  gehende  Ge- 
rade höclistcns  zwv'i  l^inkte  mit  der  Fläche  g^emeir)  hat. 
Demnach  lassen  sich  nicht  nach  allen  Kichtungen  hin  Ge-> 
«ja  iiw&4er  ILegelfläehe  sieheo;  und  ^  ist  dettmiBeh  lete-=  * 
«ifcr«^iM^aanlknle  Flftche.  -  '^^ 

äfiHaWeM'die  Genfäe  A^B'  zur  Tangente  an  Direlck' 
trix  wird,  mithin  .4'  und  B'  zu  einem  Punkte  D'  znsamnicn-' 
fallen,  so  vereinigen  sieb  auch  A  und  ^  zu  einem  einzigen 
Biflricto'j^f  für  jeden  anderen  Punkt  E  delr 'nfonmehrigenf . 
CMMNrit' «''ff  die  Oentralprojeotioii  B'  miMehtlh  d«^> 
l^yitlA.(f  ^iml  jg'  Yon       Tersebiedeii  sem  tt«iB;  «iid 

daraus  folgt^  dass      nicht  auf  der  Kegelflächc  liegen  kann, 
weil  sonst  E'  ein  Punkt  der  Dircctrix  sein  müyste.  Die 
Gerade  IfE  hat  jetzt  nur  einen  Punkt  JD  mit  der  Kegel- 
IMtar j^ein  und  heiaet  eine  Tang^dte  an  4lerielbe)a|i 
j      jttlft^^Befrflbrungspunkt.  ,  :  ^-^^.^tx-^: 

I       -«nl^Liegt  endlich  die  Gerade  A'B'  so  ausserhalb  der  Di-^ 
,       rectrix,  dass  bIo  mit  dieser  keinen  Punkt  gemein  hat,  so 
"      giebt  eine  ähnliche  Schlussweiae  wie  vorhin  zu  erkennen^' 
d^ss       QmKto  AB  eeibet  keinen  Pvnkt  mit  der  Kegei- 
.  iMbi<|geA[eiti  hai|  also  ganz  ausserhalb  der  Flüche^yorUber- 
Mki^i^Dss  Bieherlg^e  znsatAmen  liefert  den  Satz:  Eine 
nicht   durch   den   Mittelpunkt    der  Kegelflücho 
gehende  Gerade  muss  letztere  entweder  in  zwei 
Punkten  schneiden,  oder  in  einem  Pankte  be- 
rübreiSi  oder  ganz  ausser  ihr  liegen,  je  naob- 
dem  die  Centralprojection  der  Qeraden  auf  die 


üiyuizeü  by  Google 


•   I>ie  Kegelfl&che  ub4  die  Bbes«.   DittidHi^It  O 

}XXi(\  AB' gele^e  Ebene ,  welche  zuglt^ieh  A  B'  enthält,  hat 
mit  der  KogciÜiiiche  die  üerade>i,0^'-4  uqd  OßB'  gemein, 
sobald  AM  die  Fläche  schneidet;  da68:imiQXdQm  kein  Blmki 
dor         i^uf  der  ilUäabe  Uf^uvkapii;  mitbt  «lan  $ntsm-i 

Ebene  OAA'B'B  gehörend  bettrachtet.  Wird  ferner  ./  />•' 
zur  Tangente  D'E'j  so  hat  die  Ebene  ODD'E'E  mit  der 
Fläche  nur  die  Qor^de  (JDJJ  gei^eiu  und  man  sagt  danu^ 
die  Ebeae  berühre  die^FliCih«  liämgad^r  Gjurakten  Oi^i»/^ 
mim  eodUoh  die  Geraden'^' Ji'  gane  fumorimUx  d«r  DI* 
rectrix  lißgt,  so  habe»  die  Shene  i»d  die  Fl&^e  nar  den 
ruiij^t  0  gemein.  Zu&ammen  giebt  diess  den  Satz:  Eine 
durch  den  Mittelpunkt  der  JK-egelflä^be  gehende 
Eben«  oaolaBB  die  Fiüqbei  ej^l^weder  in  zwei  nach 
d«iii  liifttelpuiikie  KiaAaiiimeiiUiifeAdeft  !äe«*dM 
ftobneiden^  oder  Iftttg«  eiae?-  durcb* de«  Mittel- 
punkt gehenden  Geraden  berühren,  oder  nur 
den  Mittelpunkt  mit  ihr  gemein  haben;  von  die- 
H^A  J^^ftUfii  ^^'^^^  der  erste,  zweite  oder  dritte 

je  M^hde49L  di^.JSbiefte'  di,et.I>ArMtrix  eckxueir 
de^y  berührt  odejr  güfiJilieJi  etuestlhUeBej;.  •  • 

Indern^  wir  ferner  solche  Ebenen  betrachten,  welehe 
nicht  durch  den  ^littelpunkt  der  Kugelfläche  gehen,  unter- 
scheiden wir,  ob  die  li.bene  senkrecht  ziir  Achse  steht  odex 
nieht.  Im  ersten  Falle  sei  (7  der  Mttelpuukkt  der  Directrbc, 
p  d^  Fiwk^  iB  mlfrfiewdie  sur  Direotiix  pandlele  fibene 
4ie  Aebflfe  ««hi^ei  und  Ci>P        beliebige,  d«reh  iSim 
Fig.- 7^.  ■  •     Achse  gelegte  Ebene,  welclio  die  Fläche 
'tWdiO'p";'  f^r4 -»  der  Geraden  OQP  schneidet;  ziehen 
onil^^  /jfv      aahwir  CP  und  DOy  so  entstehen  die  lüinlieheft 
j  \  5  H  j^teieeke       iind  OBQi  in:  deim 

l"\-t^  -:i*tj  die  Unveränderlichkolt  von  OB,  OCy 
JL4rif  (1 6  hnh €P  zieht  hier  die  Unveränderüchkeit  yoa 
DQ  nach  Bicb|  d.  h«:  Jeder  zur  Achse 
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der  Kegeliläche.  senkreokte  Scknitt  ist  aia 
Kreis. 

.  Bei  |eder- anderen  Lage  der  eckneidciideQtfibeBe*  d»^ 
kea  wir  vüb  durch  die  Aehee  der  FlAc&e  eine  JBhene  mikv 

recht  zttr  Hchnittebene  gelegt;  diese  Hülfsebene  schneidet 
die  Kege^äche  in  zwei  Geraden  OA'  usxd^öR'^  die  SdiatUii 
ebene  in  der  Geraden  ^j^^  und  ent- 
küt  dila  .Afiliee  in  der  Weise,  daas 
dm  Winkel  >  welchen  letarteria  mit 
AB  bildet,  der  Neigungswinkel  der 
Schnittobene  gegen  die  Achse  ist. 
Pen  80  entstandenen  Duveheohmtt 
^'Oil' dei  Kegele  wollen  wir  seineii 
HanfiiackBiti  nennen,  weil  durch  ihn 
die  Lage  der  schneidenden  Ebene 
gegen   die  Achse  zuT'  Anschauung 
gebracht  wiid.    £s  sind  nun  die  , 
F&lle  m  anterflolieiden,  ob^er  Win^ 
kel  welohev  sieh  ven  0*  bts 

180'^  ändern  kann^  weniger,  ebensoviel  oder  mehr  als  der 
Winkel  A'  OJi  beträgt;  im  ersten  Falle  schneidet  die  Eben^ 
Bur  die  eine  Häilke . dev«  Fiaokei  •  und  ^ar<iB  einer  .ge4 
eeUosaenefi  krummen  Linie^),->im  sweiten  Falle 'soknftidef 
die  Ebene  gleieh&Us  nur  den  einen  Theü  der  Fl&abe;^  abiw 
in  einer  knimmen  Linie  von  unendlicher  Ausdehnung^  im 
dntten  Falle  trif  t  der  Schnitt  b^d^  Theile  der  Flaclie  und 
bildet  daher  eine  Linie ,  welche  aua  zwei  ausammengeMiine* 
gen,  ine  Unendliche  gehenden  Zweigen  besteht.  Eine  ge- 
nauere Untersuchung  dieser  krummen  Linien  giebt  das 
nächste  Capitei.  , 

§.  28. 

Kegel-  und  Kugelfläche. 

Um  die  verschiedenen  möglicben  Lagen  einer  Kugel 
gegen  eine  Kegelüäche  beurtheilen  zu  können ,  legen  wir 


.a  '.Ü^vdT 


*")  Um  die  Figur  nicht  mit  knimmen  Linien  zu  überladen,  ist  nuf' 
die  Vorderseite  des  Keg-els,  also  von  jedem  Schnitte  desselben  BUf 
die  ^#lt^»  geseifibn^t  wordMb  .  -  ' 
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durch  die  Achse  des  Kegels  und  durch  den  Mittelpunkl 
der  Kugel  eine  Ebene,  weiche  den  Kegel  in  zwei  Geraden 
Httd'  dl»  Engel  in  etnta  gröMftMi  Knuie  seliiMidet;  die 
▼ersohiedenen  möglichen  L*geii  diese»  Kreites  gegen  jene 
zwei  ßich  sclmeidenden  Geraden  bestimmen  jetzt  die.  ver- 
schiedenen Fäiie,  welche  eintreten  können.  Betrachtet 
nuud  zunächst  nur  einen  Theii  der  Kegelfl&ohdy.  so  gelten 
fast  wörtlich  dieselben  UiitevscJMidungenyriwiaif.  26,  die 
wir  ^ben  desshalb  nicht  wiederholen  wollen;  dnvoh  Hinsiij^ 
nähme   der  zweiten  Hälfte  wird  aber  die  Diseussion  um 
einige  Fälle  reicher;  es  kann  nämlich  die  Kugel  beide 
Theiie  der  Kr^^elfläche  schneiden,  odervdeoijmnen  Theil 
sdineiden  und  den  anderen  barübiren,  oder  endttok  boide 
Theiie  berühren.   Die  Untersuchung  der  kmminen  Linien, 
welche  bei  den  verschiedenen  Durchschnitten  entstehen, 
gehört  nicht  mehr  zur  Elementargeometrie,  doch  werden., 
wir  im  letzten  Abschnitte  dieses  Werkes  Mgiem,  wie  di» 
Projectionen  dieser  Linien  coBSimirt  werden  ktonen,    :i.  i 
Endlich  würden  noch  die  gegenseitigen  Lagen  eixk^ 
Kegel-  und  eiper  CylinderÜäche,  sowie  zweier  Kegelflacben 
zu  betrachten  sein.   Die  Diseussion  der  hierbei  mögiii*.biea 
Fälle  hat  keine  Schwierigkeit,  wtenn  die  Achsen  lieido' 
Fltfeken  in  einer  Ebene  •  liegen^  sie  wird  dagegen  Ter-^ 
wickelter,  sobald  dieser  günstige  Ussstand  nielit  stattfindet. 
Doch  wird  auch  hier  der  letzte  Abschnitt  dazu  dienen, 
um  jeden  gegebenen  qpeciellen  ITali  aar  ^ntscheidni^  na 
bi' tilgen« 


Gonstructioneo  zu  Cap«  V. 

I  ■  ■  ■ 

I  '  '  I 

1)  Um  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide 
eine  Kugel  zu  beschreiben.   Die  Basis  der  Pyramide 

Bei  ABCf  ihre  Spitze  Dj  der  Mittelpunkt  des  um  die  Grund- 
fläche beschriebenen  Kreises  heisse  Ji  und  F  der  Puss* 
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fünki  des  von  J>  auf  ABO  henhgei^  Flg.  17. 

liUiBeiieft  Perpendikels;  'nach  dem 

Früheren  i«t  der  Mittelpunkt  0  d»r 

umschriebenen  Kiicel  in  einer  Gera- 
den zu  sueheD;  weiche  durch  M  nor- 
»at  Kiur  fiaeis,  also  parallel  au  I'D 
getsogm  isti  daxeh  jene  Momiale  und^ 
diese' Hake  FD  bestimni  sich  eine 
Ebene  DFM,  welche  die  Kugelfläche 
in  einem  grössten  Kreise  und  die 
Basis  in  dev  Geraden  MF  sclmeidet.  Letztere  Gkerade  ist 
Anderes  äls^die  gemeinsehsltliebe  Sekne  des  gr$totea 
nnä  des  um  ABC  gelegten  Kreises ;  verlängert  man 
also  FM  bis  zu  den  Durchschnitten  G  und  H  mit  dem  um 
ABC  beschriebenen  Kreis^  so  muss  der  grösste  Kreis  durch 
O  und  B  gehen.  ^Ausserdem  soll  derselbe  dnrok  den  Punkt 
D  gehen ^  welcher  gleichfalis  in  «der- Eb^na.  i>JW  endMilAen 
ist;  man  kennt  also  die  Ebene  des  grössten  Kreises  und 
in  ihr  drei  Punkte  von  ihm,  mithin  Data  genug  zu  dessen 
Oonstruction.  Um  letztere  in  einer  Ebene  auszuführen^ 
denken  wir  uns  das  Netä  der  dreiseitigen' Pyramide  in  die 
Ebene' ihrer  Basis  auseinandergelegt  und  bestimmen  ^  wie 
bei  den  Constructionen  zu  Cap.  III.,  den  Fusspunkt  F  der 
Seiiki  ociiton  PF,  sowie  die  Höhe  der  Pyramide,  wenn  diese 
nicht  unmittelbar  bekannt  sein  sollte;  wir  verbinden  ferner 
F  mit  dem  Mittelpunkte  M  des  um  ABO  hesoiiriebenen  Krefi^ 
aes  und  legen  die  £bene  FMB  durah  Drdmng  um  FM  in 
die  Ebene  ABC  um,  so  dass  FD'  senkrecht  auf  MF  und 
gleich  der  Höhe  der  Pyramide  ist.  Verlängern  wir  jetzt 
FM  bis  zu  den  Durchschnitten  C  und  ff  mit  dem  Kreise 
um  ABC,  so  ist  der  durdn  B%  4x  und  H  gehende  Kreis 
ein  grdsster  i&eis  der  umschriebenen  Kugel,  O'D'  ihr 
Halbmesser  und  O'M  die  Hohe  ihres  Mittelpunkte^  Uber 
der  Ebene  ABC, 

2)  In  eine  gegebene  dreiseitige  Pyramide 
eine  Kugel  au  beschreiben.  Wenn  durch  die  Höhe 
BF  der  dreiseitigen  Pyramide  BABC  eine  Ebene  normal 
zur  Kante  BC  gelegt  wird  (was  nach  dem  früheren  immer 
möglich  ist),  und  G  der  Durohschuitt  heisst^  so  ist  LDGF 


Fig.  78. 


d«r  im  4«r  -  Ka»te       Hegende  ^eU 

gungswinkel  ^;  vermöge  der  Be- 
merkung, dass  er  in  einem  rechtwink- 
ligen Dreiecke  DFG  gwigcbuti  der 
tbete  MG  und  der=H7pot0Bilse^(7Jieg|^ 
kättn  m  der  Kataebehe  leioht  ka» 
Btmirt  werden,  indem  man  GK=GF 
als  Kathete  und  GE^  ==  als  Hypo- 
tenuse euofi  rechtwinkligen  Dreiecke 
niitimt;  worm  jetst  LEfiRmt  -A  iifi. 
r»i  >Iv'    ;     >  Auf  gleich«  Weise  kdndes  aie  ttbiig^ 

«a  der  Ba^i»  der  P^iniJBide  Hegenden  N^gungtwinkel 
C  gefuiKk  n  werden.    Halbirt  man  dieselben  und  constniirt 
über  der  Basis  ABC  eine  neue  dreiseitige  Pyramide  mit 
den^^iieigtiigtfwinkeln  ^Aj  \B,  ^C,  so  ist  ihre  Spitze  der 
MttnUpiiiikt^iiiiid  ihr«  Höheidar  Badine  der  eingescltfieben«& 

sich  das  Kets  der  heoeli 
Pyramide,  mithin  auch  ihre  Höhe  construiren,  und  somit 
die  Aufgabe  durch  Zeichnung  in  einer  Ebene  lösen, 
.in und  um  ein  reguläres  Polyeder  eise 
IGfigetn  beü^hreib^^Di  Wir  bemerken  ennft^sl^  daii 
m^nutlk  iuif  ii,  ^12  angegebenen  Entsiehtingmeise  der 
regulären  Körp^  nidit  die  mindeste  Schwierigkeit  hat,  dsB 
Neigungswinkel  zweier  Seitenflächen  eines  regelmässigen 
Körpers  zu  construiren.  Ist  nämlich  jede  Ecke  von  drei 
Seitenebenen^gebildet,  wie  bei  dem  Tetraeder,  Würfel  and 
Dojiiejkseder.>'  sb' bedarf  es*  nmr  der  Anwendung  des  anf 
8(;f52y'^o;  1  amgegbbeneil  Verfalireins ;  beim  Oktaeder  coho 
ßtruirt  man  eine  dreiseitige  Ecke  ans  den  Seiten  ABC  =^&^i 

A'BC^60^,  ABA'^^O"*,  so  ist 
der  an  der  Kante  BC  liegend« 
Heigni^swinkel  der  gesackte 
Winkel;  bei  dem  IkoMieder  eonh 
struirt  man  die  dreiseitige  Ecke 
an  B'  aus  den  Seiten  A'B'F* 
^=60°,  6''^'F' =  60«,  ABC' 
»  lOSfV  80  ist  der  iaa  B'r  h^ 
gende  Niaigangswittkel  der  gs^ 
sachte  WiakeL  Man  kann  fernsr 
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Flg.  81. 


das    i^elmässige  Vieletk, 
wMiu  dm  iime  .&atenfliflk»idM. 

Polyeders  bilden  soll^  einen  ELre!» 
beftchreibeii  und  nach  Vornalime 
beider  Constiuctionen  kennt  man 
ßäa  Bwei  tat  .einer  Kante  JB  zw-. 
Bsrnmenstossende  Settenflä<riien,die 
*  Kreismittelpankte  M,  Nf  ibre  Eni- 
feiüuiigen  von  AB  und  den  Win- 
kel MSN,    Das  Viereck  MJSäO 
kann  jetzt  in  irgend  einer  belie- 
bigen £bene  consiruirt  werden 
und  giebt  MO^NO  als  Halb- 
messer der  eingeschriebenen  Ku- 
gel; bildet  man  lerner  ein  recht- 
winkliges Dreieck,  dessen  eine 
Kathete  MO  md  dessen  andm  Eäthete^die  'befamnte  Ge- 
rade .tf^'ist^  «o  erliftlt  »an  -ak  Hypoientee  OB  den^&Ib- 
messer  der  umschriebenen  Kugel.  ^ 
4)   Das  J^etz  des  Oylinders.    Vermöge. des  Um- 
staades,  dass  eine  Ebene  die  Cylinderdäcke  Üngs'  'eMr 
Oeraden  berührt ,  l&sst  sisli  der  Mantel  eines  Oylinders  in 
eine  Ebene  aasbreiten;-  tollt  nämlicb  der  Oylinder  auf  einer 
Ebene  forty  so  bleibt  diese  immer  Berührungsebene,  und 
die  Gerade^  längs  weicher  die  Berührung  erfolgt,  wird  der 
Reihe  naob  raiifr.  allen  Geradien-  identtacbi  weinfae  iiwC-  dsr 
üttcfae  gezogen  werden  können.    Diese  sogenattnfte  Ab- 
wiekelung  des   Gylindermantels  liefert  ein  Reebteek^ 
dessen  Basis  der  Peripherie  der  Cylinderbasis  und  dessen 
Höhe  der  Cylinderhöhe  gleichkommt.    Die  Basis  des  Oy- 


linders und  die  ge- 
genüberliegende Flft- 

che  sind  Kreise  von 
bekanntem  Radius 
und  können  leicht  in 
die  Ebene  des  abge- 
wickelten Mantels 
umgelegt  werden. 
Das  YollständigeNetz 


Fig.  82. 


4 
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besteht  daher  aus  einem  Jäechtecke  uod  zwei  Kiema,  in 
der  durch  die  Figur  imgegebeMi  Form,  «ad  aa  ist  iaki 

5)  Das  Netz  des  Kegels.  Wenn  der  Kegelm&iiiel 
auf  iihnliche  Weise  wie  vorhin  der  Cylindermantel  abge- 
wickelt wird^  so  entsteht  ein lüreisausschniti,  dessen üslb- 


DMSMr  gleieh  der  iHeite  des  Kegeb  und  dessen  Bogen 
gleicdi  der  Peripliene  der  BLegelbMi»  ürt;  man  hat  daher, 

wenn  AB  den  Durchmesser  der  Basis  und  OA  die  Seite 
bedeutet,  O'A'  ^OA,  Are  A'B'  =  %.AB  oder  in  Theilen 
dea  Haibmessera 

Auf  gleiche  Weiße  kann  der  Mantel  des  abgestumpften 
Kegels  abgewickelt  werden.  Um  das  Netz  vollständig^  zu 
haben  ist  noch  die  Basis  und  die  beim  abgestumpften  li/dgd 
anaaerdea  TorhandMie  PaiaileMäche  in  diesaihe  £beiie  aoi- 
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Ctp.  VI. 

Die  Kegelschnitte. 


§.  29. 


Aligemeine  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Die  Ebene  des  Neigungswinkels  der  Kegelachse  gec^en 
die  schneidende  Ebene  bildet  mit  dem  Kegel  einen  aus 
zwei  Geraden  bestehenden  Schnitt  F'ÖF",  den  TTaupt- 
schnitt;  dieser  Haaptschnitt  und  die  schneidende  £bene 


Fig.  84. 


haben  die  Gerade  AB  ge- 
mein ,  welche  man  die 
Hauptachse  des  Ke£^el- 
schnittes  AP  zu  nennen 
pflegt,  weil  sie^  wie  leicht  q 
sa  sdien  ist,  den  Kegel- 
schnitt  in  «wei  congmente 
Hälften  tiieilt.  Denkt  man 
sich  ferner  einen  Kreis  con- 
struirt;  welcher  OV  in  ü\ 
OV  'ui  ü"  und  die  Haupt- 
achse AB  in  F  berührt^  so  liegt  der  Mittelpunkt  dieses 
Kreises  aui"  der  KegelacLsc,  und  während  die  Umdrehung 
von  L  V'OV  um  die  Kegclachse  die  KegelÜiiche  erzeujc^, 
boschreibt  die  Peripherie  des  Kreises  V'FÜ"  bpi  derselben 
Umdrehung  eine  Kngelfl&che;  letztere  berührt  den  Kegel 
in  einem  JB^reise  Ü'ÜÜ'%  dessen  Ebene  senkre^t  aur  Kegel- 
achse ist.  Gleichzeitig  berührt  die  Kugelfläche  auch  die 
Schnittebene  im  Punkte  Fj  welcher  der  Brenn pinikt 
(Focus)  des  Kegelschnittes  heisst.  Ferner  schneidet  die 
Ebene  des  Kreises  Ü'UV'\  hinreichend  erweitert,  dieKegel- 
schnittsebene  in  einer  Oeraden  HQ^  die  senkreoht  auf  der 
Hauptachse  ^  steht  und  die  Directrix  des  Kegelschnittes 
genannt  wird.  Endlich  ist  zu  bemerken;  dass  die  verschie- 
denen Formen  der  Kegeiechnitte,  die  wir  in  §.  27  durch 
die  Fälle 

LöAB<\m-LAOV\  LÖAB=^\^^--LA0V\ 
LOAB>i^^LAOr'' 

unterschieden  haben,  auch  durch  ein  anderes  Kennzeichen 

SchlOBiUeli.  Oeomoirie.  lt.  8 
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bestimmt  werden  können«  Zieht  man  nKmlich  daxch  0 
parallel  eu  AB  eine  Gerade,  weldie  die  ndthigenfatls  T6^ 

längcrtc  U'U"  in  K  schneidet ,  se  kommt  im  ersten  der 

genannten  Fälle  K  auf  die  Verlängerung  von  V'U"  m 
liegen,  im  zweiten  Falle  ist  K  identisch  mit  U''  und  im 
leisten  Falle  liegt  K  awischen  V  und  ü\  Statt  dessen 
kann  man  anch  sagen,  im  ersten  Falle  ist 


i  ig.  84. 


0(/"<airoder  ^'<1, 


im  zweiten  Falle 
OU''=OJi  oder  ^ 

nnd  im  letzten  Falle 

Oü 


^'0r>{?Jroder^'>l; 


das  Verhältnis^ 


OK 


be- 


stimmt  also  die  Form  des 
Kegelschnittes  und  mag  deshalb  die  Charakteristik  des 
Kegelschnittes  heissen. 

Verbindet  man  irgend  einen  Punkt  P  des  Kegelschnit- 
tes  geradlinig  mit  der  KegelspHze  0^  so  ist  OP  mne  der 
erzeugenden  Geraden  des  Kegels;  sie  schneidet  den  Kreis 
U'VU"  im  Punkte  U  und  berührt  in  demselben  Punkte  die 
vorhin  coustruirte  Kugel  ü'FÜ"U,  Fexner  lässt  sich  durch 
die  drei  Punkte  Oj  K  und  U  eine  Ebene  legen,  welcke  bei 
hinreichender  Erweiterung  die  Ebene  ABP  in  der  Geraden 
PQ  schneidet;  zufolge  des  Unistandes,  dass  die  Ebene  OK^ 
die  Gerado  OK  enthält,  welche  parallel  AB  also  auch  pa- 
rallel zur  Ebene  ABP  liegt^  ist  der  Durchschnitt  i'jß //  OKU  AB 
mithin  senkrecht  au  BQ^  d.h.  PQ  ist  der  Abstand  des 
Punktes  P  von  der  Directrix.  Aus  den  ähnlichen  Drei- 
ecken PVQ  und  OUK  hat  man 

PÜ_OU 
PQ  "~  OK 

Linker  Hand  iSsst  sich  die  Kugeltangente  PU  durch  die 
ihr  gleiche  Kugeltangente  PF  ersetzen ;  letstere  ist  die  Ent- 
fernung des  Punktes  P  vom  Brennpunkte  F  und  heisst  der 
Radius vector  oder  Brennstrahi  des  Punktes  i\  liedi- 
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ter  Hand  kAan  statt  der  Kugeltangente  OÜ  die  gleiche 

Kugeltangente  OW  genommen  werden,  und  nach  diesen 
Substitutionen  geht  die  vorige  Gleichung  über  in 

PQ^  OK 

L\k,i  Für  Jeden  Punkt  Irgend  eines  Kegelschnit- 
tes ist  das  Verh&Itniss  seines  Brennstrahles  zu 

seiner  Entfernung  von  der  Directrix  constant 
and  zwar  gleich  der  Charakteristik  des  Kegel- 
schnittes. 

Mittelst  dieses  Satzes  kann  man  löicht  einen  Kegel- 
schnitt constrniren,  wenn  der  Hanptschnitt  des  Kegels  und 

die  Lage  der  schneidenden  Ebene  gegeben  sind;  wir  den- 
ken uns  hierbei  die  Schnittebene  ABP  soweit  um  die  Haupt- 
achse AB  gedreht,  dass  sie  mit  der  £bene  ^0  F''  znsaminen- 
ftllt.  In  dieser  Ebene  Fig.  85. 

hat  man  asun&chst  einen  '  v 
Kreis  zur  construiren,  ''^V 
weicher  denHauptsclmitt 
des  Kegels  in  den  Punk- 
ten W  und  sowie  AB 
im  Brennpunkte  F  be- 
rührt ;  die  verlängerte 
Ü'V*  schneidet  ferner 
AB  in  einem  Punkte  //, 
und  eine  in  H  senkrecht 
zu  AB  errichtete  Gerade 
ist  die  Directrix  des  Ke- 
gelschnitts. Zieht  man 
parallel  zu  AB  irgend 
eine  Gerade,  welche  U"  0 
in  U'U''  in  Y  schneidet^  so  stehen  Xü"  und  XF  in 
demselben  Verhältnisse  wie  Olf*  nnd  OKf  mithin  lässt  sich 
XU"  als  J^rennstrahl  eines  Kegelschnittpunktes  nnd  XY 
als  dessen  Entfernung  von  der  Directrix  ansehen.  Man 
beschreibt  daher  aus  F  mit  dem  Halbmesser  XÜ"  einen 
Kreis,  nirnnst  EM=XY  und  errichfet  in  M  eine  auf  AB 
senkrechte  Gerade;  letztere  schneidet  jenen  Kreis  in -einem 
Pankte  P,  weldier  ein  Punkt  des  Kegelschnittes  ist.  Daa- 

8* 
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nelbe  gilt  von  dem  sweiten  Darchsohnitlspaiikte  jenes  Km- 
aea  und  der  Gexaden;  er  liegt  dem  Pakte  P  gegenübw 
auf  der  anderen  Seite  der  Hanptacbse  und  zwar  so,  dass 
sein  Abstand  von  AB  entgegengesetzt  =  MP  ist.  Hier- 
nach kann  man  beliebig  viele  Punkte  des  KegelschnitteB 
'  conBtmiren  nnd  dieselben  in  00  knnen  Entfemnngen  auf 
einander  folgen  lassen,  ab  es  die  Genauigkeit  der  Zeich- 
nung erfordert. 

Wie  bei  dem  Kreise  so  untersnclien  wir  aiicli  hier  die 
verschiedenen  Lagen,  welche  eine  (ierade  gegen  den  Kegel- 
schnitt haben  kann,  nnd  denken  ons  an  Lesern  Zwecke  in 
der  Schnittebene  ABP  eine  Oerade  g  gegeben.  Durch 
diese  und  die  Kegelspitze  ist  eine  Ebene  bestimmt,  welche 
den  Kegel  entweder  in  zwei  Geraden  schneidet,  oder  längs 
einer  Geraden  berührt,  oder  keinen  Punkt  ausser  0  mit 
dem  Kegel  gemein  hat.  Welcher  von  diesen  Fällen  statt- 
findet, ist  leicht  ssü  entacheiden,  wenn  man  den  Kreis  V'VlT 
als  Directrix  des  Kegels  ansieht  und  auf  die  Gerade  f 
achtet,  in  welcher  die  genannte  Hilfsebene  durch  g  und  ö 
die  Kreisebene  Ü'JJÜ"  schneidet.  Wenn  nämlich  g  Se- 
cante  des  Kreises  ü'üü"  ist^  so  findet  der  erste  Fall  statt 
und  dann  schneidet  g  den  Kegelschnitt  zweimal;  ist  da- 
gegen g  Tangentü  an  dem  Kreise  V'lJlJ"y  so  hat  g  mit 
dem  Kegelschnitte  nur  einen  Punkt  gemein  und  heisst 
dann  analog  eine  Tangente  des  Kegelschnittes;  wenn 
endlich  g'  gans  ausserhalb  des  Kreises  VüU"  liegt,  w 
giebt  es  auch  keinen  Ponkt,  welcher  der  Geraden  g  und 
dem  Kegelschnitte  geraein  wäre.  D.  h.:  Eine  Gera  dt 
kann  einen  Kegelschnitt  höchstens  in  zwei  Punk- 
ten schneiden,  sie  kann  ihn  aber  auch  in  einem 
Punkte  berühren  oder  gar  keinen  Punkt  mit  ihm 
gemein  haben. 

Die  Bedingungen,  unter  denen  der  zweite  Fall  eintritt, 
wollen  wir  etwas  naher  untersuchen.  Wie  früher  sei  /' 
ein  beliebiger  Kegel schnittspunkt  und  U  der  lE^inkt,  in 
welchem  die  Oerade  OP  den  Kreis  VW"  schneidet  und 
die  Kugel  Ü'FVU  berührt.  Legt  man  durch  an  des 
genannten  Kreis  die  Tangente  ÜTy  so  bostiramen  ÜT  und 
UO  die  Beruhrungsebene  des  Kegels,  und  diese  Ebene 
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schneidet  die  Ebene  ABP  in  der  KegelschnittataDgente  PS. 
Zufolge  des  UmstakideS;  Fig.  80* 

dass  die  Geraden  TU  and 
PS  in  einer  und  derselben 
Berührungsebeno  nach 
verschiedenen  üichtun- 
gen  Hegen,  muBS  es  einen 
Dorciisehnitt  von  TUxm^ 
PS  geben;  dieser  kann 
aber,  weil  TU  und  PS 
den  verschiedenen  Ebe- 
nen U'UU''  und  ABP  an- 
gehören, nnr  in  der  Oeraden  liegen,  welche  den  beiden 
genannteD  Ebenen  gemeinschafÜich  ist,  d.  h.  der  Durch- 
schnitt S  fällt  in  die  Directrix  des  Kegelschnittes.  Ver- 
bindet man  noch  S  mit  F,  so  erhält  man  zwei  Dreiecke 
PSF  und  PSU,  welche  die  Seite  PS  gemein  haben,  worin 
ausserdem  die  Kugeltengöite  PF  gleich  der  Kugeltangente 
PU,  und  ebenso  die  Kugeltangente  SF  gleich  der  Kugel- 
tangente  SU  ist;  hieraus  folgt  die  Congruenz  der  Dreiecke 
PSF  und  PSU.  Berücksichtigt  man  ferner,  dass  der  Kreis- 
radios  £U  senkrecht  auf  der  Tangente  US  steht,  so  findet 
man  leicht  L  OUS=  L  8ÜP^  90» j  das  Dreieck  PSU  enthält 
also  ein(3n  rechten  Win- 


kel, mithin  ist  auch  das 
Dreieck  PSF  rechtwink- 
lig beii^.  Dieses  £rgeb- 
mss  läBSt  sich  in  dem 
Satze  aussprechen:  Die 
Tangeute  an  irgend 
einemKegelschnilts- 
punkte  geht  durch 
denselben  Funkt  der 
Directrix  wie  eine 
im  Brennpunkte  auf 
dem  sugehörigen 
Brennstrahle  errich- 
tete Senkrechte, 

Man  findet  dalicr  die 


Fig.  85. 
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zum  Eegelsohnitt^piuikte  T  gehdrende  Tang^Bte^  wenn  mm 
in  F  auf  PF  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  die  Direk- 
trix in  S  schuoidot  und  scbliesslich  PS  zieht. 

Nach  diesen  allgemeinen  Betrachtun|;en  gehen  wir 
einer  specielleren  Untersuchung  der  einselnen  Kegelschnitti» 
formen  über  und  unterscheiden  dabei  die  anfangs  erwähn- 
ten drei  Fällcv  für  welche  besondere  Kamen  üblicli  gewor- 
den sind;  je  nachdem  die  Charakteristik  <  1,  =1  oder 
>1  ist|  heisst  nämlich  der  Kegelschnitt  eine  £Ilipae| 
eine  Parabel  oder  eine  Hyperbel. 

Die  Parabel. 

Zufolge  der  gegebenen  Definition  ist  der  BadiasTector 
jedes  Parabelpunktes  gleich  der  Entfernung  dieses  Punktes 

▼on  der  Directrix,  also  FP^PQ\  daher  gilt  auch  für  den 
Aniangspunlvt  der  Hauptachse  die  Gleichung  FA  =  AM. 
Fie,  87.  Ersetzt  man  in  der  vorhergehenden 

Gleichung  den  Abstand  PQ  durch 
die  gleiche  Gerade  ffM~AM+  AE 
=  AM-\'  AFp  so  hft  man  die  neue 
Belation 

FP=  AM+AFo^  FP^AM^JF, 
welche  sich  leicht  in  Worte  über* 
tragen  lässt,  wenn  zur  Abkürzung 
A  der  Scheitel  der  Parabel^  AM 
die  Abseisse  und  MF  die  Ordi- 
nate des  Punktes  P  genannt  wird»  Ifon  erhält  den  Sats: 
Für  jeden  Parabelpunkt  ist  der  Unterschied  iwi- 
sehen  Breniiütrahl  und  Abseisse  constant  nä-m- 
lich  gleich  der  Entfernung  des  Brennpunktes 
Tom  Scheitel. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  einfaches  Mittel  aur  Constnw^ 
tion  der  Parabel,  wenn  deren  Scheitel  und  Brennpunkt  ent- 
weder unmittelbar  gegeben  oder  aus  dem  Hauptschnitte 
des  Kegels  und  der  Lage  der  schneidenden  Ebene  abge- 
leitet sind.  Man  trägt  nämlich  auf  die  rückwärts  y«- 
Ittngerte  Hauptachse  die  Strecke  AS  =  AF,  erriehlet  in  eineiii 


Fig.  88. 


beliBbigan  Paukte  M  eine  anbdBtiiiimt  lange  Senkrechte  auf 
^  der  Achse  und  beschreibt  aus  dem  Brennpunkte  mit  der 

Strecke  MH  einen  Kreißbogen,  der  jene  Senkrechte  in  zwei 
Punkten  P  und  schneidet;  letztere  sind  diejenigen  zwei 
Punkte  der  Parabel,  welche  zur  Abscisse  AM  gehören. 
Indem  man  diese  Oonstraclion  für  yersehiedene  beliebig 
gewfthlte  M  iriederholt,  erhüt  man  so  viel  Punkte  der 
Parabel  als  man  wilL 

Ist  FP  von  AM 4-  verschieden,  so 
kann  der  Punkt  P  lucbt  auf  der  Parabel 
liegen,  und  ist  dann  entweder  innerhalb 
oder  auBserhalb  des  von  der  Parabel  um- 
Cftssten  unendlichen  ebenen  Raumes  su 
suchen;  der  erste  Fall  tritt  ein,  wenn 
seine  Ordinate  MF'  kleiner  als  die  zu 
derselben  Abscisse  gehörende  Parabelordi- 
nate MP  vaif  der  sweite  Fali^  wenn  MP" 
mehr  als  MP  betrfigt.  Für  den  ersten 
Punkt  hat  man  FP' <  FP,  d.i.  FP'<AM 

AF  und  auch  umgekehrt,  wenn  FP'  AM+  AFj  ist 
FP'<FP\  ebenso  leicht  findet  man,  dass  für  FP">AM'{-AF 
die  Beziehnng  FP">FP  folgt;  man  hat  daher  den  Sata: 
Ein  Punkt  liegt  innerhalb  der  ^ParabelflächOi 
auf  der  Peripherie,  oder  ausserhalb  derselben, 
je  nachdem  sein  Brennstrahl  weniger,  ebenso 
viel  oder  mehr  beträgt,  als  seine  Abacisse  und 
die  Entfernung  des  Brennpunktes  vom  Scheitel 
suaammengenommen. 


§.  31. 

Die  Parabel  und  die  Gerade. 

4 

L  Wir  betrachten  auerst  die  Tangenten  der  Parabel 
etwas  genauer.   Nach  $.  29  geht  die  zum  Parabelpunkte  P 

gehörende  Tangente  durch  dcubelbon  Tunkt  S  der  Direc- 
trix  wie  eine  in  F  auf  den  Radiusvector  FP  errichtete  Senk- 
rechtoi  und  daher  sind  die  Dreiecke  PFS  und  FQS  gleich- 
aeitig  rechtwinklig.  Da  sie  ausserdem  die  gemeinschaft- 
lidie  Hypotenuse  m  und  die  gleichen  Katheten  PF  und  PQ 
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Fig.  87.  besitzen,  so  sind  die  genannten  Drei- 

ecke congruent;  daraus  folgt  LFPS  , 
=  LOPSy  d.  h:  Die  Tangente 
an  einem  Parabelpunkte  bil- 
det mit  dem  Brennstrahl  die- 
ses Punktes  denselben  Win- 
kel wie  mit  der Parabolachse. 

Um  hiernach  durch  einen  ge- 
gebenen Parabelpunkt  P  eine  Tan- 
i;  gente  PT  zu  legen ,  zieht  man  PF, 
ferner  PR'  //  FA  und  halbirt  den  Winkel  FPR\    Da  das 
Dreieck  FPR  zwei  gleiche  Winkel  besitzt,  so  ist  es  auch 
^.     ,  Fig.  89.  gleichschenklig,    und  zwar 

FR  =  FP,  woraus  sich  eine 
zweite  Tangentenconstruc- 
tion  ergiebt.  Man  hat  noch 
AR  =  FR  —  AF:^  FP  —  AF 
=  AM ;  die  Tangente  wird 
daher  auch  dadurch  erhalten, 
dass  man  AR  =  AM  nimmt 
und  RP  zieht. 

Eine  im  Scheitel  auf  der 
Achse  errichtete  Senkrechte  bildet  mit  dem  Leitstrahl  FA 
denselben  Winkel  (=  90")  wie  mit  der  Achse  und  berühi*t 
daher  die  Parabel  im  Scheitel ;  wir  wollen  diese  besondere 
Tangente  die  Scheiteltangente  nennen.  Ihr  Durch- 
schnitt mit  der  beliebigen  Tangente  PR  heisse  Q,  so  hat 
man  die  ähnlichen  Dreiecke  RAQ  und  RMP,  mithin,  weil 
RA  =  \RM,  entsprechend  RQ  =  \RP  oder  0R=  QP\  a^- 
serdem  ist  in  den  Dreiecken  FQR  und  FQPy  FR  =  FP  und 
FO  =  FO,  folglich  £^FQR  ^  £^FQP  und  L  FQR  =  L  FQP 
=  90° ;  ebenso  muss  umgekehrt  eine  von  F  auf  PR  gefällte 
Senkrechte  durch  die  Mitte  von  PR  gehen  und  ihren  Fuss- 
punkt  in  der  Scheiteltangente  haben,  d.  h.:  Lässt  man 
vom  Brennpunkte  der  Parabel  eine  Senkrechte 
auf  irgend  eine  Tangente  an  der  Parabel  herab, 
so  liegt  der  Fusspunkt  dieses  Perpendikels  auf 
der  Scheiteltangente. 

Dieser  Satz  bietet  das  Mittel  zur  Lösung  zweier  Be- 
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iilSl^ngBaatfBbm*  Soll  nSniKeli  an  eine  gegebene  ^antbel 

eiae  Tangente  gelegt  werden,  welche  einer  gegebenen  Ge- 
raden P'Q'  parallel  ist,  so  fälle  man  von  F  auf  P'Q*  ein 
Perpendikel,  welches  die  Scheiteltangente  in  einem  Punkte 
Q  Bchneidety  and  ziehe  doroh  diesen  Punkt  BQ//P'0' ;  dies^ 
Gerilde  ist  die  gesuchte  Tangente  und  ihr  Berflhrangspunlct 
findet  Bich  dadnn^fa,  dass  man  RO  mittelst  eines  aus  dem  ■ 
Mittelpunkte  F  mit  dem  Radius  FR  beschriebenen  Kreises 
schneidet.  Die  Aufgabe  ist  immer  möglich^  wenn  P'p' 
nicht  parallel  zur  Achse  liegt« 

vifi^U  zweitens  dnrdi  einen  ge^benen  Punkt  T  etn# 
Tangente  an  die  Parabel  gelegt  werden,  so  kommt  ^s  nur 

darauf  an,  einen  rechten  Winkel  TQF  zu  construiren,  von 
welchem  der  eine  Schenkel  durch  der  andere  durch  F 
geht,  und  dessen  Spitze  in  der  Scheiteltangente  liegt.  Man 
erreidit  dies  daduxdii  dass  man  über  der  Geraden  TF  alil  . 
Durchmesser  einen  Kreis  beschreibt,  welcher  dSe  Sdieitel^ 
tangente  in  Q  schneidet,  TQR  zieht  und  den  Berührungs- 
punkt P  wie  vorhin  bestimmt.  Da  ein  Kreis  eine  Gerado 
im  Allgemeinen  zweimal  schneidet,  so  giebt  es  in  der  Re- 
gel auch  zwei  Lösungen  der  Aufgabe dagegen  existirt  nur 
one  Lösung,  wenn  T  entweder  auf  der  Parabel  oder  auf 
d^  49eheiteltangente  liegt,  endlich  wird  die  Aufgabe  un- 
möglich, wenn  der  Kreis  die  Gerade  weder  öcLneidet  noch 
berührt I  was  der  Fall  ist,  weun  J  im  Innern  der  Parab<^ 
Ikfet. 

— ^^©^  .... 

^  II.  Lassen  wir  auf  eine  nicht  berührende  Gerade  P'Q' 
oder  P'^Q"  von  F  aus  eine  Senkrechte  herab ,  so  kann  de- 
ren Fuabpunkt  0'  oder  Q  '  nicht  auf  die  Scheiteltangentu 
fallen ,  er  kommt  demnach  entweder  ^ 
zwischen  F  und  die  Soheiteitangente 
oder  jenseits  der  letzteren  zu  liegen;  . 
im  ersten  Falle  ist,  wenn  PQ  eine 
zur  gegebenen  Geraden  parallele  Tan- 
gente bedeutet,  FQ'^CFQ,  im  zwei- 
ten  FQ"^FQ,    Betrachten  wir  die  ^' 
letztere  Annahme  zunächst  und  las- 
Ben  von  einem  beliebigen  Punkte  T'  j| 
der  Geraden  P"Q"  auf  die  Parabel- 
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achse  die  Senkrechte  T"M  herab,  welche  die  Tangente 
PO  in  T  schneidet,  so  bemerken  wir  leicht,  dass  wegen 
FQ"  >  FQ  auch  MT"  >  MT  sein  muss;  Jaber  liegt  keinen- 
falls  innerhalb  der  Parabelfläche,  folglich  T"  ganz  sicher 
ausserhalb  derselben;  d.  h.  wenn  FQ"  ^  FQ,  so  hat  die  Ge- 
rade P" Q"  keinen  einzigen  Punkt  mit  der  Parabel  gemein. 

Ist  zweitens  FQ' <.FQj  so  kann  P' Q'  weder  Tangente 
noch  eine  ausserhalb  liegende  Gerade  sein,  es  bleibt  daher 
nur  der  eine  noch  mögliche  Fall  übrig,  dass  jP'ö'.die  Pa- 
rabel in  zwei  Punkten  schneidet.  —  Das  Gesammtresultat 
dieser  Untersuchung  besteht  in  folgendem  Satze:  Eine 
Gerade  hat  mit  einer  Parabel  zwei  Punkte,  einen 
Punkt  oder  keinen  Punkt  gemein,  je  nachdem 
der  Fusspunkt  des  vom  Brennpunkte  auf  die  Ge- 
rade herabgelassenen  Perpendikels  zwischen 
Brennpunkt  und  Scheiteltangente,  auf  die  Schei- 
teltangente oder  jenseits  derselben  zu  liegen 
kommt.        .  .      :     I        ■     ,  >  iti  fj)«>rjrwi 


§.  32. 


-Ii 


.  -/'Die  Quadratur  der  Parabel. 

Um  die  zwischen  Brennstrahl  und  Abscisse  eines  Pa- 
rabelpunktes bestehende  Gleichung  in  eine  andere,  zwischen 
der  Abscisse  AM  =  NP  und  der  Ordinate  MP  =  AN  statt- 
findende umzuwandeln,  setzen  wir  in  der  Gleichung 

MP^  FP  —  FM  =  (FP—FM)  {FP  +  FM) 


Fig.  88. 


AM-^-AF  für  FP  und  AM—AF  für  FM\ 
es  ergiebt  sich    ^^.un-A-  rfi'ßtv:^; 

MP=1AF,  2AM=iAF.  AM 

oder  umgekehrt,  wenn  AM=NP  durch 
MP  =  AN  ausgedrückt  wird. 


NP  = 


AN  ^ 
4AF' 


Von  dieser  Gleichung  machen  wir  Ge- 
brauch zur  Bestimmung  des  Inhaltes  der- 
jenigen parabolischen  Fläche,  welche  von 
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eii^er  Dreeke  AV  der  Scheiteltau-  -         Fi^.  91. 
gentoi  einer  in  V  emchteteni  die  Pa« 
mbel  hi  W  «oimeidendett  Senlmeli- 
tan  und  dem  Parabelbogen  AW  . 
gränzt  wird. 

Die  Gerade  A  V  theilen  wir  in  » 
gleiche  Tbeile  und  ziehen  durch  je- 
den Theilpunkt  eine  Senkrechte  zu 
^F;  die  gespohte  Fläche  iwftllt  dadurch  in  eine  Beihe 

Ton  Streifen«  Ton  denen  jeder  über  der  BaBia  - —  steht. 
Zur  Abkürzung  sei  AVssi^x  und  AF^e^  die  einaelnen  in 
den  Entfernungen  2-^,  3-^,«.*ji^  errichteten  Senk- 
rechten sind  sodann  der  Reihe  nach 

Beschreiben  wir  sowohl  in  als  um  jeden  Streifen  ein 
Rechteck,  so  ist  jedes  eingeschriebene  Bechteck  kleiner 
und  jedes  umschriebene  grösser  ab  der  entsprechende 
Streifen,  mithin  audi  die  Summe  äUer  eingeschriebenen 

Rechtecke  kleiner  und  die  aller  umschriebenen  grösser  als 
die  gesuchte  parabolische  Fläche,  die  wir  S  nennen  wol» 
len.  Dieser  Bemerkung  zufolge  gelten  die  beiden  Ul^- 
gieichangen 

X    \n/  X    \nJx  \     n     )  x 


s 

und 


n 


4c  n 


4c 


n 


/xy     /2^y     /8«Y  fnxy 

0<L — t  4" — 7  +  — "i  

4c  n       Ac    n       4c    »  4c  » 


\c    n  *  4c 
oder  bei  gehöriger  Beduction 

ttj^2*  +  Z*  +  ...  +  (n—iy  ^ 
n»  4<J 
l«^2»  +  a'  +  >*.  +  n»  ag» 


S> 

s< 
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Die  Differenz  der  beiden  Eechteciisßummen,  zwischen  de- 
nen  S  Uegt^  ist  —        ein  Ausdruck,  weiclicr  bei  uaeiid- 

lich  wachsenden  n  unter  jede  gegebene  noch  so  ideine 

herabsinken  kann;  hieraus  folgt,  dass  die  Grössen,  zwi- 
sciien  denen  S  enthalten  ist,  sich  für  unendlich  wachsende 
n  einer  gemeinschaftlichen  Oränze  nähern  ^  welche  nur  S 
selber  sein  kann.  Demnach  hat  man 

oder  nach  dem  schon  in  §.  16  benutzten  arithmetischen  Saise 

Gicbt  man  diesem  Ausdrucke  die  Form 

•  4c 

80  bedeutet      die  Gerade  VW^  AU  und  es  ist  daher 

Fläche  AVW  =  ^.AV.  VW^^AV.  AU^^ 

man  zieht  hieraus  die  weitere  Folgerung 

^Vi^AUW—^AU.AV, 

ea  Ut  also  die  parabolisohe  Fläche  AWW  gleiel 
Bwei  Dritthcilen  deü  umsciiricbenen  Ivechtecks 
AUkFV. 

Die  ßectüication  der  Parabel  übersteigt  die  lüräfte  dtf 
Elementai|^ometrie, 


§.  33. 
Die  £;ilipse. 

Wie  in  §.  29  sei  V'OV"  der  Hanptschnitt  des  gegebe- 
nen KegelS;  ///die  Gerade^  welche  der  Ebene  V'OV"  und 
der  ^hnittebene  ÜIP  gemeinschaftlich  angehöi-t,  und  AB 
das  zwischen  die  Schenkel  des  Winkels  V'OV"  fallende 
Stäck  der  Geraden  JST/;  die  Strecke  AB  heisst  dann  die 
grosse  Achse  der  Ellipse/  ihre  Endpunkte  A  und  B 
nennt  man  die  Hauptscheitei  des  Schnittes«  Ausser 
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der  schon  früher  en^ähnten  Berührungskugel,  welche  den 
Brennpunkt  F  und  die  Directrix  HQ  bestimmt,  lässt  sich 
hier  noch  eine  zweite,  auf  der  entfirefirenfiresetztcn  Seite  der 
bchmttebene  liegende       r     r         Fie.  92.^ 
Berülirungskugel  con- 
struiren :  diese  berührt    .  . , 
die  Schnittebene  in  ei-         , . , 
nem  Punkte  G  und  den  " 
Kegel  in  einem  Kreise  ^ 
VW",  dessen  Ebene 
mit  der  Schnittebene 
den  Durchschnitt  JR 
bildet.    Den  Punkt  G 
nennen  wir  den  zwei- 
ten Brennpunkt,  die 
Gerade  IR  die  zweite 
Directrix  der  Ellipse. 
Die  Lagen  von  G  und  IR  bestimmen  sich  auf  folgende 
Weise.    Wegen  der  Gleichheit  aller  von  einem  Punkte  an 
eine  Kugel  gelegten  Tangenten  ist  ^ 

AF=AU',  AG^AV\ 
mithin  '  .  • 

AF+AGr=zU'r'  oder  ^  AF  +  FG  c=z  U' r\ 

Mittelst  derselben  Schlussweise  erhält  man,  von  B  aus- 
gehend » 

2BG  +  GF^U''V'\ 

und  da  ü"V"=  XJ'V'  ist,  so  giebt  die  Vergleichung  bei- 
der Resultate 

2AF+FG  =  2BG-\-GF  d.h.  AF=BG', 


die  Brennpunkte  lie- 
gen also  symme- 
trisch gegen  die 
Hauptscheitel  der 
Ellipse.  Zieht  man 
ferner  durch  A  parallel 
m  OU"  eine  Gerade, 
welche  Hü'  in  L  schnei- 
det,   so   entstehen  die 


Fig.  93. 
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fthnlichen  Dreiecke  ALV*  und  OÜ'ü*'\  das  letztere  ist 
gleichschenklig,  mithin  AL  ^  AU' =^  AF  ^  BG  =  BV'\ 
Die  Dreiecke  AHL  und  BFF*'  etimmen  ausser  in  den  Sei- 
ten AL  and  BY^  noch  in  den  Winkeln  überein  nnd  sind 
daher  congruent;  dies  giebt  AH=.BIf  d.  h.  die  zweite 
Directrix  ist  eben  so  weit  vom  zweiten  Haupt- 
Scheitel  entfernt,  wie  die  erste  vom  ersten. 

Den  Betrachtangen,  welche  in  $.29  an  die  ähnlichen 

Dreiecke  PJJQ  und  OIJK  geknüpft  wurden^  können  wii* 
jetzt  eine  Ergänzung  hinzufügen.  Die  Ebene  jener  Drei- 
ecke schneidet  nämlich  die  Ebene  des  zweiten  ßerührungs- 
kreises  in  einer  Geraden  VRH  UQ^  und  dadurch  entsteht 
ein  neues  Dreieck  PVRp  welches  den  beiden  vorigen  Drei- 
ecken ähnlich  ist;  man  hat  daher 

pv_qu  \  [ 

öier  wen»T|]nks;#F  dniA  yP^^  reidits  OUTiwtA  ßW^iiilt 
setzt  wird  i.i  ,•••>■  \x.\\j\U  :^fttm.^ 

D.h.:  Daß  Verhält  niss  zwischen  dem  Brenn  strahl 
eines  Ellipsenpunktes  und  dessen  Entfernung 
«von  der  Directrix  bleibt  unverändert,  wenn  der 
erste  Brennpunkt  gegen  den  aweiten  und  au* 
gleich  die  erste  Directrix  gegen  die  aweite  ver- 
tauscht wird. 

Zur  Abkiürzung  bezeichnen  wir  die  Charakteristik* 
OU" :  OK  mit     es  isf  dann 

PF^a.PQ,  PG  =  s.PR 

mithin  durch  Addition 

PF+PG=B.OR^^.m\ 

die  Brennstralilen  geben  also  eine  constante  Summe.  Den 
Betrag  der  letzteren  £ndet  man  leicht,  indem  man  densel- 
ben Satz  auf  den  Scheitel  A  anwendet;  es  ist  dann  AF-^Aü 
^B.HI  mithin 

PF-^  PG  =  AF-if  AG  =  BG+  AG  =  AB 

d«h*:  Für  jeden  Eliipsenpunkt  ist  die  Summe  der 
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BreDttBirahieiK  unverttüderlieh  gleioli  der  gros- 
sen Achse*  def  Ellipse* 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  einfaches  Mittel  zur  Construc- 
fion  der  Ellipse,  wenn  deren  grosse  Achse  und  ihre  Brenn- 
punkte entweder  unmittelbar  gegeben  oder  durch  die  Lage 
der  schneidenden  Ebene  gegen  den  Haaptschnitt  des  Kegek 
bestimmt  sind.  Man  beschreibt  nämlich  ans  F  mit  einem 
beliebig  aber  kleiner  als  pig,  95, 

AB  gewählten  Halbmes- 
ser einen  Kreisbogen  und 
aas  G  einen  zweiten  Bo- 
'  gen,  dessenRaditis  gleich 
dem  UnterscLicd(3  zwi-  ^ 
sehen  AB  und  dem  er- 
Bten  Halbmesser  ist;  bei-  H 
de  Bögen  schneiden  sich 
in  zwei  der  Ellipse  an- 

gehörigen  Punkten.  Da 
der  erste  Halbmesser  wilikührlich  bleibt,  so  kann  man 
mittelst  dieses  Verfahrens  beliebig  viele  Punkte  der  EUipse 
anfsnchen« 

Hierbei  ist  der  spedeOe  Fall  bemerkenswerthy  wo  der 

erste  Halbmesser  =  ^AB  =  AC  genommen  wird;  der  zweite 
Badios  hat  dann  dieselbe  Grösse,  und  man  gelangt  zu 


■H  >h  MV, 


Sig.94. 


Diese  Hanpteigen* 
Bchaft  der  Ellipse  kami  auch 
ohne  Znsiehimg  einer  Diiec- 
trix  folgendermaassen  abge- 
leitet werden.  Es  ist  PF  S'^-^"'^ 
Ptf=i*F  mithin 

^AFJr  AG 
^AB. 
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zwei  Ellipsenpankten  D  und     welche  von  ^  und  G  gleich* 

weit  nämlich  um  l)F=nGt=s  EF=  EG  =  \AB  entfernt 
sind.  Die  Verbindungslinie  DE  geht  durch  C  und  heisst 
die  kleine  Achse  der  Ellipse;  ihre  Endpunkte  nennt 
man  die  Neb  enscheitel  and  den  Funkt  C  den  Mittel- 
punkt  der  Ellipse,  denn  ans  der  vorigen  Gonstniction 
folgt  leicht,  dass  der  Cunkt  C  jede  dorch  ihn  gelegte  £1- 
lipscnsehnc  halbirt.  JJic  Strecke  CF^  CG  führt  den  Na- 
t  mcn  der  linearen  Excentricität.  Setzt  man  AC  =  af 
CD=bf  CF=Cf  so  hat  man,  weil  DFssa  ist 

Beseichnet  man  ferner  die  Strecke  CH  mit  k  nnd  wendet 

die  allgemeine  Eigenschaft  aller  Eegeldthnitte  auf  die 
Punkte  A  und  ])  an,  so  gelangt  man  zu  den  beiden  Gleich- 
nngen 

g  —  c   a  

ans  denen  folgt 


Die  erste  dieser  Formeln  liefert  eine  einfache  Constmetion 
der  Directnx:,  wenn  die  Ponkte  4^  €  und  F  bekannt  sind; 
die  sweiie  Formel  enth&lt  den  Sate:  Die  Charakteri- 

btik  der  Ellipse  ist  gleich  dem  Verhältnisse  der 
linearen  Excentricität  zur  grossen  Halbachse.  ' 

Wir  betrachten  noch  den  specieilen  Fall,  wo  die  Ke- 
gelspitze 0  ins  Unendliche  hinansrückt  also  der  Kegel  in 
einen  Gylinder  4lbergeht.  Die  berührenden  Engeln  werden  - 
dann  von  gleicher  Grdsse  und  an  die  Stelle  der  früheren 
Geraden  OUPV  tritt  die  der  Cylinderachse  parallele  Ge- 
rade UPV\  im  Uebrigen  bleiben  die  vorigen  Betrachtungen 
wörtlich  dieselben.  Bemerkens werth  ist  aber,  dass  jetzt 
auch  die  kleine  Halbachse  der  £liipse  eine  geometrische 
Bedeutung  erhall^  sie  stellt  nftmlich  d^  Radins  der  Diree- 
trix  des  Cyh'nders  dar,  wie  man  aus  der  GIciclilielt  von 
CD  und  CD'  leicht  ersieht.  Ist  nun  eine  Ellipse  ursprüng- 
lich als  Schnitt  einer  Kegeißäche  bestimmt,  so  kennt  mau 
nach  dem  Früheren  die  grosse  Achse  und,  vermöge  der^ 
angegebenen  Constmetion,  die  Brennpunkte;  daraus  ergtebl 
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sich  die  kleine  Achse,  letztere  liefert  Fig.  96. 

den  Cylinder,  und  wenn  man  in  den 
Hauptschnitt   U'V'V'U"  desselben 

Gerade  ein^ftgti  so  beetimmt 
diese  eineit  Oylindersehnitt;  der  mit 
jeneia  Kegelscfanitte  die  grosBe  und 
kleine  Achse  gemein  hat  und  ihm 
cöQgruent  sein  masS;  weil  aus  zwei 
f^^elim^  Achsen  nur  eine  Ellipse 
ttdistndFt'werdeii  kann.  Man  pflegt' 
lieeen  l7i6htigeti  Sats  kim  folgendermaassen  atmiidrflekeii: 
Jeder  elliptische  Kegelschnitt  lässt  sicii  auf 
einen  bestimmten  Ovlindcr  übertra<ren. 

Hieraus  ergiebt  sich  ein  neues  und  sehr  bequemes 
Mittel  Bur  Gonetmotion  der  EUipae  ans  ihren  Aehsen.  Sei 
nSmlich  CA'1>  der  Quadrant  des  durch  den  Ellipsenmittel- 
pnnkt  C  gelegten  Kreisschnittes  des  Oylinders^  also  CD  die 
kleine  und  CA  die  grosse  Halbachse  der  Ellipse,  P  ein 
EliipsenpQnkt  und  durch  P  eine  Ebene  senkrecht  zu  A'CB 
und  parallel  eu  CJ)^  so  schneidet  diese  £bene  die  Cylinder- 
flftohe  in  der  imr  Aebse  parallelen 
Ckraden die  Ebene  ÄÄ'C  in  der 
Oeraden  MM'  jj  PP'  und  es  iöt  aus- 
serdem PM  //  P'M'  senkrecht  auf  der 
Ebene  AA'C*  Die  Strecke  CM  heisse 
die  Abscisse  und  ilfP  die  Ordinate 
des  Ellipsenpunktes  J^,  entspreehend 
CM'  die  Abscisse  und  M'P'  die  Or- 
dinate  von  P' ,  so  hat  man  MP=M*P' ^ 
dagegen  CM\  CM'=^  CA:  CÄ=  CA :  CD] 
in  Worten  giebt  dies  den  Satz:  Wenn  zwei  Punkte^ 
ton  denen  der  eine  auf  der  Ellipse  und  der  an- 
dere anf  dem  ttber  ihrer  kleinen  Achse  beschrie- 
benen Kreise  liegt,  gleiche  Ordinaten  besitzen, 
so  verhalten  sich  ihre  Abscissen  wie  die  grosse 
Achse  aur  kleinen.  Durch  Umdrehung  der  Ebene  ACD 
bis  som  Zusammenfallen  mit  der  Ebene  Ä'CD  entsteht  eine 
neue  Figur,  in  welcher  wie  vorhin  MP—  M'P'j  CMiCH* 
^CA:CA'j  und  hier  ißt  die  Construction  folgende:  'Man 

ScliiOniilcli,  Gflomctri«.  IL  l) 


Fig.  97. 
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besebreibe  aus  dem  Mittelpunkte 
C  swei  Kreise,  deren  Badien  die 
Halbaeheen  derESlipte  iind^  nehe 

einen  beliebigen  Durchmesser, 
weicher  den  kleineren  Kreis  in 
P\  den  grösaeren  in  P*'  schnei- 
det und  legd  dmrch  F  me  P»> 
raUele  mi  CAj  towle  inxA  P* 
eine  Parallele  zu  CD\  beide  Pa- 
rallelen schneiden  sich  in  einem  Pirnkte  welclier  der 
EUipse  angeboren  maae,  weil  für  ihn  MP^M  P'-  nad 
€MxCM'  =  €P"i€P'^CÄTGJl>\!^t.  Statt  den  Dim^aMiMr 
CP'P"  willkührlioh  an  aiehen»  kann  man  aaek  Jf  bali^^ 
wählen  und  daraus  P*'  und  CP"  ableiten;  die  (Jonstruction 
dient  dann,  um  eüuber  gegebenen  AbsciiasQ.  die  Ordinate 
an  finden. 

Wir  hetiwcbten  nun  noch  aolche  Punkte,  Ifir  trelebe 
die  8omme  der  Leltstrahlen  nicht  gleich  der  groisen  A^ee 

ist,  die  folglich  auch  keine  Punkte  der  Ellipse  sein  können. 
Ist  P  ein  i^liipsenpunkt  mit  der  Ordinate  MP^  P*  ein  zwi- 


Fig.  99. 


sehen  M  und  Pf  und  i^''  ein  auf 
der  VerlängeKoag  Ton  MP  ü^;«»- 
der  Punkt,  ao  srt       den  enta 

FP'  -f  GP'  KFP-^  GP,  d.  h.  IP' 
-h  GP  '  <,AB,  und  entsprechend  fftr 
^  den  zweiten   FP"  +  GP  >  AB. 
^  ^  ^      Man  erkennt  hieraua  omgekehr^ 

dasB  ein  Punkt,  deesen  Leitstrahlen  zusammen  m^r  ah 

AB  ausmachen,  weder  innerhalb  noch  auf  der  Ellipse,  also 
ausserhalb  derselben  liegen  rauss,  und  dass  ebenso  ein 
Punkt,  für  welchen  jene  Summe  K.AB  ist,  nur  innerhalb 
der  Ellipse  vorhanden  aein  kann;  diea  giebt  den  Sata:  Bin 
Punkt  liegt  innerhalb,  auf,  od«r  ausserhalb  de? 
Ellipse,  je  nachdem  die  Summe  seiner  Leitstrah- 
len weniger,  ebensoviel,  oder  mehr  als  die  grosse 
Achse  der  Ellipse  ausmacht. 


I 


^   131  ^ 


■\  r 


Die  li^ilij^be  und  die  Gerade, 

L  Wir  gekn  yon  dem  apecielleii  Falle  aus,  wo  die 
flferade  TMD^ente  an  der  BQ^mm  ist  tmd  folgBoh  dtirdbi 
dttiiselbon  Psnkt  S  der  Tig*  S6. 

Directrix  p^eht  wie  eine 
in  F  auf  dem  BremiBtrahle 
Berühnmgspuiiktos 
P  erridfteie  Seokreehte. 
OoBStmirt  man  nooii  des  ^r^-i 
anderen  Brennpunkt  G  g 
und  die  zugehörige  Di- 
rectrix  JT^  so  sind  die 
in  #.29.a]ig«0itlHan  Ba- 
tnclitungan  fastii^6räieh 
zmm  Eweiten  Male  anwendbar,  wenn  man  F  durch  G  und 
5^  durch  T  ersetzt,  mithin  ist  auch  LPGT=zW,  Man  hat 
nun  einerseits 

ftmer  in  den  Hiniiclieii  Dreiecken  PQS  tmd  PRT 

.      •     PO  PS 
FR 

mithin  ansammen 

PF     PS    ,    PF  PG 
PG 


FT 


PS  ,  PF 
—  oder  — ; 
PT  PS 


FT 


Die  rechtwinkligen  Dreiecke  FPS  und  GPT  stimmen  also 
in  dem  Verhältniss  einer  Kathete  zur  Hypotenuse  überein| 
sie  sind  daher  ähnlich,  und  es  folgt  hieraus  % 

LFPS  =  LGPT 
d.  h.:  Die  Tangente  an  einer  Ellipse  bildet  glei- 
che Winkel  xnit  den  Vectoren  des  Berührnngs- 
punktes.*) 

Um  hiemaoh  die  zu  einem  gegebenen  Ellipsenpunkte 
gehörige  Tangente  au  find^,  braucht  man  nur  einen  der 


*)  Auch  dieser  Satz  lässt  sich  ohne  Znziehting  ein^r  Direc- 
trix  folgendermaasseu  ableiten.    Nach  §.  2Q  sind  die  Dreiecke  PSF 

9* 
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Fig.  97. 


Nebenwinkel  von  LFPG  zu  halbiren;  die  Halbirungslinie 
ist  die  gesuchte  Tangente. 

Zu  einer  anderen  Tangentenconstruction  führt  die  Auf- 
fassung der  Ellipse  als  Cylinderschnitt.  Die  Ebene,  welche 
den  Cylinder  längs  der  Geraden  PP'  berührt  und  von  den 

Erweiterungen  der  Ebenen  ACD  und 
A'CD  in  den  Geraden  UP  und  U'P\ 
geschnitten  wird,  begegnet  der  ver- 
längerten Geraden  CD  in  einem 
Punkte  V,  der  sowohl  zur  Ellipsen- 
tangente VPU^  als  zur  Kreistangente 
VP'ü'  gehört;  denkt  man  sich  jetzt 
die  Ebene  ACD  um  CD  gedreht,  bis 
sie  mit  der  Ebene  A'CD  zusammen- 
fallt, so  bleibt  der  Punkt  V  unbe- 
weglich auf  CD  und  bildet  den  Durchschnitt  einer  Ellip- 
sentangente an  P  und  einer  Kreistangente  an  P\  wobei 
aber  MP  =  M'P'  ist.  Mann  kann  diesen  Satz  so  aus- 
sprechen: BesitzenzweiPunkte/*und/^',  vondenen 
der  eine  auf  der  Ellipse  und  der  andere  auf  dem 
eingeschriebenen  Kreise  liegt,  gleiche  Ordina- 
ten,  so  gehen  die  Tangenten  an  P  und  P'  durch 
einen  und  denselben  Punkt  der  verlängerten 
kleinen  Achse  der  Ellipse.    Demgemäss  hat  man 


und  PSV  coiigruent;  daraus 
folgt 


LfPS  =  LUPS. 


— "  V 


Bei  der  zweiten  Berührungs- 
kngcl  findet  sich  auf  analoge 
Weise,  dass  A  PTG  ^  A  PTf^ 
mithin 

LGPT=L  ypT 

ist.  Die  rechter  Hand  stehen- 
den Winkel  UPS  und  VPT 
sind  als  Scheitelwinkel  gleich, 
daher  ist  auch 

LFPS=iGPT. 


Google 
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Fig.  M. 


folgende  T«ngentenconstraction:  durdi  den  gegebenen 
Ftiitkt  P  zieht  man  eine  Gerade  //  AC  bis  mm  DuTchscfanitte 
/>'  mit    dem   eingeBehriebenen " 

Kreise,  legt  an  P'  eine  Tangente, 
welche  die  verlängerte  CD  in  V 
8clm6idet|  und  verbindet  V  mit 
Pf  wo  nun  VP  die  gesuchte  Tan- 
gente ist.  —  Verlängert  man  VP 
bis  zum  Durchschnitte  ^T'mit  der 
verlängerten  CA  und  beachtet| 
dftss  fUr  MP=  M'P'  die  Propor- 
tion €M:  CM'  =  €P^:  CP^CAx  CD  statt  findet,  so  k^nn 
man  sich  leicht  überzeugen,  dass  TJ  zugleich  der  Punkt  ist, 
in  welchem  eine  durch  P"  an  den  innscliricbenen  Kreis  ge- 
legte Tangente  der  Verlängerung  von  CA  begegnet;  dies  giebt 
eine  analoge  Gonstruction,  bei  welcher  aus  P  der  Reihe  nach 
die  Punkte       V  und  die  Tangente  UP  bestimmt  werden. 

Nach  dieser  speciellen  Betrachtung  kehren  wir  BU  der 
ursprünglichen  Tangentenconstruction  zurück,  um  weitere 
Folgerun  qea  daran  zu  knüpfen.  i«iehmen  wir  die  Strecke 
PB=sPO,  90  ist  in  dem 
gleichschenkligen  Dreiecke 
^PPi  der  gleichnamige  Win- 
kel halbirt  und  mithin  geht 
die  Tangente  an  P  senk- 
recht diureh  die  Mitte  der 

Bftsis  GR\  nennen  wir  T 

diesen  Mittelpunkt,  so  kann 

derselbe   auch   als  Fuss- 

pankt  des  von  G  auf  die 

Tai^ente  herabgelassenen 

Perpendikels  angesehen 

werden.    Durch  die  Gerade  CT  entstellt  ein  Dreieck  CGT, 

w^elches  mit  dem  Dreiecke  FGB  in  dem  Winkel  bei  G  und 

in  dem  Seitenverhältnisse 

GCiGF—GTiGR^l.2 

übereinstimmt;  hieraus  folgt  ^^CGTf^AFGB,  CT  II  FR 

und 

CT:FR=^GC:GFz^  \  :2; 
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et  ist  dalier  CT  dieHftlfte  von  FB^FPJ^PB^FP^n 
s  AB,   Auf  ganz  analoge  Weiee  kann  aacbgewiesea  :w«p- 

den,  dass  der  Fusspunkt  S  einer  von  F  auf  die  Tangente 
an  P  herabgelassenen  Senkrechten  gleichfalls  um  \AB  von 
C  entfernt  ist.  Da  dies  für  jeden  beliebigen  Punkt  P  gilt, 
80  hat  man  folgenden  Satz;  Die  Faaapankte  aller 
Von  den  Brennpunkten  aaf  die*  Tangenten  der 
Ellipse  herabgelassenen  Senkrechten  liegen  auf 
der  Peripherie  des  der  Ellipse  umschriebenen 
Kreises. 

Hierin  sind  die  Mittel  zur  Lösung  «weier  Berührungs- 
an^ben  enthalten.  SoU  n&mlich  an  eine  geg^ene  Ellipse 
eine  Tangente  parallel  einer  gegebenen  Geraden  P'Q'  %^  - 

legt  werden,  so  fälle  man  auf  letztere  von  den  Brenn- 
punkten aus  Senkrechte  und  nenne  S  und  T  die  Punkte, 
in  welchen  die  erwähnten  Perpendikel  den  umschriebenen 
Kreis  schneiden.  Die  Ojerade  S'i  ist  dann  die  ges«ete 
Tangente  und  man  findet  ihren  Berdhningspm^t  dadurch, 
dass  man  FR //CT  bis  zum  Durchschnitte  mit  ST  zieht 
Da  jede  Gerade  durch  einen  im  Innern  eines  Kieises 
liegenden  Punkt  den  Kreis  nothwendig  zweimal  ockjoeideli 
80  hat  die  Aufgabe  jederzeit  awei  Lösungen. 

SoU  ferner  durch  einen  gegebenen  Punkt  Q  eine 
gente  an  eine  Ellipse  gelegt  werden ,  so  kommt  es  anr 
darauf  an,  in  der  Peripherie  des  der  Ellipse  umsciiriebeneD 
Kreises  die  Punkte  S  und  T  so  zu  bestimmen,  dass  L  FSP 
aÄL^Jjß=:90°  wird;  man  erreicht  diess  leicht,  indem 
man  ;0  mit  ^  und  G  verbindet  und  sowohl  Uber  FQ  ata 
über  GQ  ab  Durchmesser  einen  Kreis  besehreibt;  diese 
Hilfskreise  schneiden  den  umschriebenen  Kreis  in  den  ge- 
suchten Punkten  S  und  J;  der  Berührung spunkt  der  Tan- 
gente SIQ  'ündet  sich  auf  dieselbe  Weise  wie  Torhin.  IM 
jeder  von  den  Hilfskreisen  den  umachriebeuea  Kreis  im 
Allgemeinen  aweimal  schneidet|  so  .ensturau  xwei  Auf- 
lösungen ;  sie  reduciren  sieh  %a  einer,  yreixa  Q  airf  der  El- 
lipse selber  liegt;  unmöglich  wird  die  Aufgabe,  wenn  Q 
sich  innerhalb  der  Ellipse  befindet. 

II.  Lassen  wir  von  dem  einen  Brennpunkte  F  auf 
eine  nicht  berührende  Qerade  S'T  oder  S"T'  eine  Senk- 


9 
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rechte  herab,  so  kann  deren  Fusspunkt  S'  oder  5"  nicht 
aof  die  Peripherie  des  der  £1-  -pig,  iio. 

Ujm  ttmflohfijBbe&en  KreieeB 
fldleni  er  mnss  also  entweder 
innerhalb  oder  auaerhalb  die- 
ses Kreises  liegen.  Betrachten 
wir  zuerst  den  letalen  Fall  und 
verbinden  einen  ^  beliebigen 
Pank*  r  ron  S^r*  mit  F  dorefa 
die  Gerade  FT'  welche  die  zu 

S"T"  parallele  Tangente  in  T  schneidet,  so  ist  FS"  >  FS^ 
FT  '^FTy  ferner  FT" -^T"T=FT  xlü^  GT"+ T"Ty^  CT. 
Durch  Addition  der  letaleren  Beaiehangen  folgt  FT"^GT" 
>FT+GT,  und  da  T  keinen  Falls  innerhalb  der  Ellipse 
Uegt,  so  ist  FT+GT^AB,  mithin  ganz  sicher  FT"+GT" 
>AB,  woraus  folgt,  dass  kein  Punkt  T''  der  Geraden  S^T" 
innerhalb  oder  auf  der  Ellipse  liegen  kann.  Fällt  dagegen 
S'  BwiBchea  F  und  so  das3  FS' <iFSf  so  kann  die  Ge- 
rade S'T'  ebaasowenig  «nen  als  keinen  Pnnkt  mit  der  El« 
lipee  gemdn  haben  und  es  bleibt  dann  der  nnr  noch  mög- 
liche Fall  übrig,  dass  S'T'  die  Ellipse  in  zwei  Punkten 
sehneidet.  Alles  zusammen  giebt  den  Satz:  Eine  Gerade 
hat  mit  einer  Ellipse  awai  Punkte,  einen  Punkt 
oder  keinen  Punkt  gemeiB,  je  nachdem  der  Fuss* 
pä&kt  des  ron  einem  Brennpunkte  auf  die  Gerade 
herabgelassenen  Perpendikels  innerhalb^  auf 
oder  j^ussexhalb  der  Peripherie  des  der  Ellipse 
umschriebenen  Kreises  liegt» 

Maa  wird  bemerken,  dass  die  für  die  Ellipse  ent* 
wickelten  Sfttae  viel  Aehnlichkeit  nut         Flg.  102. 
den  für  die  Parabel  geltenden  besitzen; 
der  Grund  liegt  in  der  nahen  Ver- 
wandtschaft beider  Linien ,  vermöge 
deren  die.  Parabel  als  eine  Eilispe  be- 
trachtet werden  kann,  deren  grosse  a 
Achse  unendlich  gross  geworden  ist,  / 
während  Scheitel  und  Brennpunkt  un-  ' 
yerändert  gehlieben  sind«  Dieil^s  lässt 
aich  leicht  an  dem  Hauptschnitte  der 
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Kegelfläche  nach  weisen.  Ist  nämlich  AB  ein  eUiiitischer 
Schnitt  des  Kegeis  AOB  und  F  der  Brennpuikt,  so  yäeke 
man  den  Kegehnitteipunkt  0  anf  der  Geraden  Od  so  lisrab^ 
dass  die  Eegelseite  OB  immer  denselben  Kreis  berührt^ 

welcher  zur  Beßtimmung  des  Brennpunktes  diente;  je  mehr 
sich  die  bewegliche  Kegelscite  der  zu  AB  parallelen  Lage 
nähert,  desto  länger  wird  die  crrosse  Achse  der  Ellipse, 
während  A  und  J'imgeftndert  bleiben;  ist  endlich  die  her 
wegliche  Kegelseite  parallel  sn  AB  geworden^  so  hat  sidl 
die  Ellipse  in  eine  Tarabel  verwandelt.  Der  umschrie- 
bene Kreis  wird  dann  zur  Scheiteltangente  und  damit 
gehen  die  für  die  Ellipse  entwickelten  Sätze  in  die^  ent: 
sprechenden  Eigenschaften  der  Parabel  über«-      K  lu  iuM 


§.  35. 

Die  Quadratur  der  Ellipse. 

Vermöge  der  Entstehung  der  Ellipse  aus  dem  Cjiinder 
lässt  sich  der  Kreis  als  Projection  einer  Ellipse  ansehen 
und  darauf  eine  Vergleichung  BwtBeh«ki  der  Kreisfläche  und 
Ellipsenflfiche  gründen.  Wir  denken  uns  zu  diesem  Zwecke 

die  Ebene  der  Ellipse  wieder  um  ihre  klciiic  Achse  ge- 
dreht, bis  sie  mit  dem  durch  dieselbe  Achse  gelegten  Kreis- 
sohnitt  zusanimenfWty  und  in  beiden  krummen  Linien  zwei 
Fig.XO^.  gleiche  Ordinalen  iri>  und  if'iPff 

:construirty  denen  die  AbsciBseQ 
CM  und  CM\  welche  sich  wie 
CA:  CA'  verhalten^  entsprechen 
mögen.  Ferner  theüen  wir  CM' 
.  '  in.  eine  Reihe  gleicher  Theile, 
Ton  denen  einer  d'  heissen  inög6|  sieben  dnteh  alle  Theik 
punkte  Ordinaten  und  consiiuiren  aus  jeder  Ordinate  und 
dem  Stücke  d'  ein  Rechteck-  wir  erhalten  auf  diese  Weiso 
zwei  Reihen  von  Rechtecken,  zwischen  denen  die  Fläche 
CDP'M',  welche  S'  heissen  möge^  enthalten  ist;  insofern 
nämlich  letztere  mehr  als  die  Summe  der  eingesdmebensn 
und  weniger  als  die  Summe  der  umschriebenen  Rechteck- 
flächen  beträgt.  Kennen  wir  n  die  Anzahl  der  Theile  und 
C/J  ~  V, ,  J/3  j .  • .  Ifn  ^^M'P'  die  aufeinander  folgen- 
den Ordinaten,  so  ist 
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S'>d'(y,H-y,  +  y,  +  ...-i-^„)  *  . 

und  da  die  Differens  dieser  beiden  Reclitecksammeh  klei- 

Der  als  jede  beliebigen  Zahl  gemacht  werden  kann,  wenn 
CM' 

man  d' » hinreichend  klein  nimmty  bo  folgt;  dass 

^'»Grftnswerth  von  d>,+y,+Sfs+- • 
0m  nni88.  Eine  gans  ftbnliche  Operation  ist  anf  die  Fläche 

CDPj}/:=S  anwendbar.  Constmirt  man  nämlich  zu  den- 
selben Ordiuaten  ,  . . .  y„  die  entsprechenden  Abscis- 
sen^  80  zerfällt  die  Strecke  CM  ebenfalls  in  n  Theile,  und 
zwar  sind  diese  von  gleicher  Grösse;  wie  man  mittelst  des 
Satees  findet,  dass  sich  zwei  Abscissen,  die  in  der  Ellipse 
und  im  Kreise  zu  gleichen  Ordinalen  gehören,  wie  die 
grosse  Halbachse  zur  kleineu  verhalten,    Nennen  wir  Ö 

CM 

einen  solchen  Theil  — ,  so  findet  sich  durch  ähnliche  Be- 
il ' 

trachtungen  wie  vorhin 

-s^  <  ^  (yo + y  I  +  y  t + •  •  • + , 

mithin 

S  =  Gränzwerth  von  ^  (i/i  +  ^2  -f  J/i  +  •  •  •  +  )• 
Nun  ist  *ber  $:ö'^CA;CA'\  für  CA  =  a,  CA'^CD^b 

hat  mau  daher  ö  = 

5s=  Gränzwerth  von  y  d' +  sf,  +  S^s +     + S^«) 
und  vermöge  des  voridn  angegebenen  Werthea  von  S' 

d.  h.:  Die  über  irgend  einer  Abscisse  stehende 
Eilipsenfläche  verhält  sich  zu  der  über  dersel- 
ben Abscisse  stehenden  Fläche  des  eingeschrie- 
benen Kreises  wie-  die  grosse  Halbachse  %vjt 

kleinen. 

Lässt  man  M  mit  A,  folglich  M'  mit  A'  zusammen- 
fallen, 80  wird  mithin  Sss^itob'^  demnach  ist 
die  Funcke  der  ganzen  EHipse  s=mib,  d«  h«  gleich  der 
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♦ 

Fläche  eines  Kreises,  dessen  Halbmesser  das  geometrische 
Mittel  zwischen  den  Halbachsen  der  Ellipse  aasmacht. 

Die  BectificatioQ  der  £Uipae  übente^  die  Krftfte  der 
fUementargeometrie* 

§.36. 

Die  Hyperbel. 

Wie  bei  dem  ellipttseben  so  sind  auch  bei  dem  hypcF 
boUaeheii  Sclmitte  des  Eegek  aswei  Berührungskugeln  mög- 
lich|  nur  liegen  dieselben,  von  dem  Kegelmittelpuakte  0 
Fig.  104«  aas  gerecimet,  nicht  nach 


de^elben  Seite  hin  soadm 
einander  entgegengesetst 
-Der  Berührungspunkt  G  der 
zweiten  Kugel  liefert  den 
zweiten  Brennpunkt  und  der 
Dnrchsehnitft  der  Ebene  des 
Berührungskreifles  F'FF" 
mit  der  Hyperbelebene  führt 
zu  einer  zweiten  Directrix 
/Ä.  Die  Punkte  A  und  ß 
heiwen  die  Seheitei  der 
Hyperbel ,  die  begrenito 
Strecke  AB  nennen  wir,  dem 


Früheren  analog,  die  Hauptachse  des  Schnittes.  Im 
Gegensätze  aur  iUlipae  liegen  hier  beide  Brennpunkte  auf 
den  Verlängentngen  der  Hanptaehae,  während  jede  Direc- 
trix die  ^uptaehse  owisciiea  im  Sdieitehi  sehneidet  £• 
ist  nun 

AF=AUy  AG^AV\ 
mithin  wenn  die  erste  Gleichung  von  der  zweiten  abge- 
legen und  ftlr  AB  die  Differenz  FG  —  Ai^  gesetat  wird 

FG^tAF^irr. 

Auf  ähnliclie  Weise  erhält  man  von  B  ausgehend 

folgliob  weU  U'  r  =  ü  '  V  ist 

AF^BQ*^ 

die  Brennpttnktje' Hegen  also  symmetriseb  gegea 


—  IM  - 

die  SebeiieU    Zieht  mtm  feraer  AMb  A  peciliel  2« 

OU'*  eine  Gerade,  welche  IIU'  in  L  schneidet,  so  entstehen 
die  ähnlichen  Dreiecke  ALU'  und  Ol]'lJ'*\  das  letztere  is^ 
gleichschenklig,  mithin  auch  ÄL^AÜ'^AF^BG^BV"^ 
Die  Dreieeke  AHL  aod  BJV*  atimmen  anieer  in  den  Sei* 
ten  'AL  nnd  BV*'  «och  in  den  Winkeln  überein  und  sind 
dfther  eongrneni;  dies  giebt  AH=BJ  d.  b.:  Die  sweite 
Directrix  ist  vom  zweiten  Scheitel  eben  so  weit 
entfernt  wie  die  erste  vom  ersten. 

Die  Ebene  der  in  §.  29  betrachte|^  fthnliehey  Dry» 
eeke  PUQ  and  OUK  ftdineidet  die  Ebene  des  sweiten  Be- 
vührnngekreiMS  in  einer  Geraden  VRffUQ  und  erseugt 
ein  dem  vorigen  ähnliches  Dreieck  PVR\  es  ist  daher 

PR^Ok 

oder  wenn  links  PV  doreb  die  gleiche  Kugeltangente 
lechts  QU  durob  OV"  ersetat  wird, 

PG  QU" 

PR^^  OK  * 

iäh,i  Das  Verhältnis«  zwischen  dem  Brennstrahl 
eines  Hyperbelpunktes  und  dessen  Entfernung 
von-det  Directrix  bleibt  nnveründert,  wenn  der 
erste  Brennpunkt  gegen  den  «weiten  und  su» 

gleich  die  erste  Directrix  gegen  die  zweite  ver» 
tauscht  wird. 

Befteicbnet  e  die  Charakteristik  OU"  :  OK,  so  ist 

PF^s.PO,  PG^s.PB, 

PG^PFi=^B*QIttsz$.BIi 
die  Breonstrahlen  geben  also  eine  constante  Differens.  Für 
den  Scheitel  A  hat  man  nach  demselben  Satze  AG  —  AF 
^s.Jdi  folglich 

PG—  PF^zAG^AF.^BF—AF^AB 
d.b«:  Die  Differenn  der  Brennstrablen  jedes  Hy- 
perbelpunktes ist   nnverfinderlieh  gleich  der 
Hauptachse  der  Hyperbel.*) 


*)  Aneb  ohne  Zazlehnng  einer  Dir'eotrfaL  findet  man  diesen  Bsts 
•anf  folgendem  Wege.  Ei  ist  PFs=PUt  PG=sPF  mithin 
P0^PF^  eVmWr^ÄV'^AO'zs^AG^AP^BF-AFt^^AB. 
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Dieser  Satz  IklSert  ein  einfaches  Mittel  zar  Construe* 
tie«  der  H^rperbel,  weno  die  Lage  der  floh&6id«id«iii®b«ilito 
gegeb#]i  fei.    Man  bestfmint  sntiftdMt  mittdst  Miäir  Ini^ 

rulirenden  Kreise  die  Brennpunkte  F  und  G  der  krnmnien 
■  Fig.  105.  Liniii,  bes>clireibt  ferner  ;ui>s  dem 

einen  Brennpunkte  F  mit  einem 
beUebigen  HaibnieBBer  ^etim  £iNrii^ 
bogen  und  aus  6^  'eiHW%MiÜ4 
Bogen;  dessen  HalbniMi^r  gloi^A 
der  Sniniiie  von  AB  und  dem  er- 
ülen  Halbmesser  ist;  beide  i^r>gen 
achneiden  sich  in  zwei  PanlfeteB) 
welche  der  Hjperbel^"ftng(dtei«ift 
/  \     Diese  Constrnction  giebt  sn  er- 

kennen, dass  die  beiden  Zweige  der  Hyperbel  congrucjit 
^jind  uiifl  j5ur  Docknnsr  jrebracht  werden  kthinert.  wenn  man 
deü  uiiitu  um  diejenige  Gerade  herumdreht,  weiche  die 
Hauptachse  normal  in  C  halbirt«  Der  Punkt  C  heisst  dess^ 
wegen  der  Mittelpunkt  der  Hyperbel;  die  Endpoi^ 
A  und  ^  der  Hauptachse  werden  die  Scheit^l^^däi^^l^ 
pei'bel  genant  lt.  '  ,  i       ,      ,i  -^??-<vid 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  der  Fall,  wenn 
die  Scbnittebor.o  parallel  »ur  Kegelachse  ii^gt^  es  werden 
dann  die  beiden  BerührungskugelB  congroefit,  ^e  4Mlft 
analoger  Weise  bei  dem  elliptischen  Schnitte  4M  Cyli^MI 
geschah.!  Beaeicbnen  wir  mit  M  der  Mitt<'li)unkt  der  zum 


Fig.  106. 


Breiaipunivte  F  Grchrtrcndcn  Kugel- 
fläche und  lait  C  den  Mittelpunkt 
der  Hauptachse  AB^'^^^^SMi^iSä 
Oeraden  MF  and  OC  glditf' 
senkrecht  zur  Eegelaohtibf'^Yamr 
hat  man  NU'---.  MF^  OC,  L  OMV' 
^LAOC  und  LOU'M^  LACO 
s=90<',  mithin  zwei  congrtlfente  DrÄ 
ecke  Oü'M  xoiA  ACO.  mk  m'tfä^ 
Oü'=  AC  und  durch  beidem^i^ 
Addition  Mjn  iU'^AF,  auch  AO 
~CF.  bind  nun  von  irg'oiid  einer 
Hyperbel  die  Hauptachse  ^dS  vad 
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die  Brennpunkte  F,  G  gegeben^  so  kann  aus  der  Kathete 
Aü  vbbA  d«r  Hypoienase  40  =s  CF  dc0  mhtwtiiklige  Dm> 
eck  AOC  und  überhatipt  diejenige  Eegelflttche .  bealuiioil 

werden,  bei  welcher  der  zur  Kegelachse  parallele  Schnitt 
die  nämliche  Hauptachse  .und  dieselben  Brennpunkte  wie 
die  gegebene  Hyperbel  besitzt.  Nach  der  oben  geseigtaii 
Conatraction  ist  aber  die  Hyperbel  durch  Hauptachse  imd 
Brennpunkte  bestimmt  und  es  muss  daher  der  yorhin  er- 
wähnte Schnitt  mit  der  gegebenen  Hyperbel  identisch  sein, 
d.h.:  Jeder  beliebige  hyperbolische  Schnitt  ir- 
gend einer  Kegelfläohe  läsat  sich  auf  einen  be- 
stimmten neuen  Kegel  so  %bertrageii|  dass  die 
Seknittebene  der  Achse  parallel  liegt« 

Der  Analogie  wegen  nennt  man  CO  die  J^Jebeuhalb- 
achse  und  CF^CG  die  lineare  Excentrioitat  der 
Hyperbel;  ittr  AC^a^  CO=b^  CF^c  ist 

\Sm  ferner  die  Entfernung  der 

Directrix  vdm  Mittelpunkte 
und  die  Charakteristik  der  Hy^ 
perbel  zu  bestimmen,  errichten 
wir  im  Brennpunkte  F  die  bis 
nr  Hyperbel  r^ohende  Selik- 
rechte  FK  und  denken  uns  GK 
gesogen;  in  dem  rechtwink- 
ligen Dreiecke  FGK  ist  dann 

GK  —  FK^  FG 
ferner,  sut'oigo  der  vorhin  bewiesenen  Eigenschaft  der  Hy- 
perbel^ 

GK^FK^AB 

mitliiu  durch  Division 


^ — 2 

FG 
AB 


Die  Jualbe  Diiierenz  beider  Gleichungen  ist 

In  Beziehung  auf  die  Uiiectrix  gelten  die  beiden  Sekl' 
tionen  '  '  . 
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,  «nd  wmm  mMi  snr  Abkürxung  CH  =s  k  e«lst^  so  kmlflD 
selben  ' 

«nd  Ikton  die  Werthe 

Von  diesen  Formeln  führt  die  eiHte  sti  eflier  einfachen 
Construction  der  Direetrix,  wie  sie  die  Figur,  worin  AD^h 
ist,  zu  erkennen  giebt;  die  zweite  Formel  enthält  den  Sais: 
Die  Ob^rakterietik  der  Hyperbel  iet  gleiob  den 
Verbftltnitee  ibrer  Hneftrea  ExoentrioitSt  rnnt 
Haup  thalbachse. 

Als  Parallelschnitt  zur  Kegelackse  aufgefasst,  bietet 
die  Hyperbel  noob  eine  interessante  Eigenschaft  dar.  Le- 
gen wir  n&mliob  dnreb  irgend  einen  Hyperbelpnnkt  P  one 
mr  K^^lacbee  nermale  Ebene  ^  wddie  die  Flflcfae  in  den 
Kreise  PQ  schneidet,  legen  wir  ferner  durch  die  Kegel- 
achse OL  eine  zur  Ebene  der  Hyperbel  parallele  Ebene^ 
f  ig.  108.  welche  die  Kegelfifiobe  in  der  Gera- 

 ^  — jCT       den  O^^adhneidel^  undprqiiQiren  end- 

\         ,1         Heb  dae  Dreieek  OLQ  auf  die  Hy- 
\       j'j  per  bei  ebene,  so  dass  A6^^.Ä^A  OLQj 

\  '  j  so  lassen  sich  die  Geraden  HP  und 

^Ü»      HR  anl  folgende  Weiae  vergieidien. 

^  1^  HR-^HP^LQ^  HP 

[/^^^  a=  LP^  HP*=  LH, 

^  Ä  tmd  durch  Zerlegung  der  linken  Seite 

in  {HR  +  HP)(HR'-HP)  =  {HR  +  HP)PR 

_     Xif     ^  LH 

-  HR^HP^  LO  +  ffP' 
Der  Zähler  des  rechter  Hand  befindlichen  Quotienten 
bleibt  unveHlnderUeh,  wo  auch  der  Punkt  P  gewählt  wer- 
den mag,  dagegen  wird  der  Nenner  tun  80  grlSaaeri  je  wei* 
ter  P  vom  Scheitel  R  wegrückt,  oder  je  grUsaei^  die  Ge- 
rade OL  wird,  ja  mau  kann  sogar  durch  hinreichend 
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gross  gewählte  CH  den  Nenner  des  obigen  Quotienten  tibei 
jede  Zahl  hinaus  wachsen  folglich  den  Quotienten  selbst 
nämlidi  PR  kleiner  als  jede  noch  so  kleine  Zahl  werden 
kiifloiy  <^ae^dftsi  iPJS  4en  genaneii  Wattk  t  N<iiligeiiiall»  er- 
raiditt  '  :iDi6  -Hälfte^  deeir^emeii  JlyperbelzWeiges  iclfmiegt 
sich  also  mehr  und  mehr  an  die  Gerade  CIl  an,  d(  rcn  Lage 
(liireli  die  Kci^-elfläclio  selbst  ein  für  allemal  bef^timmt  ist; 
diese  Gerade  heisst  eine  Asymptote  der  Hyperbel;  die 
irititiiidige  Hyperbel  benitst  «wei  Asymptoten;  welohe  tieh 
lllt llÜlii^imiit  ^ dar  Hyperbdisehneiden  und  Hut  derHanpi* 
Mm  glei<^>.^Winkel  >bi]4eBi;  letstere  sind  identifoli  mit 
dem  Winkel  zwischen  der  Seite  und  Achse  des  Kegels, 
Will  maa  aber  diesen  Winkel  direct  aus  den  Achsen  der 
Hyperbel  herleitan>  so  braucbt  man  nur  den  Punkt  P  mit 
iwfcifirhuirft -ag) ■  wammenfeüsn  zu  lassen;  der  dnrch  B  ge- 
legfi^SvQWicjiiiHfc  hat^^nen  ^er  Geraden  CO  gleichen -Halb- 
messer, CO  ist  die  Nebenhalbachse  und  =:  BE,  mithin  L  ECBi 
Gep^onwin]^(d  von  IJE  in  einem  rechtwin klieren  Dreiecke, 
diesen  Katheten  die  Halbachsen  CB^a  und  BE  =  h  sind. 
.»fa?  Wir  betrachten  ferner  solcke  Jhmi^.i  :  die.  9lttiM4^ 
««•Mfluiib  oder  innerhalb ,'disr  Hyperbel  liegen,  bei  denen 
9k»>iam  Differenz  der  Leitstrahlen  nicht  gleich  der  grossen 
Aclisc  sein  kann.  Ist  erstens  P"  ein  auböerhalb  der  Hy-, 
perbel    befindlicher   Punkt,    so  'Fig.  109. 

muss  die  Gerade,  weiche  ibn  mit  -  ^  , 
4wj»99^b«U(pgenfien  Brenn- 
pnnkte  Q  yerbindet,  die  Hypo^ 
bei  nothwendig  in  einem  Punkte 
P  schneiden  und  es  ist  dann  FP" 
<FP-\-PP",  GP  =GP+PP"'^ 
durch  Öttbtraction  der  zweiten 
^)iiieff.;er8|»n  Bea^iehupig  bleibt  /lP^^  (yjP'<JPi>—^^ 
dt.lij '  "  ^  ßP"  <  /iB.  Für  einen  in^ienliegenden  Pnnkt, 
P'  lindet  sieh  auf  i^leicbe  ^^'cise  FP' '■^  L' P  AJJ  ]  umge- 
kehrt t'ulgt  iiieraus  der  iSatz:  Ein  Punkt  liegt  inner- 
hi^ib,  auf  oder  ausserhalb  der  Hyperbel,  je  nach- 
di^m  diB  Differenz  seiner  Brennstrahlen  mehr, 
ebeitillDyiel,  odejt  weniger  als  die^Hanptäehse  46T 
HyperÜelbetf  ägt- 
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§.  37. 

Die  Hyperbel  und  die  Gerade. 

L  Wir  betraehten  zuerst  den  specielleQ  F«ll,  wo  die 
Gerade  Tangente  Hn  der  Ellipse  ^  ist  und  folglich  durch  den* 
selben  Punkt  S  der  Direotrix  geht  wie  eine  in  F  auf  dem 
Rg.  110.  Brennstrahle  des  Berührungs- 

 -  .y^  punktes  P  errichtete'  Senld* 

rechte«  Oonstfilirt 
den-  apderen*  'JMeim^fiidti''H9 
und  die  gugehöi^^*^  tHrtrfli 

ITf  so  kann  man  die  in  20  an* 
gebiellteii  lietraeiitungen  zum 
«weiten  Male  anwend^J^n- 
dem  mMi  ' 4ureil^^^'«i4it^ 
durch  T  enäi^^^-^i^^'tik^^ 
Man  hat  nun  vO- ,i>S|jBiM 

PF     PQ  ^-;'^uf7ir<5»!|ai> 
PO^PIi  ^      PG^PR'  HO|«^ti 
fenrer  in  den  ähnlichen  Dreiecken  jP£)iS  und  i^J^jf 

mithin  zoaammen 

PF_2PS  , 

PG'~PT  PS^PT 
Hieraus  folgt  die  Aehnliehkeit  der  rechtwinkligen  Di^ei* 
ecke  FPS  und     J;  daher  ist 

LFPS=LGPT-  ' 
d.  h.:    Die  Tangente  an   einer  Hyperbel  bildet 
gleiche  Winkel  mit  den  Vectoren  des  Berüh- 
runjgspunktes.*) 

Hierauf  gründet  sich  eine  sehr  einfache  Oonstrucdon 
der  Tangente  an  einem  Punkte  P  der  Hyperbel ;  die  Hal- 
birungslinie  PS  des  von  den  Leitstrahlen  FP  und  GP  erc- 
biideten  Winkels  FPG  ist  nämlich  die  gesuchte  TangentCt 


iioh  hierbei  LPGT^ 

PF 


*)  Aach  dieser  Satz  li^.utu  unabhängig  von  der  Directrix  ent- 
wickelt werden,  sobald  man  iieuau  denselben  Weg  geht  wiö  bei  dem 
analogen,  für  die  JEIllipse  geltenden  Satze  in  §.  34. 
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8l;faiie!deB  ifrir  auf  PP'  ßi\e  y 

Strecke  PB^PG  ab,  so  ist  iii"''  *^  .11^:1     mfH 'j^im  i-^l« 

dem  g:leich5!eheTikligeTi Dreiecke 
der  Winkel  an  der  Spitze 
h^birt  und  ndtbiii  geht  di»  Tan- 
gente an  P  senkrecht  durch  die^ 
üjtte  der  Basis  GR]  dieser 
Mittelpunkt^  welcher  T  heissen 
möge,  kann  auch  als  Fuaspunkt  :  ^     Fii  n  • 

den  von  G  auf  die  Tangente  herabgelassenen  Perpendikels 
betrachtet  werden.  Durch  die  Gerade  CT  entsteht  ein 
Dreieck  welche«  mit  dem  Dreiecke '  i^jß  in  dem 

Winkel  bei  G  und.  in  dem  Seitenverhältnisse 

GC:GF^GT:GJR^1:2 
übereinstimmt;  hieraus  folgt  AC^r^  A  FQß,  CT  UFR  nnd 
•  CT\FR'=iGC\GFi=s.X\%''^ 

es  ist  daher  CT  die  Hftlfte  ytsüFR^FP-^ÜP^  AB.  Auf 

ganz  analoge  Weise  kann  nachgewiesen  werden,  dass  der 
Fiisspunkt  .S*  einer  von  F  aitf  die  Tangente  an  P  herab- 

{gelassenen  Senkrechten  gleichfalls  um  \  AB  von  C  entfernt 
St.  ICenht  man  einen  Aber  der  Hauptachse  der 'Hyperbel 
sils  Durchmesser  beschriebenen  Kreis  den  fianp&reis  der 
Hyperbel,  so  hat  man  folgenden  Satz:  Die  Fnsspunkte 
aller  von  den  Brennpunkten  auf  die  Tangenten 
der  Hyperbel  herabgelassenen  Senkrechten  Hel- 
gen auf  der  Peripherie  des  Hanptkreises  der  Hy- 
perbel. 

Bierin  sihd  die  Mittel  mr  Lösung  zweier  Berührnngs- 

aufgaben  cntlialtcri,  Soll  nämlich  an  eine  gegebene  Hy- 
perbel eine  Tangente  parallel  einer  gegebenen  Geraden 
^'Q'  gelegt  werden,  so  fölle  man  auf  letztere  von  den 
Brennpunkten  aus  Senkrechte  und  nenne  S  und  T  die 
Pünkte,  in  welchen  die  erw&hnten  Perpendikel  den  Haupt* 
kreis  schneiden.  Die  Gerade  ST  ist  dann  die  gesuchte 
Tanerente  und  man  findet  ihren  Berührungspunkt  dadurch, 
dass  man  von  FRjl  CT  bis  zum  Durchschnitte  mit  ST  zieht. 
Da  die  Brennpunkte  ausserhalb  des  Hauptkreises  liegen^ 
so  kann  jede  der  Ton  F  und  G  auf  P'Q*  herabgelassenen 
Senkrechten  den  Hauptkreis ,  entweder  in  zwei  Punkten 

10 
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fichnciden,  oder  in  einem  Punkte  berühren^  oder  keinen 
Punkt  mit  ihm  gemein  haben.  Von  diesen  Fällen  tritt  der 
erste  ein,  wenn  P'Q'  mit  der  Hauptachse  einen  grösfieren 
Winkel  als  die  Asyinptote  eintchiiewt^  die  Aufgabe  kat 
dann  swei  Aufloeimgen.  Ist  P*0*  der  Asymptote  ptralle), 
so  kommt  der  zweite  Fall  zum  Vorschein;  die  Gerade  -ST 
wird  mit  der  Asymptote  identisch,  der  Berührungspunkt  P 
rückt  ins  Unendliche  und  es  existirt  nur  eine  Auflösaoi» 
Wenn  endlioh  P'Q'  mit  der  Hanptachie  einen  kleinen» 
Winkd  als  die  Asymptote  bildet,  wird  die  Aufgabe  un- 
möglich. 

Um  zweitens  durch  einen  gegebenen  Punkt  Q  eine 
Tangente  an  aixie  Hyperbel  zu  legen,  bedarf  es  der  Aaf- 
Baehnng  sweier  auf  dem  Hanptkreise  befindlicher  Punkte 
fiTnnd  Ty^m  der  BeeebaSenbeity  daw  LISQ^LaTQ^W 

i?t;  man  findet  diese  Punkte,  indem  man  sowohl  über  f ß 
als  über  GQ  als  Durchmesser  einen  Kreis  beschreilit,  welche 
Kreise  den  Hauptkrcis  in  den  gesuchten  Punkten  S  und  I 
Bcbneiden^  der  BerUbnmgspimlU  P  der  Tangente  ST  e^ 
giebt  eiob  aaf  dieselbe  Weise  wie  vorhin«  Da  jeder  tos 
den  Ililffikreisen  den  Hauptkreis  im  Allgemeinen  zweim«! 
schneidet,  bo  existiren  zwei  Auflösungen;  sie  reduciren  sich 
zu  einer  einzigen,  wenn  Q  auf  der  Hyperbel  liegt,  unmög- 
lich wird  die  Aufgabe,  wenn  sich  Q  innerkalb  der  flj* 
perbel  befindet«  « 

11.  Lassen  wir  von  dem  einen  Brennpunkte  F  auf  eine 
nicht  berührende  Gerade  S'T'  oder  S'T"  eine  Senkrechte 
Fif.  111.  herab,  so  kann  deren  Fnsspimkt 

S'  oder  $"  nicht  auf  die  Peri- 
pherie des  Haupikreiaes  falleOf 
er  muss  also  entweder  inner- 
halb oder  ausserhalb  dieses 
Kreises  liegen«  Setzen  wir  ^ 
forste  voraus  und  eonstnirtD 
die  Bu  8'T  parallele  Tangesie 
ST,  so  ist  FS'<FSj  und  wem 
wir  nach  einem  beliebigen  Punkte  J'  von  S'T'  die  Gerade 
FT'  ziehen,  welche  ST  in  T  schneidet,  so  ist  gleichzeitig 
FT'KFT,  femer  Fr  +  rTz=FT  und  Gr+rT>Of\ 
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^  Hl  « 

dhnpcb  Subtraction  der  zweiten  von  der  ersten  BeEiehung  - 
bleibt  Fr  —  GT  <  FT  —  GT,  und  da  T  keinenfalis  inner- 
\mib  der  Hyperbel  liegt^  so  ist  FT— GT<  AB,  mithin  gans 
ttoher  FT-^  GTKABi  woraus  folgte  dass  die  Gerade  S'T 
kein«n  Punkt  mit  der  Hyperbel  gemein  hat  Wenn  da- 
gegen der  Fusspunkt  des  von  F  auf  die  Gerade  S"T" 
herabgelassenen  Perpendikels  aasserbalb  des  Hauptkreises 
la  liegen  kommt ,  so  kann  die  Gerade  S"T"  weder  einen 
aodk  k«isicn  FmÜLt  mit  der  Hyperbel  gemein  haben  und 
es  bbftbt  dann  der  aMein  mögliehe  Fall  übrig,  dass  B^T' 
die  Hyperbel  in  zwei  Punkten  Bchneidet.  Alles  zusaniiueu 
giebt  den  Satz:  Eine  Gerade  hat  mit  einer  Hyper- 
bel awei  Punkte,  einen  Punkt  oder  keinen  Pnnkt 
gemein,  |e  naohdem  der  FnsspuAkt  des  von  einem 
Brennpunkte  auf  die  Gerade  herabgelassenen 
Perpendikels  ausserhalb,  auf,  oder  innerhalb 
der  Peripherie  des  Hauptkreises  liegt. 

Mau  wird  bemerken,  dass  die  für  die  Hyperbel  ent- 
wickelten S&lae  die  Seitenstfkike  au  den  für  die  £ilipse 
geltenden  sind;  audi  lassen  steh  wiederum  die  Eigeauo^- 
ten  der  l'arabel  aus  denen  der  llypoibel  herleiten,  wenn 
man  Scheitel  und  Brennpunkt  fest  hält  und  die  Hauptachse 
unendlich  werden  lässt.  Die  Parabel  bildet  dabei  den 
Uebergang  yon  der  Ellipse  zur  Hyperbel ,  wie  auch  un- 
mittelbar m  der  Entstellung  der  K^gelschaitie  erhellt.  - 

§.  38. 

Die  Asymptoten  der  Hyperbel» 

Stellt  man  sich  die  Aufgabe,  durch  den  Mittelpunkt 
der  Hyperbel  Tangenten  an  letztere  zu  legen,  findet 
mAn  sehr  leioht,  dass  die  gesuchten  Tangent^i  mit  den 
Asymptoten  susammenfidlen  und  dass  deren  Berührungs- 
punkte unendlich  entfernt  sind.  Man  kann  daher  die 
Asymptoten  als  die  letzten  Tangenten  der  Hyperbel  an- 
aehatti  und  es  liegt  desswegeu  nahe,  sie  mit  beliebigen  an- 
deren Hyperbeltangenten  aU  vergleichen.  Der  Einfachheit 
W^Mi  depkon  wir  uns  hierbei  die  Hyperbel  durch  einen, 
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parallel  zur  Kegelachse  geftihrten  Schnitt  entstanden,  was 
nach  §.  36  jederzeit  erlaubt  ist. 

Fig.  113 

•"V   /  Ul  i'. 


V 


i'X      "r  113  sei  J{OL' 

-ni   der  Hauptschnitt  des  Ke- 


|.  II  t  Ä  n  V  *J 


gels,  diesem  parallel  die 
Ebene  der  Hyperbel  APxmd 
durch  einen  beliebigen  Hy- 
perbelpunkt P  ein  zur  Ke- 
gelachse senkrechter  Quer- 
schnitt gelegt;  letzterer  ist 
ein  Kreis,  an  welchen  in  P 
die  Tangente  PQ  gezogen 
sein  möge.  Die  Tangente 
PQ  und  die  erzeugende  Gerade  OP  bestimmen  diejenige 
Ebene,  welche  den  Kegel  längs  der  Geraden  OP  berührt 
und  gleichzeitig  die  parallelen  Ebenen  ALP  und  OL'K  in 
den  parallelen  Geraden  BP  und  OQ  schneidet.  Die  Ge- 
rade PR  ist  die  zum  Punkte  P  gehörige  PTyperbeltangente 
und  durch  die  vorige  Construction  völlig  bestimmt.  Um 
aber  diese  Construction  in  einer  Ebene  ausführen  zu  kön- 
nen, denken  wir  uns  erstens  die  Punkte  A,  Z,  />,  B  auf 
die  Ebene  Z'ÖA' projicirt  und  bezeichnen  ihre  Projectionen 
mit  A\  L\  P\  B' \  ferner  stellen  wir  uns  die  Ebene  des 
Kreisschnittes  L'KP  soweit  gedreht  vor,  bis  sie  mit  der 
Ebene  V KO  zusammenfällt.    In  der  entstehenden  Fig.  114 

ist  P'  ein  beliebi- 
ger Hyperbelpunkt, 
OA'  die  Haupthalb- 
achse und  OK  eine 
Asymptote  der  Hy- 
perbel; eine  durch  P 
senkrecht  zu  OÄ  ge- 
legte Gerade  schnei- 
det die  Asymptoten 
in  //  und  JT,  die 
Hauptachse  in  L\ 
Auf  dem  aus  h' 
mit  dem  Radius/'^ 
=  Z'ÄT  beschriebe- 


Fig.  114. 
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nen  Kreise  liegt  der  Punkt  Py  und  zwar  ißt  P'P^LL' 
von  unveränderlicher  Grösse  nämlich  gleich  dem  Ab- 
stände der  Hyperbelebene  von  der  Kegelachse,  d,  h.  gleich 
der  Nebenhalbachse  ÄD\  Nimmt  man  demgemäss  P'jP 
=  A'D'j  errichtet  auf  L'P  in  P  eine  Senkrechte,  welche 
L'K  m  Q  schneidet  und  zieht  durch  P'  parallel  zu  OQ 
eine  Gerade,  so  berührt  letztere  die  Hyperbel  in  P'. 

Diese  Tangentenconstruction  führt  zu  einigen  bemer- 
kenswerthen  Proportionen  und  Gleichungen,  wenn  man  auf 
die  planimetrischen  Verhältnisse  Fig  115. 

im  Kreise  HKP  achtet.    Zieht //^^   f^'  ]fc 

man  nämlich  KI //  HPy  so  ent- 
stehen zunächst  die  ähnlichen 
Dreiecke  HPQ  und  KlQy  ausser-  — 
dem  ist  (nach  Theil  I  S.  110)  LKPI ^  LPHK  =z  LP' PK  und 
LPKI=LKPJf=90<>  mithin  APKl  APP' K  ^  AHPK\ 
hieraus  folgt  -    •  •    •   >   . .  ^  , 

•   IIQ  _  HP_  HP :  KP _  HP' :  PP'  _  HP' 
KQ^ Kl~^ kl  :KP~  KP'iPP'  ^ KP' 

oder 

HP'  __KP' 
HQ  ^KQ' 

Kehren  wir  nun  zu  der  Hyperbel  (Fig.  114)  zurück,  so 
haben  wir  in  den  ähnlichen  Dreiecken  HP'S  und  HQO  so- 
wie KP'T  und  KQO 

HP^__P^     ,  KP' _P'T 

HQ  ~~  00         KO  ^  QO' 
Nach  dem  Vorhergehenden  sind  die  linken  Seiten  gleich, 
mithin  müssen  es  auch  die  rechten  Seiten  sein;  wegen 
der  Gleichheit  der  Nenner  glebt  dies 

P'S^P'T 

d.h.:  Auf  jeder  Hyperbeltangente  sind  die  Stre- 
cken zwischen  dem  Berührungspunkte  und  den 
Asymptoten  gleich  lang. 

Fällt  man  von  S  und  T  aus  auf  HK  die  Senkrechten 
SU  und  TV,  so  entstehen  zwei  congruente  Dreiecke  P'SU 
und  P'TV  mithin  ist  auch  P'U^P'V.  Legt  man  ferner 
durch  S  parallel  zu  HK  eine  Gerade,  welche  OK  in  W 
schneidet,  so  erhält  man  die  ähnlichen  Dreiecke  TP'K  und 


Google 


TStF'^  in  dicBen  ist  TP  ^  4  TS  mithin  P'K  =  ^SfF^  L'U. 
MaB  kann  daher  die  Tangente  ST  auch  dadurch  fiaden, 
dass  man  L'U^P'K  nimmt,  U8//l'0  und  naeUier  SP" 
zieht   Die  Vefbindmig  der  OleiolNingen 

P  U  ~=P'V  und  L'U^kP' 
liefert  L'P'  -^KV  und 

woraus  ähnliche  Taogentencoiffltmelioiien  folgen,  fiemer- 
kenswerth  ist  die  ReiaAion 

rV.L' F=  KP' .  HP'  ==  pF*=  A'D^, 
deren  wörtliche  Fassung  keine  Schwierigkeit  bietet 


Fig.  114. 


Aus  den  ähn- 
lichen rec&twinkK- 

gen  Dreiecken,  de- 
ren Hypotenusen 
0J>'  und  OS  eind, 
ergiebt  sich  lei^t 

OS  L'U 

A  D 

ebenso  aus  den  bei- 
den ähnlicbeo  recht- 
winkligen Drei- 
ecken mit  den  Hy- 
potenusen OE'  und 
OT 


OTz=^^--  ZT* 


multiplimt  man  diese  Gleiebmgen  und  beachtet,  dasi 

AD' =  A'E' OD' ^0£' ^y^^'    und  Vü.L'V 
ist|  ßo  erhält  man 

OS,  OT^a*-^^. 

Legt  man  durch  P'  die  Oeraden  P'M//aiC  waä  P'Ji///OBj 
so  ist  OM^iOS,  ON^iOT  mithin 

OM.  ONt=:^OS.  OT^  i (a*  +  &») 
d.h.:  Das  Product  aus  den,  parallel  zu  den  Asymp- 
toten genommenen  Abständen  eines  Hyperbel- 
Punktes  von  den  Asymptoten  hat  einen  unver- 
änderlichen Werth.  Oewdhnllek  nennt  man  letsterea 
die  Poteni  dsr  Hyperbel 
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Den  vorigen  Gleichungen  lässt  sich  noch  eine  andere 
Bedeutung  unterlegen  wenn-  man  die  Flächen  des  Dreiecks 
OST  und  des  Parallelogramms  OMP'N  in  Betracht  zieht 
Aendert  nftmlich  der  Ptmkt  P*  seine  Lage  auf  der  Hjv 
perbel  und  ist  S^T^  die  entsprechende  Tang^ente,  so  haben 
die  Dreiecke  OS  T  und  OS^  7,  verschiedene  Seiten,  aber  bei 
0  denselben  Winkel,  mithin  verhalten  sich  ihre  Flächen 
wie  die  Producte  OS.OT  and  OSi.OTt\  letstere  sind 
gleksh,  foIgMch  sind  es  auch  jene  Dreieeksfl&chan,  Das- 
selbe gilt  für  den  Fall,  dabs  P'  nach  A'  rückt,  wobei  das 
Dreieck  OST  in  OP'E*  übergeht,  dessen  Fläche  istj 
man  hat  daher  den  Satz:  Das  Dreieck,  welches  ir- 
gend eine  Hyperbeltangente  mit  den  Asympto- 
ten bildet,  hat  den  constanten  Flächeninhalt  ab. 
Die  Hälfte  hiervon  giebt  die  Fläche  des  Parallelogrammea 
OMP'N,  die  filso  gleichfalls  constant  istj  d.h»:  Das  Pa-  - 
rallelogram.m  aus  den,  parallel  2U  den  Asymp- 
toten genommenen  Abständen  eines  - Hyperbel- 
pnnktes  von  den  Asymptoten  besitst  den  con- 
stanten Flächeninhalt  ^ab.  Werden  demnach  die  in 
ein^  i^^cke  zusanuaenstossenden  Seiten  eines  Paralleiogram- 
mes  ohne  Störung  des  eingeschlossenen  Winkels  so  ver- 
Indert,  dass  die  Fläche  des  Parallelogrammes  constant 
bleibt,  Bo  beschreibt  der  gegenüberliegende  Eckpunkt  eine 
Hyperbel.  , 


§.  39. 

Die  Quadratur  der  Hyperbel. 

Durch  zwei  beliebige  Hyperbeip unkte  P  und  P'  legen 
wir  parallel  m  einer  Ai^ptpte  die  Geraden  PM  und  P'M* 
und  seteen  zur  Abkllrsung 

OM  =  x,   MP  =  y\      OM'z=zx\  M'P'^y*\ 
es  ist  dann  nach  dem  Vorigen 

xy  =  x'y  =  ^  (ö*  +  ^) 

mithin 
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Am  den  Seiten  MM'  und  MJP  constroi- 
^iF*        ':i  '  tren  wir  da»  PÄnOlelogramm  jPMM'Q'^ 

:  maBohrieben  ist;  und  vergldohw  «eiM 

^    ff  Fläche  mit  der  Fläche  des  gleich wiafc-j 
Ipf  jügen  Rhombus  OBAC;  dies  giebt ' 

MM  'Q'P_  MM  \MP  x)  ißh^y 

Linker  Hand  ist  die  Fläche  von  OBAC=\'abj  recBter 
Hand  aetzeu  wir  ataU  y  seinen  vorhin  angegebenen  Werth 

und  bemerken  noch,  dass  OB  =  (Ja)«  +       ==  ^ (a*  + 
ist;  ea  wird  dann  sehr  einfach  .  . 


Auf  ganz  gleiche  Weise  lässt  sich  die  Fläche  des  einge- 
schriebenen Parallelogram]ne&  MM'P'Q  berechnen,  welches 
sieh  Ton  dem  vorigen  nnr  dadtureh  unterscheidet!  daaa  y 

statt  y  üu  nehmen  ist;  man  hat  daher  "       u  >lor 


t  *  I 


Die  ren  dem  Hyperbelbogeii  begrenzte  Flfiche  MitP'P  Hl 
kleiner  als  das  umschriebene  Parallelogramm  MM'Q*P  und 

zugleich  grösser  als  das  einbcscluiebene  Parallelogramm 

,  >  Fläche  MM'P'P >iab  ^-^^ 

Nach  dieser  Vorbereitung  gehen  wir  zur  Bestimmung 
der  Fläche  P^MJJV  über,  welche  von  einer  gegebenen 


Fig,  117» 


0  lä.ldt  Sh 


Strecke  MqU  der  einen  Asymp- 
tote, den  Parallelen  ^o^o  ^^^d  UV 
zur  anderen  Asymptote  und  von 
dem  Hjperbelbogen  P^V  begrenzt 
wird;  dabei  sei 

Fläche  MoUFPo=S, 
p         Denken  wir  uns  zwischen  Mq  und 
^'^^  U  beliebige  Punkte  ifg,  if„  if, 
^  •  • « Mn^i  in  den  Entfernungen 
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dngefichaltet  und  durch  jeden  eine  Parallele  an  if^Po 
legt;  Bo  aerfftUt  die  getacbte  Ufiche  in  n  Streifen,  yoo  de- 
nen jeder  kleiner  als  das  umschriebene  und  grösser  als 
das  einbesehriebene  Parallelogranmi  ist.  I\Ian  kann  daher 
die  vorhin  bewiesene  Ungleichung  auf  jeden  Streifen  an« 
tvenden  und  alle  lo  gewoweneü  Unj^leiefaangaB  addiren} 
dtef  fiebt 

*     Xf^  »Cj 

4  ab  {^i;=3 + ?LZJh  +  "^izUb  4. . . .  +  ^  ~K t 
oder  anfacher 

^X^     Xi      Xf  Xn—i  ' 

Di^*  bisher  willkülirlichen  Strecken  x^  •••o^n^  wliiiien 
wir  jetat       da»s  die  Verhältnisse 

9ß\     X^     Xf  X$^—f  X, 

~~ '      ~'         y    ***  '  ~~~~~ 

Xq      3*1  Xn~'2  ^n—l 

gleich  werden,  dasa  also  a*o,  o-i,  a?,,  ...a;»_i,  eine  geo- 
metrische Progression  bilden;  in  der  That  bedarf  es  hierzu 
nur  der  Berechnung  des  bekannten  Werthes 


Xo 

and  dann  der  Annahmen  ^     -  • 

Xi  =  ^1^5^  y     Xf  is^  Xf)     ,         =s  ^0  P*>     ....  Xtt—i  JCqP'*'"^» 

Die  obigen  Ungleichungen  für  S  gehen  jetzt  in  die  folgen- 
den über 

i«^  (»^  —  «)  >  Ä  >  iöü^  (^/i  -  -^^ 

oder 

substitairt  man  den  Werth  von  ^,  wobei  ,  zimt  AbkUranng 
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mithin  ^  s=5  j/| 
sein  möge^  so  erh&U  matt 


t)        ia<>.(»(^<— l)>Ä>4a*. 

liaker  Hand  siebt  die  Gfwinmntftüofae  der  «nuNdirielieiieii^ 
rechts  die  der  eiDgeschriebeiieii  Parallelogramme;  das  Ver- 

hältaise  der  erBten  Bamme  aur  aweiten  iet  imd  kann 
der  Einheit  lieliebig  nahe  gebracht  werden  wofern  man  n 

gross  genug  wählt*).  Bei  unendlich  wachsenden  n  nähern 
sich  also  beide  bummen  einer  und  derselben  Gränse^  wel- 
cher auch  das  awiscfaenliegende  S  gleichkommen  muss« 
Hiernach  iat 


S  =  dem  Gränzwerthe  von  ^ab  ,n(j^i  —  l), 

oier,  wenn  der  Grftnawertk  y<m  n  —  1)  mit  ij  beaeiohnet 
wird, 

2)  5— Iflr^.iy; 

dabei  verstaht  sich  von  seibsty  dass  fj  eine  bestimmte  end- 
liche Grösse  sein  muss,  weil  die  Stäche  S  jedenfiaUa  einen 
endlichoi  bestimmten  Inhalt  besitzi. 

Um  den  nnbekannten  Werth* von  zu  ermitteln,  den- 
ken wir  uns  vorerst  n  als  beliebige  endliche  Zahl  und  sub- 
«tituir^n  in  ^r.  1)  fiir  S  das  gieiohgeltende  dies 
giebt 


»i/{-i)>i> 


oder,  wenn  die  beiden  hierin  liegenden  Ungletobnngen 
auf  I  aurflckgeführt  werden, 


*)  Es  ist  nftmlich  log{yi)s=s!2ii^  und  daher  log(yi)  beilun- 

fi 

reichend  grossen  n  kleiner  als  jeder  Boeli  so  kleine  beliebige  Brach 

R 

.gemsckt  werden.  Je  weniger  aber  loy         toq  der  Null  düferirt» 

n 

desto  näher  kommt        der  Einheit. 
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Obschon  man  den  B^ag  vom  q  nicht  kennt,  so  ist  doch 
gewißß^  äsiA&  der  (Quotient  —  entweder  eine  gan^e  Zahl  oder 


zwiscj 


ihen  zwei  benachbarten  ganzen  Zahlen  k  und  *+! 

enthalten  sein  muss:  wir  können  demnach 

■  4)      .    ..        .  Ä<^<*+1 
setsen.   Hieraus  folgt  «einerseits 

\-iT<!»'0+^)"<('^:r- 

sowie  andererseits 

Die  Ungleichung  3)  wird  nun  stärker  wenn  man 
statt  ^1  +  ^  das  kleinere  ^1  +  |) 

SBbstiftain,  und  daher  ist 

Da  ferner  nach  Nr.  4)  n  mehr  als  krj  und  wenigwr  al« 
(Ar+l)ij  beträgt,  so  lässt  sich  die  vorstehende  Gleichung 
noch  weiter  yersiärken,  indem  man  linker  üand  tur  n  das 
kleinefs  hi,  rechter  Hand  für  n  das  grössere 
setzt;  dies  ^ebt 

oder 

[('+»T>)'*']'('.t4-i)"<*'  . 

,  «<[('^.^)'"'r('+^r\ 

Nach  einem  bekannten  Satse*)  nähert  sich  bei  unendlich 

♦)  Wie  in  Theil  I  S.  244  pez(  ^pt  wurde,  gUt  unter  der  Vorzug' 
•eUung  a  >  6  ^  0  die  Uugleiehimg 
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wachsenden  ganzen  positiTen  s  die  Potenz  (l  +  i)'  einer 

festen  GrftiuKe^  welche  mit  dem  Buclurtaben  e  beseiehaet 

wüpdj  und  der^n  Betrag  ist     '  . 

0  =  2,7182818  ... 

Von  diesem  Satze  kann  man  hier  Gebrauch  machen  wenn 

n 

man  n  ins  Unendliche  wachsen  lässt,  wobei  auch  —  und  die 

n 

beiden  einschliesBenden  ganzen  Zahlen  k  und  k-^l  unend- 

a  —  o  •  . 

wofür  man  schreibeu  kann 

Pehmen  wir  erstens  bei  ganzen  positlyen  p  '  U^. 

womit  der  Bediiigimg        b  genügt  ist ,  so  erhalten  wir     * , 

»     .  (.*-i)'<(-,f,)'" • 

und  öpecieller  für  p  zr=  1,  2,  3»  a.  s.  w. 

(l+|y<(l+i)'<(l  +  i)'<(l  +  i)^... 
Man  ersieht  hieraas,  dass  der  Werth  YO&A-f'^^  fortwährend  w&chsi, 

wenn  t  das  Gebiet  der  nat&rUolieii  ZaUea  teoUünft»  H^liiieii  Mr 
swetleiw  in  «)       .  • 

1 

so  erhalten  wir   ^  ^      '  ^'^ 

nncT  onreA  Srhebiing  aufs  Qnadrat  ,  ,  ^ 

Um  ao  mehr  ist  Bim  nach  §)  '  .     \  .v> 

es  mag  also  s  eine  ungerade  Zakl  ^2^  —  1  oder  eine  gerade  Zahl 
2^  sein,  jedenfaUs  b^trj^^  ^^^^  ^f^^Slf?  vorMn  be- 

wiesene unausgesetzte  Zunalnue  von  (^^"^T"^  daher  nicht  über 

«]}»,pr^en  hinaus ,  sie  mnss  folgUdi  eine  QrSnse  haben,  die  >l 
laä^Tist.  Ifittelst  logarithmiseher  Tafeln  ISsst  sieb  dieser  Gribus- 
werth  nSherungsweise  bestimmen,  doch  ist  die  erreichte  Genauigkeit 
nm.^^liiinveHieblioh,  wenn  msn  •  aebr  gross  nimmt  nnd  die  Tafehi 
anf  wenigstens  12  Decimalttellen  bsveshffst  sind»  . 
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lidi  zanehmen.  Es  n&heni  sich  dann      +  j^^^j 

der  gemeinschaftlichen  äräruze  e,  fei*ner 


^  und     +  ^  gemeinschaftlichen 

Qränze  1,  mithin  wird  die  vorige  Ungldctamg  m  der 
Gleichung 

Daraus  bestimmt  sich  ti'^  es  ist  nämlich 

fDitUn  dient  mr  Qoadratar  der  HyperM  die  Fomel 

oder  in  Zahlen,  bezogen  auf  das  gewöhnliche  Logarithmen- 
qrstem 

Hiernach  läsöt  Bich  auch  die  p. 
hyperbolische  Fl&che  bestimmen,  j)(  »^'^  mi  Er- 
weiche durch  einen  Tom  Scheitel 
A  ans  gerechneten  Hyperbelbogen 
AP  j  durch  die  von  P  auf  die 
Hauptachse  herabgelassene  Senk- 
rechte PL  und  durch  die  Strecke 
AL  begrast  wird«  £8  ist  nlUnlieh 

PlÄche  ALP=  A  OMP+  A  OLP--  A OjiB^l^he  ABMP 

mithin  weil  AOMP  die  Hälfte  des  Parallelogrammes  aus 
OAf  und  beträgt 

Fläche ALP^iab-^^^OL.LP^idb-^ log (^),  . 
nnd  wenn  znr  AbkOrzung  OL  =  Xf  LP^y  gesetzt  wird^ 

Zieht  man  femer  LQ//  OC  nnd  PR //  OB^  so  ist  in  den  ähn- 
lichen Di'eiecken  OLQ  ond  OAB 
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«nd  tu  den  ähnlichen  Dreiecken  PRL  and  ACD 

oder^  wegen  PR^  QM  und  ^(7=  OB, 

OB  b 

Die  AiiditiQQ  beider  Gleicliangen  giebt 

OJ[_x  y 
OB'^a'^ 

mithin  ist 

7)  Füche^P=4«Sr-öt-.''^(>')' 
worin  der  Subtrahend  den  hyperbolischen  bector  bedeuteti 
weieher  von  der  fiauptadife  OA,  der  Geraden  OP  nnd  dem 
Bogen  AP  begrenst  wird. 

Die  Rectification  der  Hyperbel  übersteigt  die  Kräfte 
der  Eiementargeometrie. 

§.  40. 

Die  Uebertragung  der  Kegelschnitte. 

Wenn  eine  Parabel,  Ellipse  oder  Hyperbel  gegeben 
vorliegt y  so  kann  man  sich  eine  solche  Linie  als  Schnitt 
irgend  einer  Kegelfläche  denken  und  demge^iäia  die  Auf- 
gabe stellen  I  alle  die  Kegelflftdien  m  findeid,  auf  welohe 
Bich  die  gegebene  kmnuae  Linie  alt  Soluiitt  fikeFtragea 
lästt.  Dieses  Problem  ist  die  Umkehnmg  der  in  den 
§§.  29;  33  y  36  behandelten  Aufgaben  und  auch  durck  die;* 
Mlben  Mittel  Inehar» 

a)  Von  der  geigebeiien  Parabel  aei  A  der  Seheüal  «nd 
F  der  Brennpunkt,  also  AP  die  Achse;  durch  ktstere  le* 
gen  wir  eine  zur  Parabelcb(  no  senkrechte  Ebene;  construi- 
ren  in  dieser  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  MF  einen 

Gorade  AF  in  F  berührenden  Kreil  nnd  ziehen  endüch 
awei  Tangenten  an  den  Kreis,  yon  denen  die  eine  dnr^ 
A  und  die  andere  parallel  sn  AF  geht  Die  1»äden  Taa- 
gent(^i  deren  Berührungspunkte  ü'  und  W  heissen  mögen, 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  0,  und  .  wenn  man  sich 
den  Winkel  Ü'OÜ"  um  OM  als  Anhse  hemmgedreht  denkt, 
während  die  Parabelebene  feet  bleibt,  bo  besehreibt  jener 
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Winkel  eine  Kegelfläche  und  der 
Kreis  FU  ü  eine  Kugel,  welche 
Boipobl  dea  Kegel  als  die  Schoitt- 
ebene  berührt.  Man  erkennt  hier- 
sfis  nntw  Büdnicht  auf  f.  39, 
dass  0  der  Mittelpunkt,  FAOU" 
der  Hauptschnitt  einea  der  Kegel 

ist,  auf  welche  die  yorliegende  .  ..^  >r<^^^;i>^v 

Pmbd  ttbertragea  werden  kann*  Um  die  Lage  des  Pqnktoe 
0  nfther  eq  bestlmm^D,  lassen  wir  von  0  aaf  die  verlängerte 

FA  die  genkrechte  OL  herab  und  erlialten  jetzt  die  Gleichung 
AO^AU'  +  ü'0=AF'{-OÜ'\  . 

AO^FA  +  FLf 
woraus  hervergeht,  dass  0  einer  Parabel  angehört,  dwcn 
Scheitel  F  und  deren  Brennpunkte  ist.  FcriHir  lialbirt  die 
iiegelachse  ÖM  den  Winkel  AOU"  und  ist  daher  Tang^nto 
«n  der  neuen  Parabel  f  das  Ergebniss  lautet  mithin  voll- 
ständig: Die  Hittelpunkte  aller  Kegetflftchen, 
auf  die  sich  eine  gegebene  Parabel  übertragen 
lässt,  liegen  auf  einer  zweiten  Parabel,  deren 
£bene  senkrecht  auf  der  gegebenen  Parabel- 
ebene steht|  deren  Scheitel  der  Brennpunkt  un4 
deren  Brennpunkt  der  Scheitel  von  der  ersten 
Parabel  ist;  die  Achsen  der  betreff  enden  Kegel 
flächen  sipd  die  Tangenten  aA  der  zweiten  Pa- 
rabel. .  . 

b}  Die  g^ebene  Ellipse  habe  AB  sur  grossen,  Aphso, 
F  und  G  zu  Brennpunk-  Vig.  m 

ten;  durch  AB  legen 
wir  eine  zur  Ellipsen- 
ebene senkrechte  Ebene, 
construiren  in  letzterer 
mit  einem  beliebigen 
Halbmesser  MF  einen 
die  Gerade  AB  in  F  be- 
rührenden Kreis  und 
ziehen  ,  von  A  und  B  ans  Tangenten  an  denselben«  Oio 
Berührungspunkte  der  Tai^eiiteii  mögien     und  U",  ihr 


0 

VI,-' 

G 

Jb 
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Durchschnitt  0  heissen,  nach  §.  33  ist  dann  AGB  der  Haupt- 
schnitt und  OM  die  Achse  einer  der  Kegelflächen,  auf 
welche  sich  die  gegebene  Ellipse  übertragen  lässt.  Man 
hat  nun 

,  BO  —  AO^  {Bü"  +  ü"0)  —  {Aü'  +  VO)  •••• 
und  wegen  U"0:=U'0       '  "  »  .^.4C  lju^  m|> 

BO  —  AO  =  BU"  —  AU'  =  BF—  AF^BF—  BG^  FG}' 
woraus  hervorgeht,  dass  0  auf  einer  Hyperbel  liegt,  deren 
Scheitel  F,  G  und  deren  Brennpunkte  A,  B  sind.  Da  fer- 
ner OM  den  Vectorcnwinkel  AOB  halbirt,  so  ist  OM  Tan- 
gente an  der  Hyperbel;  das  Gesammtresultat  besteht  dem- 
nach in  dem  Satze:  Die  Mittelpunkte  aller  Kegel- 
flächen, auf  welche  sich  eine  gegebene  Ellipse 
übertragen  lässt,  liegen  auf  einer  Hyperbel, 
deren  Ebene  senkrecht  zur  Ellipsenebene  steht, 
deren  Scheitel  die  Brennpunkte  und  deren  Brenn- 
punkte die  Scheitel  der  gegebenen  Ellipse  sind; 
die  Achsen  der  betreffenden  Keerelf lachen  be- 
rühren  die  erwähnte  Hyperbel.  * 

Nimmt  man  den  willkUhrlichen  Halbmesser  MF  gleich 
der  kleinen  Halbachse  der  Ellipse,  so  werden  die  Geraden 
AU'  und  BU"  parallel,  der  Punkt  0  rückt  ins  Unendliche, 
die  Kegelfläche  degenerirt  zu  einer  Cylinderfläche  und  die 
Achse  derselben  ist  die  Asymptote  der  Hyperbel.  Diese 
specielle  Uebertragung  wurde  bereits  in  §.  33  erwähnt.  ' 

"  c)  Die  Hauptachse  einer  gegebenen  Hyperbel  sei  AB^ 
F  und  G  mögen  ihre  Brennpunkte  heissen;  durch  AB  legen 
wir  eine  zur  Hyperbelebene  senkrechte  Ebene,  beschreiben 

Fig.  121. 


I  « 


^^^^^  1 

\   1/  U' 

in  ihr  mit  dem  willkührlichen  Halbndesser  MF  einen  die 
Gerade  FG  in  F  berührenden  Kreis  und  ziehen  an  diesen 
von  A  und  B  aus  Tangenten,  deren  Berührungspunkte  J]\ 


'  /  Google 


U"  und  d€V6ii  Dtmkielimli  0  uin  mdge.  2imk  ft.  36  i«t 
jetst  AOB  der  Hftiipticliiiilt  und  OM  die  Achte  einer  der 
Kegelfläcbeii;  auf  die  sieh  die  gegebene  Hyperbel  über- 
tragen lässt;  zugleich  hat  man 

AO  +  BO=z  i^A  6 '  +  U'0)  +  (£U"  —  trO) 
d.  i,  wegen  ü'0=  U"0 

JO  +  ßO  =  AU'  +  BU  ^  «=  AF+jBF=  BQJ^BF^  FG, 
wmms  Iiervorgehty  daes  0  einer  Ellipse  angehört,  von 
welcher  FG  die  grosse  Achse,  A  und  B  die  Brennpunkte 
sind.  Da  femer  OM  den  Winkel  AQU"  halbirt,  so  ist  OM 
Tangente  an  der  lÜUipse;  das  Gesammtergebnias  lautet: 
Die  Mittelpunkte  aller  Kegelfl&chen,  anf  welebe 
aieh  eine  gegebene  Hyperbel  übertragen  Iftsst, 
liegen  auf  einer  Ellipse,  deren  Ebene  senkrecht 
zur  Hyperbelebene  steht;  deren  Scheitel  die 
Brennpunkte  und  deren  Brennpunkte  die  Schei- 
tel der  gegebenen  Hyperbel  sind;  die  Aohsen 
der  betreffenden  Kegelf ittchen  berühren  die  er« 
wähnte  Ellipse. 

Nimmt  man  den  willkührlichen  Halbmesser  MF  gleich 
der  Nebenlialbaclise  der  Hyperbel,  so  Hegt  die  Schnitt- 
ebene  parallel  zur  Kegelachse;  dies  giebt  jene  gpecielle 
üebertnigang^  von  d«r  sehen  in  §•  36  die  Rede  war« 

Gai^.  YIL 

Die  Ausmessung  der  runden  Körper. 


§.  41. 

Oberfläche  und  Inhalt  des  Cylinders. 

Znfolge  der  früheren  anf  die  RecHfieation  und  Quadra- 
tur des  Kreises  bezüglichen  Untersucliungen  sind  wir  be- 
rechtigt^ den  Kreis  als  die  Gränze  anzugehen,  welcher  sich 
ein  regelmässiges  Polygon  mehr  und  mehr  nähert^  sobald 
die  Seitenaafal  desselben  nnansgesetat  Tergrössert  wird; 

••hlüBlUk,  OMMMt.  IL  11 
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denken  wir  uns  jenes  Vieleck  als  Basis  eines  geraden 
Frisma's^  so  erscheint  der  Oy  linder  da  die  Gränze,  in 
welche  das  Prisikia  tbergeht|  sobald  seine  Grundfläche  sn 
einem  Kreise  wird.  Auf  diese  efnfttehe  BMnei4i[ttng  grün- 
det sich  die  Ermittelung  der  Obeitiache  und  des  Inhaltes 
des  Cylinders. 

I.  Die  Läagenaabl  des  Oyiinderhalbmessers  sei  die 
setner  Höhe  sei  h,  ferner  heisse  der  Umfang  des  der 
Basis  elnbesehriebenen  regulären  n-Beks  mi  tf«  der  Um- 
fang des  entsprechenden  umschriebenen  Vielecks,  so  ist 
der  Oylinder  zwischen  zwei  Prismen  enthalten,  deren  ge- 
weinsame Höhe  h  ist,  und  von  denen  das  kleinm  das 
eingeschriebene  nnd  das  grössere  das  omschrielNme  regel» 
nftssige  Vieleck  anr  Basis  hat.  Für  die  Mantelflftehe,  deren 
Inhalt  M  heissen  möge,        daher  die  Beziehung 

und  wenn  hier  n  ins  Unendliche  wächst,  so  gehen  und 
in  die  geneinschaftlidie  Gränae  Sair  Uber;  ans  der  ronr 
gen  Ungleichung  wird  dann  die  Gleichung 

M  =^  'iTtt  h, 

d.  h.:  Die  Mantelfläche  des  Cylinders  ist  gleich 
der  Fläche  eines  HechteckS;  welche«  die  Peri- 
•pherie  der  Ojlinderbasis  ani^  einen  und  die 
Höhe  des  Cylinders  sur  anderen  Seite  hat.  Das- 
selbe Resultat  findet  man  auch  dadurcli,  dass  man  den 
Mantel  in  eine  Ebene  abwickelt^  wie  schon  früher  ange- 
geben wnrde.   (S.  111.) 

Die  Oesammtoberfläche  des  OylinderS|  welche  S  heis- 
sen möge,  besteht  an»  dem  l(antel  und  awei  Kreisflächen; 

mau  iial  dalier 

S  ==r  27ct  h  H-  27tr'  ^  23rr  (Ä  +  r), 
d*  h*:  Die  GesammtoberflÄche  des  Cylinders  ist 
einem  Rechtecke  gleich^  welches  die  Peripherie 
der  Grundflftche  2ur  einen  nnd  die  Summe  yoB 
Höhe  uiid  Uadius  zur  anderen  Seite  hat. 

II.  Nennen  wir  £n  die  Fläche  des  der  Basis  einge- 
schriebenen regelmässigen  it-Ecks,  die  Flädie  des  eufc> 
spredienden  nmschvieheiien  Vielecks  nnd  V  das  Vofaunen 
des  Osriinders;  so  gilt  die  Beaiehung 
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^  m  ^ 

lür  nneadlich  wachsende  it  gehen  ^  und  Vn  in  die  gemetn- 
SGhftftliche  GrAnee  «r*  über  und  an  die  Stelle  der  vorigen 

Unglcicliun^  tritt  danii  die  Gloicliuug 

d.h.:  Der  Inhalt. eines  Cyiinders  ist  gleich  dem 
Inhalte  eines  geraden  Prisma's^  dessen  Hdhe  die 
nämliche  und  dessen  Ornndfl&che  der  Basis  des 

Cyiinders  inhaltsgleich  ist 

§.  42. 

Oberfläche  und  Inhalt  des  Kegels. 

L   Der  Halbmeaser  der  Eegclbasls  helsse      h  die 

Höhe  und  s  die  Seite  des  Kef^els,  so  dass 

s  =      -  -f-  fl^j 

€n  heisse  die  Peripherie  des  der  Basis  eingeschriebenen  und 
1^  die  des  nmschriebenen  regelmftssigen  n-Ecks;  der  Kegel 
ist  swischen  zwei  geraden  n-seitigen  Pyramiden  enthalten, 

welche  die  nämliche  Höhe  besitsen^  und  von  denen  die 
kleinere  das  erste  und  die  grössere  das  zweite  Vieleck  zur 
Basis  hat.  Um  die  Oberfläche  der  ersten  Pyramide  zu  be- 
feohnen,  sei  s  die  Höhe  einer  der  Seitenflächen,  die  ge«- 
snchte  Fläche  ist  dann  \en9'\  anf  gieicbe  Weise  ergiebt  foxh 
ffir  die  Oberfläche  der  »weilen  Pyramide  \u„s\  wenn  s" 
die  Höhe  einer  seiner  Seitenfliichen  bezeichnet j  zwischen 
beiden  Flächen  liegt  die  des  KegelmantelS|  welche  M  heis- 
Ben  möge,  und  man  hat  daher 

Bei  unendlich  wachsende  n  gehen    und  ti^  in  tatr^  und 
«"  in  s  über,  es  bleibt  daher 

M=i\  Inrs  =-=  m  s  =  %r  ]/t^  -f  /?* ; 
d.  h*i  Die  Mantelfläche  des  Kegels  ist  einem 
Kreisausschnitte  gleich,  der  die  Seite  des  Ke-  * 
geU.  tVLttk  Halbmesser  und  die  Peripherie  dar  \ 
Kegelbasis  nm  Bogen  hat»  Der  Cenliiwinkel  dieses 

3Gü  •  r 

Sectors  umfasst  denmach   —  Grade.  Dasselbe  Resultat 

s 

ergiebt  sinh  durch  Abwiotelang  des  Kegelmantels.  (3. 112«) 

11* 
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Für  die  Gesammtobeiftiche  des  Kegele,  welche  S 
Iieiseen  möge,  findet  man   

5  =  Trr.v  +  7rr*  ~  itr  {s  -f  r)  =  jrr  (r  -}-  ^r*  +  Ä*) , 
was  auf  ähnliche  \V  eise  wie  die  Torige  Gleichung  in  Worte 
ühertragen  werden  kann. 

Die  Mantelfläche  eines  abgestumpften  E^ls  lässt  sich 
als  Differens  swischen  den  Mantelfliehen  aweier  ganzen 
Kegel  betrachten;  der  kleinere  Ton  diesen  habe  r'  zum 
Radius  und  $  zur  Seite,  so  iat 

M  =  Ttrs  —  7trs\ 

Um  die  Formel  practisch  brauchbarer  zu  gestalten, 
bringen  wir  die  Differens  s^s'  9h  Seite  des  abgestnmpften 
Kegels  in  Rechnung ;  nennen  wir  sie  /  und  beachten  ausser' 
(Ic'in  die  Aehnlichkeit  der  beiden  Vollkegel,  so  haben  wir 
die  Beziehungen  ' 

«nd  erhalten  daraus 

_    ri  r'l 
r  —  r'     r  — 

nach  Substittition  dieser  Werthe  geht  die  obige  Formel  für 
M  in  die  folgende  über 

M==  Ä  (r  -f  r')  L  • 
Dies  kann  anf  verschiedene  Weipe  gedeutet  werdeo;  be* 
merkenswerth  ist  naehstehmide  Formnlimng:  Die  Maa- 
te Itliic  he  eines  abgestumpften  Kegels  kommt 
der  Fläche  eines  Rechtecks  gleich,  welches  den 
Umfang  des  mittleren  Querschnittes  zur  Basis 
nnd  die  Seite  des  abgestnmpften  Kegels  aar 
Höhe  hat 

Für  die  Gesammtoberfläche  des  abgestumpften  Kegels 
hat  man  die  Formel 

5'  =  Äf^  +  iir^  +  Ä  (r  +  O  /  =  Ä  [r^  +  r » +  {r  -f-  r)  fl. 

II«  Bezeichnen  wir  mit  und  Vn  die  Flächen  der  in 
mid  um  die  Kegelbasis  beschriebenen  regehnSssigen  Viel- 
ecke, sowie  mit  Tdas  Kegelyohiaien,  und  berücksichtigen 
dass  letzteres  zwischen  zwei  n-seitigen  Pyramiden  enthalten 
ist,  deren  kleinere  das  erste  und  deren  grössere  das  zweite 
Vieleck  zur  Basis  hat^  und  welche  beide  die  gemeinschaft- 
liche Höhe  h  besitaen,  so  haim  wir  die  Benehnng 
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%x  unendlich  wacliseiide  n  vereinigen  siqh  und  ij\  zu 
dem  gemeinschaftlichen  Werthe  ;cr^  und  daher  wird 

Daa  Ettgelvolumen  ist  demnach  gleich  dem  Vo- 
lumen einer  Pyramide  Ton  der  nUmlichen  Höhe 

und  inhaltsglcicLer  G tu  n  df  liiclie. 

Der  Inhalt  eines  abgestumpften  Kegels  kann  als  Dif- 
ferenz der  Volumina  zweier  vollen  Kegel  berechnet  werden 
and  ist  hiemach 

V=  t«r«Ä  —  i jrr'W  «  J  ä  (r*Ä    r  W). 
Kennen  wir  k  die  Höbe  des  abgestumpften  Kegels  und  be- 
achten die  Aehnlicbkeit  der  beiden  vollen  Kegel|  so  haben 
wir 

rk  rk 


nacfc  Substitution  dieser  Werthe  verwandelt  sich  die  vorige 
Formel  in  die  folgen do  » 

F«i«(r«  +  rr'-|-r'*)A:. 
Diea  lässt  sich  zwar  gleichfalls  in  Worte  übertragen,  .giebt 
aber  keine  kurae  leicht  zu  merkende  Regel. 

'  '  §.43. 

Obpriläche  und  Inhalt  der  Kugel. ; 

I.  Die  im  yorigen  Paragraphen  entwickelte  Formel 

für  den  Mantel  eines  abgestumpften  Kegels  kann  zur 
Quadratur  der  Kugel  dienen,  wenn  man  ilir  vorher  eine 
passende  Gestalt  verleiht ;  errichtet  man  nämlich  im  Mittel- 
ponkte  M  der  Kegelseite  PQ  auf  ihr  eine  Senkrechtei 
welche  die  Kegelachse  in  0  schneidet  nnd  projicirt  P,  Q 
und  M  auf  die  Achse,  so  sind  PPj  Qff  die  beiden  Halb- 
messer des  abgestumpften  Kegels  und 

MM'  ^^{PP''\'QO') 
ist  sein  mittlerer  Halbmesser«  Der  Kegelmantel ,  welchen 
PQ  bei  der  Umdrehung  um  OP*  beschreibti  hat  zur  Fläche 

7C  {PP'  -f  QQ ')  PQ  =  UMM\  PQ. 
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Wenn  ferner  durch  P  eine  Parallele  zu 
OP'  gesogen  unei  R  ihr  Durchflchnitt  mit 
QQ'  gemumt  wird,  00  LPQR=LMOMt 
(weil  jeder  dieser  Winkel  den  Bpiteen 

Winkel  bei  zu  ÜO^  ergäuzt),  LPHQ=^ 
LMM'0=^9i)',  mithin  APQRc^AMOM'\ 
man  erhält  daraus 

PQiPR^MOiMM' 


MM^^'^.PR  =  '§.P'Q'. 


Demnach  iat  der  ron  PQ  beschriebene  Kegelmantel 

^2je.M0.P'0\ 
d.  h.  gleich  dem  Producte  aus  der  Peripherie  des  mit  MO 

bescbri(!b(juen  Kreises  und  der  Projcctioii  von  PQ. 

Um  nacb  dieser  Vorbereitung  die  Fläche  der  Kugel- 
sone  »u  finden,  welche  ein  mit  dem  Halbmesser  0A=^  OH 
=  r  ans  dem  Mittelpunkte  0  beschriebener  Kreisbogen  bei 
seiner  Rotation  nm  den  festen  Dnrohraesser  OJT  ersengt, 
theilen  wir  den  Bogen  AH  in  eine  beliebige  Anzahl,  etwa  7i, 
gleicher  Theile,  verbinden  alle  Theilpunkte  A,  B,  C » , ,  ff 
durch  Sehnen  und  bestimmen  zunächst  die  Oberfläche^ 
welche  durch  Umdrehung  der  gebrochenen  Li^iie  swischen 


Fig.  123. 


ABCD  .  •  •     entsteht.    Die  genannte 

Fläclie  ist  aus  den  Mänteln  von  Ji 
abgestumpften  Kegeln  zusammenge- 
setzt, deren  Seiten  der  Reihe  nach 
ABy  BCf  CB...  sind  und  deren  Höh- 
en A'B\  B"C\  C'D\..  heiseen  md* 
gen;  (lenkt  mau  sich  die  vorhin  er- 
wähnte Construction  aut  jeden  dieser 
abgestumpften  Kegel  angewendet,  so  bleibt  die  Linie  MO 
dieselbe,  weil  die  Dreiecke  AOB^  BOC,  COD  * . .  sSmnatUch 
gleiche  Höhe  besitsen,  es  ist  daher,  wenn  MO  zur  Ab- 
kürzung mit  Q  und  dio  von  der  gebrochenen  Linie  ABCD  .  • .  Ä 
beschriebene  Fläche  mit  S  bezeichnet  wird 

S=l7Cq,  A'B'+2je^  .  B'C'+ . . .  +  2«^ •  G  ä\ 
d.  L  kürzer 
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Lassen  wir  die  Anzahl  der  Theilpunkte  Cy  D . ,  ,  G 
^ins  Unendliche  wachsen,  so  bat  die  gebrochene  Linie 
ABQI^^ « .  OH  den  Kreisbogen  Aä  sor  Qränse,  die  erseugte 
Fläche  wird  zar  Kugelzone  nnd  ^  geht  in  den  Halbmesser  r 
Uber;  ftir  Ä'H'x=ih  lautet  jetzt  die  Formel 

d.  h.:  Die  Fläche  einer  Kugelzone  ist  gleicii  der 
eines  Rechtecks^   welches  den   Umfang  eines 
^grüseten  Kngelkreises  sur  Basis  und  mit  der 
Zone  gfeicheH^Ihe  hat.   Dieselbe  Formel  gilt  zugleich 

för  die  Kugelkappe,  weil  diebc  als  eine  Zone  betrachtet 
werden  darf,  von  welcher  der  eine  Radius  Null  ist« 

Wenn  der  Bc^en  AH  zu  einem  Halbkreise,  mithin 
i4*ir's=s2r  ^ird,  so  giebt  die  obige  Formel  die  Oberfläche 
A  der  gaaaen  Kugel,  nämlich 

 4  ItfX^ y 

d.  h.:  Die  Oberfläche  der  ganzen  Kugel  beträgt 
das  Vierfache  von  der  Fläche  eines  ^rössten 
Kreise». 

Zufolge  der  in  §.  22  gegebenen  Erörterungen  sind  nun: 

auch  die  Formeln  für  die  Fläche  eines  Zweiecks,  dessen 
Winkel  2v  heissen  möge,  und  eines  sphärischen  Dreiecks 
ABC  sogleich  aufsustellen;  man  hat  nämlich 


W  TV 


und 


 -m»  180'   •  • 

Diese  Formel  führt  auch  aur  Inhaltsbestimmung  eines 
beliebigen  sphärischen  Polygons,  sobald  man  letssteres  als 
eine  Zusammensetzung  sphärischer  Dreiecke  ansieht. 

II,  Behufs  der  Cubatur  der  Kugel  betrachten  wir  zu- 
iiächst  eine  Schicht,  deren  eine  Begränzungsebene  mit  der 
Ebene  eines  grössten  Kreises  zusammenfällt^  man  erhält 
eine  derartige  Schicht  dadurch,  dass  man  in  der  Ebene 
eines  Viertelkreises  AGB  den  Punkt  H  willkührlich  auf 
dem  Bogen  AB  wählt,  N  auf  OA  nach  //'  projicirt  und  die 
viereckige  Figv  BOH'H  um  OA  als  Achse  rotiren  lässt. 
.Wir  theUen  nun  die  Strecke  O/T',  welche  h  heissen  möge, 
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in  eine  beliebige  Anzahl,  etwa  // ,  gleicher  Theilc,  üielien 
durch  jeden  Tiieilpunkt  eine  Parallele  zu  OB  bis  zum 
DurchBchnitle  mit  Aro  ABj  ond  GOB«tniiren  mu  jeder  so 

entstandenen  Senkrechten  und  der  Strecke  —  ein  Rechteck: 

n 

dadurch  bilden  sich  xwei  Eeihen  von  Rechtecken  und  es 
Fig.  beträgt  die  Samme  der  nmichriebenen 

H  <        Rechtecke  mehr  und  die  Summe  der  ein- 

geschriebenen Rechtecke  weniger  als  die 
r  Fläche  BOÜ'H.  Bei  der  Umdrehung  um 
OA  erzeugen  die  omBchriebenen  Recht- 
\  edce  einen  ans  n  Cylindern  ensammmi* 
gesetzten  Körper,  desaen  Volumen  mehr 
^  '  B*  als  das  Volumeu  der  Kugekchicht  aus- 
macbti  ebenso  beschreiben  die  eingeschriebenen  Rechtecks 
einen  Körper,  dessen  Volnmen  weniger  ab  das  Volumen 
der  Schicht  beträgt.  Beide  pylindersommen  sind  Idoht  za 
berechnen;  nennen  wir  r  den  Halbmesser  der  Kugel,  so 
sind  die  Radien  des  ersten^  zweiten^  dritten  u«  s,  w.  um- 
schrieben«!  Cjlinders 


die  Halbmesser  des  ersten,  zweiten,  dritten  u«  s.  w.  ein- 
geschriebenen Cylinders  sind 

Hieraus  er^iebt  sich  als  Volumen  des  umschriebenen  Kör- 
pers 

oder,  weil  n  die  Anzahl  der  Summanden  ausdrückt 

jrr*Ä  —  jr  —  •  !-t — 5-*— — ^  A*; 

ff?  ' 

auf  gleiche  Weise  findet  man  ftr  das  Vobunen  des  einge- 
schriebenen Körpers 
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t 

Die  Differenz  bcüier  Volumina  ist  —h^  und  kann  für 

n 

«aeiidlicb  wachsende  n  kleiner  als  jede  beliebig  kleine 

Zahl  gemacht  werden ;  man  Bchliesst  daraus,  dass  sich  die 
Volamina  des  der  Kugelschicbt  umschriebenen  und  des 
slBbeBobrieben^  Körpers  einer  und  derselben  Gr&nse 
nftfaemi  welche  keine  andere  als  das  Volumen  der  immer 
zwischenliegenden  Kugelschicht  sein  kann.  Nennen  wir 
das  letatere      so  ist  hiernach 

F=Gräii2werth  von  j  jtr*Ä — x  — ■  ■ —  

d.  1.  nach  dem  schon  auf  S«  68  benutaten  arithmetisdien 

Satze 

r=  TtrVi  —  i  nh*^  7C  fr«  —  |  Ä«)  h. 
Mittelst  dieser  Formel  lässt  sich  auch  das  Volumen 
jeder  anderen  Kugelschicbt  bestimmen,  deren  parallele  Be- 
gr&nsangsebenei^  keine  grössten  Kreise  sind.    Fftllt  man 

nämlich  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  auf  die  genannten 
Ebenen  Senkrechte,  deren  Längen  und  heissen  mö- 
gen, so  kann  die  erwähnte  Kogelschicht  als  Differenz 
sweier  Kugelschichten  der  vorigen  Art  berechnet  werden 
und  ihr  Volumen  ist  daher 

Im  speciellen  Falle  h  =  r  giebt  die  für  V  entwickelte 
Formel  das  Volumen  einer  Halbkugel  =^ni^^  und  es  ist 
demnach  für  das  ganae  Kugelvolumen 

Der  Inhalt  eines  Kugel  ab  sclmittes  findet  sich  da- 
durch, dass  man  das  vorhin  berechnete  Volumen  V  einer 
Kugelschicbt  von  dem  Halbkugelvolumen  subtrahirt,  der- 
selbe ist  folglich 

will   man  die  Höhe  des  Kugelabschnittes  in  Kechnung 
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bringen,  so  ist  r  —  h  mit  oinem  neuen  Buchstaben  zu  be- 
zeichnen ;  für  r  —  h:^h  oder  h^r  —  h'  ergiobt  sich  so 
der  Werth 

n{r  —  {  h')  h\ 
Das  Volumen   eines  Kugel auschnittes  wird  als 
Summe  eines  Kugelabschnittes  und  eines  Kegels  berechnet; 
bezeichnet  h'  wie  vorhin  die  Hohe  des  Abschnittes,  so  ißt 

r  —  h'  die  Höhe  des  Kegels  und  j/r*  —  (r  — h'y  =  }/2rJi  —  A'* 
sein  Halbmesser,  für  das  gesuchte  Volumen  erhält  man 
hiernach 

Ä  (r  i  h')  //«+  i  n  {2rh'  -  Ä'«)  (r  —  =  I  ^r'h\ 
Zwei  Meridianebenen  und  das  zugehörige  Zweieck  um- 
schliessen  einen  Raum,  den  wir  einen  Kugelkeil  nennen 
wollen;  derselbe  ist  so  viel  mal  in  dem  Kugelvolumen  ent- 
halten als  seine  gekrümmte  Oberfläche  (das  Zweieck)  in 
der  Kugelfläche,  also,  wenn  /  den  Inhalt  des  Keiles  be- 
zeichnet 

=  mithin 

Setzt  man  für  Zf  Sl  und  K  ihre  Werthe,  so  hat  man  die 

^J^"  Die  Ebenen  dreier  grösston  Kreise  ufW  das  zugehörige 

sphärische   Dreieck,    welches   ABC  heissen  möge,  um- 

Bchliessen  zusammen  einen  Raum,  den  wir  eine  droisei- 

tige  Kugelpyramide  nennen  wollen;  derselbe  ist  so 

viel  mal  in  dem  Kugelraume  enthalten  wie  seine  gekrümmte 

Oberfläche  (das  Kugeldreieck)  in  der  Kugelfläche,  man  hat 

daher,  wenn  P  den  Inhalt  der  Kugelpyramide  bezeichnet 

'.  PA  A 

Jc!  A'y  hii'j  /.    -  mithin  P^^A\  i 

Vermöge  der  bekannten  Wcrthe  von  Aj  Sl,  K  folgt  hier- 
aus die  Formel 

Eine  mehrseitige  Kugelpyramide  kann  in  eine  Partie 
dreiseitiger  Kugelpyramiden  zerlegt  und  als  Summe  dersel- 
ben berechnet  werden. 


Google 


VIERTES  BÜCH. 
Sphärische  Trigonometrie. 


Die  Berechnung  des  körperlichen  Dreiecks* 

§.  44. 

Einleitung  und  Formeln  für  daa  rechtwinklige 

Dreieck« 

Nachdem  wir  in  Cap.  II.  den  Zusammenhang  zwischen 
den  Seiten  und  Winkeln  einer  dreiseitigen  £eke  myclige» 
wiesen  imd  die  Oonstraotionen  erwähnt  haben,  duick 

welche  aus  den  Bcstirnmungsstücken  eincä  körperlichen 
Dreiecks  die  übrigen  Debtandtheile  abgeleitet  werden  kön- 
mUf  iai  noch  die  Berechnung  der  fehlenden  »Stücke 
voraunehmen;  die  Qründe  m  dieser  Erg&iBung  der  Lehre 
vom  körperlichen  Dreieck  sind  die  nämlichen  wie  bei  der 
Theorie  des  ebenen  Dreiecks  (Tbl.  I.  §.  36),  sie  fallen  so- 
gar noch  schwerer  ins  Gewicht,  weil  die  Constructionea 
körperlicher  Ecken  in  einer  Ebene  umständlicher  und  dess* 
halb  auch  in  der  Anwendung  ungenauer  als  die  Construc- 
tionen  ebener  Drdeoke  sind.  Wir  setzen  daher  im  Folgen* 
den  immer  voraus,  dass  die  Bestimmungsstücke  körper- 
licher Ecken  in  Zahlen  gegeben  seien  und  bezeichnen  die 
iSeiten  mit  a,  b,  Cf  sowie  die  gegenüberliegenden  Winkel 
mit  A,  Bf  €\  auch  können  wir  der  körperlichen  £ck^ 
jedersseit  ein  sphärisches  Dreieck  substituiren,  wenn  wir 
uns  aus  dem  Scheitel  der  Ecke  mit  der  Längeneinheit  als 


1« 


Halbmesser  eine  Kugelfläche  construirt  und  ihre  Durch- 
schnitte mit  den  Seitenebenen  der  Ecke  aufgesucht  denken. 
Endlich  bemerken  wir  noch>  daw  bei  aUen  folgenden  Un- 
tersaebnngen  körperliche  Ecken  oder  sphärische  Dreied^e 
vorausgesetzt  siud,  von  denen  jede  Seite  weniger  als  180" 
beträgt;  es  liegt  hierin  desswegen  keine  Beschränkung  der 
Allgemeinheit^  weil  sich  im  Gegenfalle  unter  den  aieben 
Mebendreiecken  immer  mindestens  eines  findet^  dessen 
Seiten  einadn  genommen  kleiner  als  180*  sind,  und  auf 
dessen  Berechnung  dann  die  Berechnung  des  gegebenen 
Dreiecks  zurückkommt. 

Wir  betrachten  zunächst  das  bei  C  rechtwinklige  sphä- 
rische Dreieck  ABC  mit  den  spita- 
winkligen  B[atheten  LBOC^a  and 
L  AOC=^b'^  von  dem  Punkte  B  lassen 
wir  auf  den  Kugelhalbmesser  CO  die 
Sepkreohte  BM  herab  und  constmiren 
die  Ebene^  welche  BE  in  sich  enthält 
und  auf  der  Ebene  AOB  senkrecht 
steht;  die  Duchsclmittö  der  Hilfs- 
ebene  mit  AOB  und  AOC  mögen  BJ) 
und  ßJB  h^en.  Da  die  Ebene  BBM  aof  den  beiden 
Eb«nen  AOC  und  AGB  gleichBeitig  senkrecht  sieht,  so  ist 
sie  auch  normal  zur  Kante  AO ,  mitlün  LBDE  der  an  die- 
ser Kante  liegende  Neigungswinkel  A,  Aus  den  recht- 
winkligen Dreiecken  BOB^  OED  und  BOE  ergeben  sich 
nun  die  Besiehungen 

OD     OB.cash     OB  .cwa.cos^ 


OB 


OB 


oder 

1) 


cosc  — Cosa  .006  b, 
Fig.  m.  Ist  eine  der  Katheten,  s.  B. 

ein  stumpfer  Winkel,  so  ftlH 

der  Fusspunkt  E  auf  die  Ver- 
längerung von  COj  ebenso  JD  auf 
die  Verlängerung  von  AO^  und 


"^^^ü::^  aus  der  üebenecke  erhält  man 
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was  mit  No.  1 )  übereinstimmt, 
wenn  man  cos  (ISO^  —  c)  durch 
co^  c  und  c<»  (180* — a)  dtirch 
^cosa  ersetsBt.  Sind  endlieh 
beide  Katheten  stumpf^  8o  fälH' 
E  auf  die  Verlängerung  von 
CO,  dagegen  D  auf  ^0  selbsti 
und  ^8  eigiobt  sich 

^^^^""05  Ö5  OB  ' 

wiederum  übereinstimmend  mit  Ko.  1).  Alles  zusammen 
führt  zu  dem  Satze:  In  jedem  rechtwinkligen  sphä- 
rischen Dreiecke  ist  der  Cosinus  der  Hypotenuse 
gleich  ^dem  Producte  aus  den  OoBiniis  der  Ka^^ 
theien. 

Die  rechtwinkligen  Dreiecke  BBE,  BDO  und  BEO  ge- 
ben ferner  in  allen  drei  genannten  Fällen 


Bin  A=  -=r^  = 


BK     OB.  sin a 


oder  küreer 


BD     OB. sine 


stna 


sm  1) 


2)    sin  A  =    —  und  entsprechend  sin  B  =  -r— . 

Mnc  9PHC 

d.  h.:  Der  Sinus  irgend  eines  an  der  Hypotenuse 
liegenden  Winkels  ist  gleich  dem  Verhältnisse 
zwischen  den  binus  der  Gregenkatheto  und  der 
Hypotenuse« 

Aus  den  vorhin  erwähnten  redbtwinkUgtt  Dreie^en 
.erhfilt  man  noch  in  allen  Fällen 

-     BE     DE*  sin  b     OB,  cos  a  sin  b 
BB  'OB. sine        OB. sine  ' 
schreibt  man  diese  Gleichung  in  der  Gestalt 

sinh 


COS  A  =  cosa 


sine 


und  wendet  die  zweite  der  Formeln  2)  an,  so  wird 
3)      cos  A     cos  a  sin  /?,  ebenso  cos  B  =  cos  b  sin  Ay 
d.  h.:  Der  Cosinus  eines  der  Hypotenuse  anlie- 
genden Winkels  ist  gleich  dem  Producte  ane 
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dem  Cosinns  der  Gegenkathete  und  dem  Sinns 
des  anderen  an  der  Hypotenuse  liegenden  Win> 
kel». 

Die  entwickelten  drei  Haopttfttie  enthalten  die  Mittel 

?j\v  Bereclinunf^  deä  rechtwinkligen  Dreiecks,  wie  wir  kurz 
zeigen  wollen. 

L  Gegeben:  die  beiden  Katbeten  a  und^.  Die 
Hypotenuse  ergiebt  eich  nnmUtelhar  durch  die  Formel 

4)  co$e=co$aco$bj 
die  Winkel  an  der  llypoteniiso  werden  durch  die  Gleichungen 

-V  .  ^    sind      .  sinb 

'  smc  stnc 

Imf&ami^  wo  r  ans  der  vbrhergehenden  Rechnaag  bekannt 
lit*  WiU  man  dai^epfon  A  und  B  direct  berechnen ,  so  dient 
hierzu  eine  Formel,  welche  durch  Coniliiiiiition  der  Gleich- 
ujDgen  2)  und  3)  entsteht  j  man  erhält  nämlich  durch  DWy 
sion  der  Werthe  von  sinA  und  cosA 

smamB 

oder,  weil  nach  No.  2)  sine  muB  ^~  sinb  ist, 

'  smb  sma 

II«  Gegeben:  die  Hypotenuse  c  und  die  Ka- 
thete a.  Die  andere  Kathete  b  folgt  aus  der  Gleichung  1), 
nämlich 

von  den  beiden  an  der  Hypotenuse  liegendes  WInkdn  er> 
giebt  sich  der  eine  aus  No.  2),  nämlich 

8)  $tnA=  . — 

und  der  andere  aus  No.3),  wenn  statt  casb  und  smA  die 
eben  genannten  Werthe  substituirt  werden,  nianKch 

9)  cos  D  =  tan  a  cot  c* 

III.  Gegeben:  die  Kathete  a  und  der  anlie- 
gende Winkel  B,  Die  zweite  Formel  in  No.  6)  giebt 
die  andere  Kathete  mittelst  der  Gleichimg 

10)  Utnb^9lnfa$mB\ 
die  Hypotenuse  lol^t  aus  No.  9) 
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nnd  der  übrige  Winkel,  nach  Ma.  3) 

12)  cos  A  =  cosa  sin  B, 

IV.  Gegeben:  die  Kathete  b  und  der  Gegen- 
winkel B,  Die  andere  Kathete  findet  sich  durch  Umstei- 
long  der  Formel  10),  nimlich 

13)  sn^a^imbeoiBf 

die  Hypotennse  durch  Transformatkni  von  No.  2)^  nämlich 

.  •  '         ■    .         sw  h 

14)  „„/i' 
und  der  ftbrige  Wmkel  «lu  N6.3): 

15)  stnA  c=  

cos  b 

Die  drei  aufgestellten  Formeln  sind  übrigens  zwei- 
deutige weil  die  ^Winkel  a,  c  und  B  ebensowohl  spita  als 
stumpf  sein  können  (yergl.  §.  8). 

V.  Gegeben:  die  Hypotenuse  e  und  der  Win- 
kel ^.  Die  anliegende  Kathete  bestimmt  sich  durch  Um- 
setzung der  Formel  9),  nämlich 

16)  tana  =  ianccosB, 

die  g^fthitiherliegende  Kathete  folgt  aus  Mo«  2)  oder  Mo»  U) 

17)  sinb^shtcsiMB*^ 

der  noch  übrige  Winkel  ei'giebt  sich  dadurcli,  dass  mau 
erst  die  Gleichung  12)  durch  die  Gleichung  lö)  divtdirt 
and  uk  dor  entstehenden  B'ormel. 

cQiA9=ie0$aeosbUtnB 
von  der  Gleiclüuig  1)  Gebrauch  maeht;  es  wird  so 

18)  cot  Ä~  cos  c  tan  B, 

VI.  Gegeben:  die  beiden  Winkel  A  und  B. 
Aus  den  in  3)  yenseioliBoten  Gleidrangen  erhält  nMu  Ittr 
die  Katheten 

endlich  kann  die  Hypotenuse  mittelst  der  Formel 

■  20)  cosc^cotAcotB 

besreclHiek  l^^m^m^  wdlchci  daduirah  eiitiMit>  dasa  nian  dia 

obigen  Werlfafr  vom  ewa  und  ewb  in  die  Giekfanng  1)  sabr 

stituirt. 
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§.  45. 

Fandamentaif  ormeln  für  das  schiefwinklige 

Dreieck* 

Von  der  einen  Winkelspitze  C  des  sphärischen  Drei- 
ecks ABC  fällen  wir  eine  Senkrechte  CD  anf  die  Gegen- 
seite AB  und  serlegen  dadoroh  das  schiefwinklige  Dreieck 
m  die  Summe  oder  Di&reiis  sweier  rechtwiBkligen  Diei> 
ecke,  je  nadidem  der  Fnsspunkt  jenes  Perpendikels  auf 
AB  selbst  oder  auf  die  Verlänfjemng  von  AB  zu  liegen 
kommt,   in  jedem  i^'aile  setseu  wir  die  sphärischen  jSeiteo 

Fig.  128. 


ADtxaU,  MJ>a»^  CD 


riv  UDd  die  Winkel  AOB^^, 
BCD  SS  V\  bei  der  mten  Lage  der  Senkrechten  CD  ist 
dann  casn^-i;^  C^ü+Vf  bei  der  aweiten  c^u  —  f, 

I.  Wenden  wir  den  zweiten  der  im  vorigen  Paragra- 
phen entwickelten  Haoptsätse  «of  jedes  der  rechtwinkligen 
Dreiecke  J^D  und  BCD  an,  so  erhalten  wir 


gmA  = 


8tnw 


sm  fo 


sin  s/fi  a ' 

und  durch  Vergieichnng  der  hieraus  folgenden  Werthe  von 

8inbsinAsssginasinS*j 

diese  Gleichung  bleibt  für  beide  Lagen  des  Perpendikels 
CD  dieselbe^  weil  die  Winkel  ABC  und  DBC  in  jedem  Falle 
gleiche  Sinus  besitzen*  Der  obigen  Gleichung  entsprechen 
MMi  aknliehe  BeBiekmigen,  welche  dmdondi  eaMdhen,  dasi 
man  Ton  f  und  A  Senkreohte  a«f  die  Gegenseiten  herab* 
Ittest;  zusammen,  hat  man  also  die  drei  Gleichungen 
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smhsinA  =  smasinB       .  ► 
1)  ^  sin  a  sin  C  =  sin  c  sin  A 

9mc$mB—imbsm€ 
wdclie  sich  sa  dor  Proportion 

sina :  sinb :  sine  =  sinA:  HnB : sinC 
zusammenziehen  lassen  und  den  Satz  liefern:  In  jedem 
sphärischen  Dreiecke  verhalten  sich  die  Sinus 
der  Seitea  wie  die  Sinus  ihrer  Q-egenvinkel. 

II.  Dimh  Anwendung  des  dritten  im  TOtigen.  Faim» 
graphen  entwickelten  Hauptsatsses  gelangt  man  sn  den 
Gleichungen 

cos ü=cosu  sin A,   eosV=cosv  sinB, 
welche  dnrch  Sufostitation  der  Werthe  ,  . 

.   ^    sinw      .  „  sin» 
sm  0'  sina 
die  folgende  Form  annehmen 

cos  u  sinw  cos  V  sinw 

COSÜ=  T-r— 1     cos  V= 


sinb    '  sma 
Das  Product  derselben  ist 

cos  u  cos  V  siiiT  w     cos  u  cos  V  (i  —  w) 
smasmb  smastnb 

schreibt  man  dafür 

COSU  CÜBV  ^  COS  V  cos  W  .  cos  II  cos  TV 

^Veosr=. —  -^^^^  , 

80  kann  nach  No.  1)  des  vorigen  Paragraphen  cosvcosnt 
^cosa  und  cosucosw  =:  cosb  geseist  werden;  man  hat  dann 
einfacher 

eoiueosv^  Cosa  cosb 

cos  ü  cos  V  —  :  T-i  • 

Für  das  Product  sin  ü  sin  V  findet  sich,  indem  man  von 
den  Gleichungen 

.  „    sinu      .  sinv 
sin(/=-r-^*  smf  =  -: — 
sinb^  sma 

ausgeht,  die  entspr eckende  Formel 

.      .  w  sinusinv 

ginUsüiV^-  j-r- 

smasinb 

Um  non  2tt  einer  Gleichung  swischen  den  drei  Seitm 
a,  b,  c  und  dem  Winkel  C  au  gelaage»,  bedarf  es  nur  der 

Bemerkung,  dass  C=^U±V  und  c  =  n±u  ist,  wo  di« 

Sohl  «Büch.  Geometrie.  11.  1^ 
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oberen  Zeichen  der  enten^  die  oatemi  der  zweiten  Lage 
von  CD  entspreeben;  mittekt  der  Formel 

cos  a  cos  ß  +  sm  a  shi  ß  =  cos  (a  +  ß) 
erhält  man  nämlich  ^  durch  Addition  von  cosÜ  CBsV  and 
sin  U  sin  V 

,  cosiu-^v)  —  Cosa  cos h 

und  für  +  V^Cy  u±VT=b  die  gesnchte  Gleichung 
der  sich  noch  zwei  ähnliche  Beziehungen  zur  Seite  stellen 
lassen  f  zusammen  ist  also  >  ! 


2) 


cosC  = 


cosB= 


co$A  = 


casc  —  cosacosb 

cosb    Cosa  töS'd' 

sin a  sine  ^ 
Cosa  —  cosb  cosc 


sinbsmc 

IIL  Atta  den  bereits  in  No.  II.  erwähnten  Gleichungen 

cos  U^cosu  sin  A,    cos  V ~  cosv  tm B 


leiten  wir  dift  folgenden  ab 

cobB 


co$u  = 


cosv  = 


cös  r 


durch  Multiplicatiüii  denselben  wird 

cos  U  cos  V 
Sin  A  sm  B 

Zufolge  der  Proportionalität  der  Sinns  der  Seiten,  und  der 
Winkel  eigiebt  sieh  femer 

sinÄ :  sin  U  =  sin  w  :  sin  u, 

4ider 

smuTss-        —  und  entsprechend  stnv  =  — — ; 


I 
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das  Product  beider  Gleichungen  ist 

sin  ü sin  V sin'  w     sin  UsinVCi  —  cos^  w) 
smÄsmB  smAsinB 

Giebt  man  dieser  Beziehung  eine  etwas  andere  Form,  in- 
dem man  schreibt 

sin  U  sin  V  —  cos  w  sifi  U  .cosw  sin  V 

so  können  die  Produete  sind  cosw  und  si'nVcosfv  durch 
die  Wiiik(  1  A  und  B  ausgedrückt  werden,  wobei  aber  die 
Fälle  SM.  unterscheiden  sind^  ob  CD  zwischen  A  und  B  zu 
liegen  kommt  oder  nicht.  Bei  der  ersten  Lage  hat  man 
vermöge  des  dritten  Satzes  in  §•  44 

cos w  sin  ü  sscosAj    costv  sin  V  =  cosB, 

bei  der  zweiten  Lage  dagegen 

cos  TV  sin  U  =  cosAf    cos  ?v  s/n        cos  (1 80<> —  ^)  =  —  cosB^ 

also^  wenn  beide  Fälle  durch  das  Zeichen  +  susammen- 
ge&sst  werden, 

smU'sinV  +  cosAeosB 
smusmvsss  : — ,  .  ^  • 

sin  A  stn  B 

Bei  der  ersten  Lage  von  (7/?  ist  w  + 1;  =  U+V^C, 
mithin  durch  Sabtraction  der  für  cosueasv  und  sinmsinv 
gefundenen  Ausdrücke;  wobei  im  letzteren  das  obere  Zei- 
chen zu  nehmen  ist^ 

,   .   .     cos(U+  V)  -f-  cos  A  cosB 

eosC+eosAcf^B 

sin  A  sin  B 

bei  der  zweiten  T.age  \on  Cß  ist  u  —  t;  =  c,  U-^V^ 

mithin  durch  Addition 

,      .     cos(U—'V)  +  casA€o$B 
^      *  smAmB  ' 

oder 

cos  C + cos  A  cos  B 
sinAsinB  ' 

Hau  erhalt  in  beiden  Fällen  dieselbe  Formel;  dieser  lassen 
sich  noch  zwei  andere  ähnlich  gebildete  cor  Seite  stellen 
und  man  hat  somit 

12* 


—    180  — 


3)  \  cosb  = 


cos  €4- cos  A  cos  B 

€0S€=  •     .   9 


sin  A  sin  C  ' 
cos  Ä  -j-  cos  B  cos  C 


smBsmO  ' 

Zu  denBelben  Fonneln  gelangt  man  kürzer  dadurch, 

dass  mau  die  in  No.  2)  vcrzoichneten  Gleichungen  auf  das 

Polai'dreieck  anwendet;  nennen  wir  «i,       c,,  ^i,  ^i, 

die  Seiten  und  Winkel  des  letzteren^  so  ist  für  dieses  wie 

taut  das  ursprüngliche  Dreieck 

co9Ci  —  Cosa,  eosbt 
co$Ct  =   '  i 

sm  öT,  sm  /y,  ' 

mithin  nach  Substitution  der  Wertbc  <7,=  180<'— a,= 

—  cosC  —  cosAcasB 
—  ^^^        sin  A  sin  B  * 
was  mit  der  ersten  Formel  in  No.  3)  übereinstimmt 

TV.  Schliesslich  wollen  wir  ans  den  bisherigen  Oieich- 

nngen  noeb  Relationen  zwischen  vier  solchen  Bestandthei- 
ien  des  sphärischen  Dreiecks  ableiten,  die  unmittelbar  auf 
einander  folgen  wie  z,B.A,bf€,a.  Nach  der  drittea 
und  ersten  Formel  in  No.  2)  ist 

cosa  —  cosb  cosc  =  sinb  smccosAy 
cos  c  —  cos a  cosh  =^  sina  sin  b  €<>■<  C ; 
multiplicirt  man  die  zweite  dieser  Gleichungen  mit  coih 
nnd  addirt  das  Prodnct  zur  eisten,  so  hebt  sich  cosbcms 
«nd  es  bleibt 

cos  a{l  —  CöÄ-  b)     sin b  sin  c  cos  A  -f-  sin a  sin  b  cos b  cos  C, 

wobei  1— co«*^  durch  sin*b  ersetzt  werden  kann.  Nach 
beiderseitiger  Division  mit  sina  sinb  ergiebt  sich 

sifi  c 

cotasinb=  casA+easbcosC 

sina 

siti  c  sin  C 

und  wenn  man  statt         den  gleichgeltenden  Bruch 


einführt;  so  gelangt  man  zu  der  gesuchten  Formel,  welche 

noch  zwei  ähnlich  gebildete  Gleichungen  zur  Seite  gestellt 
werden  können  nämlich 


Icot a  sin  b  =  co(A  sin  C-^-cost  cos  C, 
cot  c  sina  =  cot  C  sinB  +  co$a  cosB, 
cüth  sine = cot  B  sin  A +cosc  CQsA. 
Auf  die  Polarecke  angewendet  giebt  die  erste  Gleichung 

C0^(18üo  — ^)  mi  (ISO« — B)  =  cot  {im'  —  a)  sin  (ISO'-^c) 

+  cos  (180» — ^)  cos  (ISO^"  —  c) 

oder 

—  coiA  sinB  s=  —  eaia  sine + cosB  cosc^ 
imd  bei  anderer  Anordnung 

Icota  sifi  c—cotA  sin  B  -f-  cos  c  cos  i>, 
cot  c  sin  b  =  cotC  sin  A  +  cosb  cos  A, 
cotb  sina  =  cdB  sin  C  +  eosa  cos 
Der  Sache  nach  sind  diese  Gleichungen  nicht  wesentlich 
▼erschieden  von  den  vorigen;  sie  entsprechen  nur  dm 
Falle,  wo  die  Seiten  und  Winkel  des  Dreiecks  in  eDtgegen- 
gesetzter  ßichtung  durcliiauien  werden, 

§.  46- 

Dreiecksberechnung  aus  den  d^ei  Seiten* 

Die  Formeia  2)  des  Yorigeu  Paragraphen  enthalten 
bereits  die  Lösung  der  Aufgabe^  aus  den  drei  Seiten  eines 
sphärischen  Dreiecks  die  Winkel  desselben  su  fmden,  je- 
doch sind  jene  Formeln  filr  die  logarithmische  Berechnung 
nicht  bequem. und  bedürfen  desswegen  einer  weiteren  Be- 
arbeitung. 

Addirt  man  beide  Seiten  der  Gleichung 

cosa-^CMl^coie 

COSA=  r-T— ■:  

stnb  smc 

zur  Einheit;  so  ergiebt  sich 
.  .      -     sinb  sine + Cosa —  cos  b  cos  €    cosa  —  cos(b+c) 

i+COSA=s  ,     .  ;  =»  .  ,   

'  Stnb  smc  stnb  smc 

und  unter  Anwendung  bekannter  goniometrischer  Formeln 

(No.  7  auf  S.  192  und  No.  18  auf  S.  193  des  ersten  Thls.) 

2cof  IA  =  ^     *  {(i+b+c)  sin  Ub+c-a)^ 
*  sin b  sine 

Setzen  wir  zur  Abkürzung  die  halbe  Sui|ime  der  Seiten  =  s, 
also  a  +  b  +  c  =  2s  und  ft  +  c  — ä=3  2«  — 2a  =  2(«— ö), 

so  folgt  aus  der  vorigen  Gleichung  die  nachstehende 
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1)  iasi4=j/^*^^'  ' 

V  0  sin  c 

und  e|pit^|{rechend  für  die  übrigen  Winkel 

'  V>  i^f-^-^^^^  ^  smasinb 

'Wir  ifiiDttranireii  ferner  beide  Seiten  der  Gleichung 

j     eosü  —  cosb  cosc 

von  der  EinLrit  und  erhalten  dadurch 

I  —  ff^f  ^  ^f^^  ^     c  —  cosa-\'  cos  bcosc    eo9  {b  —  c)  —  cos  a 

sin b  sin c  ^    ^ 'Sinb  sine  -^^ 

ülAoh  Einführung  der  Werthe  a  —  b'\-c=2$-^2b  =  2{S'^ö) 
UiA  a  +  b-— c  =  2{S'—c)  wird  hieraus  " ; *  i 

2)  sin  lA-^  //fSlESiES 
'  *       f  sinbsinc 

and  dazu  gehören  die  entsprechenden  zur  Berechnung  von 

B  und  6'  dienenden  Fun  nein  . 


sin  i ß  ^  -i/»in^s~a)ßin{,-c) 

r  sin  a  sine      ,  ' 

SjdÄti-' Division  mit  co^^^J  in  ^-m  ^ ergicht  sich  weiter 

r  smssm(s—a) 


und  analog 


r  s  sin  (s 


sins  sm{$'—a) 

—  a)  sin  (s  —  c) 


tan  IC  -  7/^^>^(^-a)^m.(.^j;X  V 
V  sinssmd^c)^^. 


Mittelst  der  goniometriechen  Formel  sinA^2m\Acos^iA 
man  noch  zu  den  Ergebnissen  , 

4)    l  sinß  =;  ^  Vsins sin  {s ~ <y)  sin  {i~b)^i^f^) 


w«<r  ^  ysinssin  is-'ä)  sin  js  -     s  /^  fs  — "g)  A^l^ 


-r-    183  — 

Wollte  man  die  Forrael  4)  direct  aus  dem  für  cosA  gege-  • 
benen  Ausdrucke  ableiten,  so  würde  man  von  der  Gleichung 
sinFAssst-^ca^  A  Gebmueh  machen  mUssen  tmd^.eEhielt^.* 

sm^A=  — :  i-, 

sin  b  sm  c  •   '  • 

oder  durch  Auflösung  der  Quadrate  und  ijadQni  map  $Mf 
und  smc  durch  co$b  und  cosc  ausdrückl, 

.  l—co^a~cos^b'-cos^c+^0a$mco$bcose 

smb  smc 

In  der  vorigen  Form  ist  der  Zähler  das  Product  der 
beiden  Factoren 

sinb  smc+(cosa^€Osb  cosc)  =^cosa  —  cos(b+c)       '  ' 

=  2sini(a+b+c)sini{b+c-'a) 

und 

sm  b  stJKC  —  (cos  a—cosb  cos  c)  =  cos  {b  —  ^)  —  cus  a 

=  2  sm  ^{a—b  +^)  sin  ^  (ar\-b— c) 
und  mithin  ist  durch  Zusammenstellung  beider..Formen,des 
Zählers 

( 1  —  co^a  —  co^b  —  co^c  +  2  cosaeasb  cosc 

5)  \  —  ^sin^{a+b-^c)  srnK—a+b-^-c) 

f  .sm^(a—b+c)  sin  i    + *  —  . 

Mittelst  dieser  Transformation  ist  aus  dem  für  sifif^if. 
angegebenen  Ausdrucke  die  Formel  4)  sehr  leicht  herzu- 
leiten ;  diese  doppelte  Entwickelung  hat  aber  den  Vortheil^ 
dass  man  die  Gleichung  5)  kennen  lernt,  welche  eich  später 
als  nützlich  erweisen  wird. 


«•47.  *       ,  ; 

Dreiecksberechnung  aus  den  drei  Winkeln. 

Die  Formeln  3)  des  §.  45  'enthalten  bereits  die  Ablei- 
tung der  Seiten  aus  den  Winkeln,  bedürfen  aber  zum 
Zwecke  der  logarithmischen  Rechnung  einer  Bearbeituog, 

die  der  im  vorigen  Paragraphen  duichgeführten  vojlig  ana- 
log ist.    Man  erhält  nämlich 

sin  B  sin  C+  cosA+cosBcosC_cosA+cos{B-'  C) 
^+^^'^~"  smBsinC  smBsinC 

oder  * 
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für  A-^- £ C ergiebt  sich  hierans  die  Fonnel 

/cos  LS —'B)  cos  (5—  C) 

die  analogen  Formeln  hierzu  sind 


cos  {S~~A)cos{S—C) 
sin  A  sin  C  ' 


/cos{S-^AicasiS-^B)_ 
cos^c^y  5^^«nÄ 

Au»  dem  Werthe  von  cosa  folgt  ferner 

1    ww  ^  ^^BsinC—cos  A— cos B cos C  cosA+cosiB-^-C) 

oder 

und  durch  Einführung  der  halben  Winkelsumme  S 

'  ^      V        smBsmO  ' 

liierzu  gehören  die  analogen  Formeln 


Ferner  erliält  man  durch  DiviBion  Ausdrücke  fiir  die  Tan- 
genten der  halben  Winkel  ^  n&mlich 


3)  tanla  7/  — — , 
^  "      f  cos(S—I 


cos  (S  —  Af) 

U.  8.  W, 


{S—B)cos(S—C) 
und  durch  Anwendung  der  Formel  sin  A  =  2  sin^A  cos^A 

^.^^^ 2  }/^ casScos  jS-A) co^S-B) cos {S^C)  ^ 

sm  D  sin  C 

Die  in  den  Glcicliungen  2),  3)  und  4)  unter  dem  Wur- 
zelzeichen vorkommenden  negativen  Vorzeichen  bedürien 
noch  einer  Erläuterung«  Nach  §.  7  beträgt  die  Winkel- 
•nmme  A  +  B+C  mehr  als  zwei  und  weniger  als  sechs 
rechte  Winkel,  mitbin  liegt  ^{A^B+C)  =i  S  «wischen  90» 
und  270'^,  folglich  ist  cQsS  jederzeit  negativ  j  ferner  beträgt 
jeder  der  Ausdrucke  B -\- C  —  A  =^2  {S— A),  A+C  —  B 
=  2(5—^),  ^  +  ^  — (?=2(Ä— (?)  weniger  als  180'',Äi80 
jede  der  Differenzen  "S  —  A,  S-^B,  $—C  weniger  ab 
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90^  und  68  sind  folglich  die  OoBinus  dieser  Werthe  immer  • 

positiv.  Demnach  enthalten  die  Formeln  2),  3)  und  4) 
unter  dem  Wurzelzeichen  einen  einzigen  negativen  Factor 
(cosS),  wodurch  das  vorhandene  Minnsseiehen  jederzeit 
aufgehoben  wird. 


§.48. 

Die  Qauss'Bchen  und  l^eper'schen  Gleichungen. 

Die  Formeln  der  beiden  vorigen  Paragraplien  lassen 
sich  auf  die  Weise  mit  einander  verbinden,  dass  Gleichun- 
gen zwischen  allen  sechs  Bestandtheilen  eines  ,  sphärischen 
Dreiecks  zum  Vorschein  kommen.   Von  der  Formel 

ausgehend,  erhält  man  durch  Substitution  der.  für  cos^J, 
cos^B,  sin^A,  sJn^B  angegebenen  Werthe 

cosUAÄ^ B)  =  i/^^^E^ .  iAinssin{s-b) 


f         smbsinc        F  smasmb 
^sm$ — sin{s^c)  j/Hn{S'''a)sin{s^b) 

^         sine  f  sinasinb 

d.  h.  wenn  man  $ins  —  sin{s — c)  in  ein  Product  zusammen- 
zieht und  .beachtet^  dass  die  Wurzelgrösse  rs^iin^C  ist 

oder  nach  Hebung  von  ^sin\c  und  unter  Rück^Kt  auf 
die  Bedeutung  von  s 

1)  cos\{^A+B)^—^^sm\C. 

Geht  man  Ton  der  bekannten  Formel  für  c6«4'(^—- 5)  aaS| 
so  ergiebt  sich  durch  eine  sehr  ähnliche  Rechnung 

2)  cosUA--B)  =  — ^.\^—^smlC.. 
'  *        $in\fi  * 

Wir  substituiren  femer  in  die  goniometrische  Gleichung 

sia\{A^B)t:s:ii^\Aeos\B^ef»\Ann\B 

die-.in  §.  46  entwickelten  Werthe  von  sin^^;  cf»^B^  im\A^ 

am^ß  und  erliaiten 
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sine  r  sina^inb 

und  bei  weiterer  Zusammenziehung 

<eder  endiieir'  '  '  '  j  r.^i/r^-t 

Von  der  bekannten  Formel  für  sin\{A  —  B)  ausgebend, 
findet  man  durch  eine  völlig  analoge  J&eclmui^^^'' 

i^Bie  erhaiteuen  vier  Beziehungen  stellt  man  gewöhnlich  in 
folg&idef  Oestalt  zusammea  ^ 

rv        /      i  (-'^  +  \c=^  COS  \  {a  —  b)  cos  |  C, 

-  ci^mriH    \      ^[A  -B)  sin  {  c  =  sin  4  («  +  b)  sin  1  • 

8ie  heissen  di«.  Gauss'scheti  Qlöiohiiiigeii«  ;v  > 

I  Aus  diesen  lassen  sich  wiederum  Relationen  zwischen 
fünf  Bestandtheilen  eines  sphärische^  J|^^qi^^||[^erleiteii| 
indem  man  entweder  c  oder  C  herausschafft. '  Dividirt  man 
nämlich  mit  der  ersten  Gleichung  in  die  zweite  und  mit 
dritten  in  die  vierte,  so  bekommt  man 


6) 


tun  UA  +  B)  =  ^'"ti^^tx  <:ot  k  C, 
^  '  ■  cot\{a  +  b)     *  ' 


dividirt  man  diagegen  mit  d«r  ersten  Gleichung  in  die  dritte 
tiad  mit  der  sweiten  in  die  vierte,  wobei  man  die  rechten 
Selten  saerst  hinschreibt,  so  wird 
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7) 


sini(A  —  B) 


t 


dies  sind  die  sogenannten  Nep  er 'sehen  Analogieen.  , 

§.49.         ■  .  i 

Brei^cksbercclinunär  aus,  £wei  Seiten  und  dem. 
zwischenliegendon  Winkel« 

Sind      b  und  C  die  gegebenen  Beatandtheile,  so  kann 

nmn  zunächbt  die  beiden  übrigen  Winkel  A  und  B  mitteiiit 

ikr  in  §,  45  uater    o.  4)  und  5)  entwickelten  Formeln  b«> 

reehnen;  die  enMie  der  Oleiohungea  4)  imd  die  letale  .  (kUr 

Gleiekangen  5)  geben  nftmlich 

cota  sinb  —  cosb  cosC 
cotA  —  , 


cotB^ 


cotb  sma  —  eosu  cn^s  C 


sinC 

Nachher  leitet  man  die  dritte  Seite  c  Mut  den  dret  Wink^ 

ab.  Dieses  Verfahren  iöt  aber  iür  die  ununterbrochene 
logarithmisehe  Rechnung  nicht  sehr  bequem,  und  daher 
iseigen  wir  noch  einen  anderen  Weg.  - 

Mittelst  der  beiden  Keper'echen  Gleichungen 

berechnet  man  zuerst  die  halbe  Summe  und  die  halbe  Dif- 
ferenz der  unbekannten  Winkel  A  und  B^  wortfus  itfitind  B 

selbst  mittelst  der  identischen  Gleichungen    "'  •* 

A^:^{A+B)  +  ^{A-^B), 
B^i{A+B)-i{A-B)  • 
folgen.    Die  noch  übrige  Seite  c  kann  nun  i^us  einer  der 
Gleichungen  7)  des  vorigen  Paragraphen  abgeleitet  werdeui 
indem  man  diesen  die  Formen  * 


2) 


3) 
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er^eiHy  in  denen  rediter  Hand  nur  bekannte  Qrdesen  vor* 

kommen.  Noch  etwas  bequemer  ist  die  Anwendung  der 
aus  deo  Gauss'scheu  Gleichungen  entspringenden  Formeiu 

weil  man  hier  die  schon  in  No.  1)  gebrauchten  Werthe  der 
Cosinus  und  Sinus  von  ^(^  +  6)  wiederum  benutzen  kann» 
Auch  selbst  in  dem  Falle ^  wo  man  die  dritte  Seite 
«Uem  berechnen  wUi,  bleibt  das  angegebene  Verfahren  das 
kttrseete,  weil  man  hier  nur  einen  der  beiden  Winkel 
■^{A-^B}  und  ^{A  —  B)  aufzusuchen  braucht,  welcher  dann 
die  Stelle  eines  Hilt'ßwinkeis  vertritt;  bezeichnet  man  zur 
Abkürzung  ^(^-f-^)  mit  O,  so  geschieht  die  Berechnung 
von  e  entweder  mittelst  der  Gleichungen 

'  cos\{a'\-}))     *  '  '    ■  $m0*        '  ' 

oder  durch  die.  entsprechenden  für  =  ^  geltenden 

Formeln 


§.  50. 

Dreiecksberechnung  aus  zwei  Winkeln  und 
der  zwischenliegenden  Seite. 

Sind  Äj  B,  c  die  gegebenen  Bestandtheiie ,  so  dienen 
die  beiden  ^^eper 'sehen  Gleichungen 

'     stn\{A'\-B)  ■ 
zur  Berechunnf^  der  halben  Suunue  und  der  halben  Diffe- 
renz der  unbekannten  »Seiten  a  und  bj  woraus  a  und  b 
selbst  mittelst  der  identischen  Gleichungen 

««4(a+*)  +  l(a-*), 


2) 
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folgen.  Den  dritten  Winkel  C  kann  man  e&twedar  aas 
den  Noper'schen  Analogieen 


3) 


oder  auB  den  GanM'schen  Gleictongon 


4)  ' 


herleiten  y  wobei  das  Letztere  meistens  beqaeiuer  iai» 

Will  man  den  dritten  WinM  allein  beroohneii^  aa 
branefat  man  nur  eine  der  Grössoi  und  ^(<y— ^) 

auizusucheii;  welche  dann  als  Hilfswinkel  dient j  fiir  ^{u-j-b) 
^  9  hat  man  auf  diese  Weise 

mid  ftr 


§.öi. 

Dreieckaberechnnng  ans  zwei  Seiten  und 

einem  Gegenwinkel. 

Wenn  a,  b  und  A  gegeben  aind^  so  e»di&lt  die  Fanda- 
Hmtallbnnel 

sin  b  sin  c  cos  A  =  cosa  —  cos  h  cos  c 
ntir  die  eine  Unbekannte       welche  sich  unter  Anderem 
dadurch  entwickeln  lässt,  dass  man  sine  nnd  eotc  doreh 
Uai\€  ansdrilokt;  man  hat  nämlich 

sine  =s  28in^cco$\c  sss2tan^cca^\c     2tm\c  ^  ^^^t  ji 

nach  Snbstitation  dieser  WerUie  wird  die  obige 
woL  der  quadratischen  Gleichung 
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'  -  irosa  '^cosb)ka^^c  —  2sinbcosAian^c  ^  ooib  —  o$ta 
and  hieraus  ergiebt  sich   

^.        ,    ,       .91«  J  caid  +  l<^<riB^47  —  sin*b  A 

1)  ian  4c  ===  «  — ;  =:  >  • 

Diose  Formel  eig-net  sich  zwar  zur  logarithmischen 
Rechnung  nicht,  sie  zeigt  aber,  unter  welchen  Umständen 
die  Dreiecksbestimnrang  zweideutig^  ehkleatig  oder  muiidg^ 
lieh  ist.  Der  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  sinbsinÄ  niehr 
als  sma  beträgt,  es  musa  also  »Mb sin A  entweder  ebenso 
viel  oder  weniger  als  s/'na  ausmachen.  Findet  das  Krste 
statt^  80  verschwindet  die  Wurzelgrösse  und  damit  die 
Zweideutigkeit ,  welohe  durch  das  doppelte  Voraeichen  des- 
•albon  lierbctigefüfart  wurde*  Für  sinbiinA<,sma  ist  im 
AHgemeiB«!  das  Dreieck  sweidentigy  jedoch  hört  diese 
Doppelsinnigkeit  über  eine  gewisse  Gränze  hinaus  wieder 
auf;  wegen  c<180%  also  ^c<90®,  muss  nämlich  tan\c 
nothwendig  positiv  sein  und  es  kann  daher  das  negatiTe 
Vorzeichen  der  Wurzel  nur  dann  benutol  werden,  wenn 

j/sin^a  —  iin^b  sin^  A  <  sinb  eo9  Ay  d.h.  siHa<  9inb 
ist;  die  erwähnte  Zweideutigkeit  besteht  dahor  nur  so  lange, 
als  die  Bedingungen  irt'n^  <  <  ,sm^  zusammen  er- 
füllt sind;  sie  verschwindet,  wenn  sina'^smb  (also  von 
selbst  '^smbsinA)  wird.  Bei  umgekehrter  Anordnung  lau- 
tet  das  Ergebniss:  es  ist 
c  eindeutig  für  sina'>smhj 

c  zweideutig  für  sina  <  sinb  und  zugleich  sinap-sinb  smA, 
c  eindeutig  für  sina  =  sinb  sinA^ 
>  unmöglieh  für  «tfpia  <  «Mi^. 

Für  die  praktische  Berechnung  ist  es  am  voitheiliiaC- 

testen,  zur  rst  den  Winkel  B  zu  suchen  und  nachher  r  und 
C  zu  bestimmen;  vermöge  der  Proportion  sina:  sinb  =s 
sinA :  smß  «rgiebt  sich  aanächst 

2)  smB  =  —  sin  A, 
'  sma 

nachher  aus  den  Nepcr'schen  Analogieen 

3)  •  to«i^=''4!4--«! 

'  *       cos^{A — B)  ' 
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4)  cotiC==^\^^tany,{A  +  B) 

sm^{a  —  l?)  *  ' 
Da  in  No.  2)  B  durch  seinen  Sinub  bestimmt  ist,  so 
kann  B  ebensowohl  spitz  als  stumpf  sein;  für  sma^jfftib 
entscheidet  sich  die  Sache  du|«oh  di^  >Bemerkuiiß^  dasB  der 
grösseren  Seite  der  grossere  Winkel  gegenüberliegen  mnsS; 
für  sina  <.smb  bleibt  die  Zweideutigkeit  so  lange,  als  nicht 
sina^smOsinA  ist. 

t*Xi     jT       »   .       '  §  52  '    '  •  ' ti^'iÄ" 

lD/reaecksbestiminung  aus  zwei  Winkeln  täid^r 

einer  Gegenseite. 

Aas  den  gegebenen  besuindtbeilen  A,  B  und  a  findet 
man  Cy  wenn  man  in  der  Gleichung 

sinC  imi  casC  dnrch  eci^C  ausdruckt;  die  ISnbet^^j^  der 

Wertlie  ...  ■    m  v-ui-:.! 

verwandelt  nämlich  die  obige  Relation  in  eine  quadratische 
Sle^hung^  deren  Auflösung  giebt  ;  ■  .  ii: 

. .  , ,  ^  6«>i  B  -h  y  sin"^  Ä  —  sin^  a  str^B  i i-  !  •  i 

1)  COtkC=  rr-J   . 

^  *  COS  A-\-  cos  B  •;. 


Dde  Diaenssion  dieser  Formel  ist  der  im  Yorigen:> 
pbeD' mitgctheilten  Erörterung  so  ähnüd]^  dass^di^  Aj^gatfae 
4eBv Endresultates  genügen  wird;  man  findet     •    r     :  Ar. 

C  eiiulr  uti^  für  sinA  >  sinBy  ( ;  , , 

'  ■  '  C  zweideutig  für  sm  A  <  sin  B  und  zugleich  sinA^^masinMf 
-■  C  eindeutig  iüi  sin  A===isma sin B, 
\  Ciunmöglkkinr  smA<,sina  sütB.   '■  ' 
Für  die  praktische  Berechnung  empfiehlt  sich  folgen- 
des Vei  ialii  (  II ;  ;ins  der  Proportion  sin  A:  sin B  =  sind:  sinb 
leitet  mau  zunächst  •  iAutri 

sinB  .  :  • - 


2?)  .        '  '  sinb  = 


sinA 


sm  a 
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ab  nnd  benutzt  nachher  die  Neper'schen  Analogieen  zur 
Bestimmung  der  übrigen  Stücke,  nlünlich 


3) 


Die  in  No.  2;  erwähnte.  Formel  bestimmt  die  Seite  b 
nicht  unzweideutig;  ist  nun  ninA^sinB,  so  muss  b  so  ge- 
wählt werden^  dasi  dem  grösseren  der  Winkel  A  und  B 
die  grössere  Seite  gegenüber  liegt;  für  9mA<,unB  bleibt 
die  Zweideutigkeit  so  lange,  als  nicht  smÄ^imasmB  ist 


§•  53*  > 

Inhaltsbestimmung  des  spiiärischen  Dreiecks. 

Kaeb  §.  43,  I.  kann  der  Fi&cbeninbalt  eines  sphSri- 

Bchen  Dreiecks  aus  den  drei  Winkeln  desselben  mittelst 
der  Formel 

abgeleitet  werden,  es  icommt  also  nur  dmnf  an^  den  spU- 

rischen  £xce8S 

ni  ermitteln.  Dies  ist  zwar  in  dem  Falle  bald  geschebeii, 
Wo  die  Winkel  Äf  Bj  C  anmittelbar  gegeben  sind,  würde 
aber  eine  etwes  naiBtliadliehe  Reduntng  yenirsflciien,  wem 

das  Dreieck  ans  anderen  Stücken  bestimmt  wäre,  folglidi 
die  Winkel  erst  einzeln  anf^esucht  werden  müssten ;  wir 
entwickeln  daher  noch  diejenigen  Formeln,  welche  zur  di- 
recten  Berechnung  des  Ezeesses  dienen^  sobald  das  Drei- 
«ak  luunreidetttig  bestimmt -ist. 

Aus  der  Gleichung  2)  folgt  ^E^\{A  + B+ C) 90«, 
mithin 

&m^E=^  —  cos\{Ä~{'B'JtO)  ^  —  cos  [^{A-^B)  +  i C] 
^--casllA+Bycoi^C+sm^iA+B)  sm^  C, 
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und  durch  Anwendung  der  Gauss'^chen  Gleichangeu  ($»48|5) 

im  Zahler  lässt  sich  die  Ditierens  der  beiden  CosinOB  in 
dag  doppelte  Product  sweier  8inaB  Terwandein  und  nach- 
her  die  Formel  %sin^Ccos^C==snnC  henntzeD^  dies  giebt 
o\  •  1  r.'    sinhasinlb  .  ^ 

*  cos\c 
Eine  ähnliche  Rechnung,  bei  der  man  von  cos\E  aus- 
geht, liefert  das  Seitenstück  zur  YOf stehenden  Formel  |  man 
hat  nämlich 

=  .sm  i  (A+B)  cos ^C+cos^{A-\-B)  sin ^ C 
und  durch  Anwendung  der  öauss'schen  Gleichungen 

■  cos^c        '        ■  ^    co^^c       *  ' 

 W  i    —  ^)  CQ^^  C  +  gpg^  C 

cos^c 

Entwickelt  man  im  Zähler  cos^{a  —  b)  und  cos^{a+b),  so 
liuBsen  sich  die  entstehenden  Glieder  dadurch  zusammen- 
ziehen, dass  man  von  den  Formeln 

co^^C -^8171^0=1  und  €Os*^C  —  9in*\C=sco8C 

Gebrauch  macht  j  das  Resultat  dieser  leichten  Reduction  ist 

4)       cos  IE = — =  S — : —  !  . 

*  coslc 

Jede  der  Grundformeln  3)  und  4)  enthält  auf  der  rech- 
ten Seite  vier  Bestandtheile  {a,hj  c,  C)  des  sphärischen 

Dreiecks,  von  denen  sieh  mittelst  der  iibrigen  bphärisch- 
trigonometrischen  Relationen  eine  herausschaffen  lässt;  in 
jedem  Falle  bleibt  eine  Gleichung  übrig,  in  welcher  der 
Excess  durch  drei  Bestimmungsstücke  ausgedrückt  ist.  Die 
hauptsächlichsten  Entwickelungen  dieser  Art  sind  folgende, 
I.  Wenn  E  aus  den  drei  Seiten  b,  c  berechnet  wer- 
den soll,  ist  C  zu  elinainiren,  und  es  kann  dies  auf  ver- 
schiedene Weise  geschehen,  indem  man  entweder  die  Gleich* 
nngen  3)  und  4)  unter  einander  oder  mit  einer  der  For- 
meln des  §,  46*  verbindet« 

SchUaiUh,  GMmlito.  IL  13 
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Um  das  Erste  vorzunehmen,  schreiben  wir  die  Gleich» 
ungen  3)  und  4)  in  nachstehender  Weise 

cos  J c sin         stn  ^ a  sin  ^ b  sin  C 
cas^ecos^E  —  cos\a  cos^k  =s  sin^a  sin^bcosC, 
qoadriren  und  addiren  sie;  es  ergiebt  sich 

{casic  sin  4  Ef  +  {cos  \ccos^E  —  cos     cos  ^bf 

—  sin^  i  a  sm"^  k  b. 
Löat  mm  linker  Hand  die  (Quadrate  auf  and  benutzt  die 
Formeln 

cos^^b  =  l  —  sin^^bf 

80  kann  die  übrig  bleibende  Gleichung  leicht  auf  cos^E 

reducirt  werden  j  das  Ergebniss  ist 

_v  ,  rf  4«  +  cos^kb  H-  Castle  —  1 

5)         coslE=s  »r  —  f  . 

'     .        *  2  rofi     cos  ^b  cos^c 

Eine  für  logarithmiBche  Rechnung  bequemere  Formel 

findet  sich  dadurch  ^  dass  man  den  in  §.46  angegebenen 

Werth  von  shiC  in  die  Gleichung  3)  substituirt;  es  wird 

Aus  den  Formeln  5)  und  6)  lassen  sich  die  Werthe  von 

ton ^i^  und  coi\E  ableiten,  doch  bind  dieselben  nicht  be- 
quem; wir  suchen  daher  im^E  zu  entwickein,  indem  wir 
Ton  der  Gleichung 

(anXiisis  :          also  lanlE=s  .  ,  „ 

*         smu  *  sm^E 

ausgehen.  Vermöge  der  für  cos^E  und  sin^E  angege- 
benen Werthe  wird  zuiuichst 

^^^^  ^—cos^la  —  cos^^b  —  cos^^c+2 cos ^acos^b  cos 4 c , 

ysins  sin  (s — a)  sin  {s — b)  sin  c) 
auf  den  Zähler  dieses  Ausdrucks  kann  die  in  §•  46  unter 

Ko.  5)  entwickelte  FoniKd  angewendet  werden,  wenn  man 
i^f       B^^^^        ^^^^  vorkommenden  Grössen  a,  b,  c 
setzt;  der  Zähler  ist  dann 

4skii{a+b+c)sin^(—a+b+c)sini  {a^b+c)sini{a+b^e) 
=4si9ii8  sm^{s  —  a)  sin i{s  —  b)  sin 4  {s  —  c). 
Substituirt  man  diesen  ^^'erth  und  ^etzt  sins=:=2sin^s  cos^s, 
ebenso  sin  {s  —  a)  =  2sin  ^    —  a)  cos  ^[s  —  a)  u*  s.  w. ,  so  er- 
scheint die  sehr  elegante  Formel 


Digitized  by  Google 


—  195 


II.  üm  den  sphärischen  ExcesB  aus  sswei  Seiten  ( 

und  dem  Zwischcnwinkel  C  zu  berechnen,  bedarf  es  der 
Elimination  von  c  in  den  Glcichiinfrcn  4)  und  6)}  sie  |;e- 
schiebt  einfach  durch  Division  und  g lebt 

  sin  J^a  sin^b  sin   

^ — ^^^^^  ^^^^  +  sinia  sin\h  cos  C 

oder,  wenn  Zähler  und  Nenner  mit  sin^asin^h  dil^dirt 
werden, 

sin  C 

8)  iankE=s  —  ^- ,  7  7,* 

'  *       cotlacot^b  +  cosC 

So  lange  hier  das  Product  cotlacoflb  und  der  Winkel  C 
sich  nicht  ändern,  so  lange  bleibt  der  sphärische  Excess 
mithin  auch  der  Inhalt  des  Dreiecks  derselbe  und  man 
kann  demnach  den  Satz  aussprechen:  wenn  zwei  sphäri- 
sche Dreiecke  in  einem  Winkel  und  in  dem  Prodncte  der 
Cotangenten  (oder  Tangenten)  der  halben  an  diesem  Win- 
kel liegenden  Seiten  übereinstimmen,  so  besitzen  bie  gleiche 
Fläche« 

Die  vorige  Formel  ist  zur  logarithmischen  Rechnung 
unbequem  und  bedarf  deshalb  einer  Verbesserung,  welche , 

unter  Anderem  durch  Einfulnung  eines  illifswinkels  er- 
reicht wird;  schreibt  man  nämlich 

und  setzt 

tan^a  tan  ^b  cos  C  ^  icni^  cp , 
WO  nun  der  Hüfswinkel  9)  mittelst  der  üleichong 

9)  tan  9  =  "/tan  ^  a  tan  \  b  cos  C 

2u  bestimmen  ist,  so  verwandelt  sich  die  obige  Formel  in 

10)  tm^E^shitptanC 

und  hier  kann  die  Rechnung  ununterbrochen  mit  Logarith- 
men geführt  werden. 

Sind  von  einem  sphärischen  Dreiecke  zwei  Winkel 
bekannt,  so  ist  es  das  Kürzeste,  den  dritten  Winkel  und 
somit  E  direct  zu  berechnen;  wir  unterlassen  daher  die 
Entwickelung  der  auf  diesen  Fall  bezüglichen  Formehi. 

13* 
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* 

§.  54. 

Sphärische  Dreiecke  von  geringer  Krümmung« 

Bisher  seMen  wir  den  Halbmesser  der  Kugel  ^  auf 

welcher  sphärische  Dreiecke  bestimmt  waren ^  immer  der 
Einheit  gleich  und  dachten  uns  die  Seiten  a,  h,  c  in  Gra- 
den, Minuten  etc.  ausgedrückt;  ist  dagegen  ein  Halbmesser 
r  gegeben  und  jede  Seite  des  sphärischen  Dreiecks  au£  der 
Kugel  selber  mittelst  eines  bestimmten  Längenmasses  ge- 
messen, so  müssen  die  Seitenwinkel  erst  berechnet  werden; 
dem  Bogen  a  auf  der  gegebenen  Kugel  entspricht  dann  der 

Begen  —  auf  einer  mit  dem  Halbmesser  1  beschriebenen 

T 

Engel  und  der  zugehörige  Oentriwinkel  ist  der  gesuchte 

Seitenwinkei|  den  wir  gleichfalls  mit     bezeichnen  können, 

weil  es  für  die  trigonometrischen  Functionen  gleichgiltig 
bleibt,  ob  man  schreibt  cos  180*^  =  —  1  oder  cos  jc  =  —  I, 
co«90<>==0  oder  cö5|jr  =  0  u.  s.  w.  Wir  betrachten  nun 
besonders  den  Fall,  wo  c  im  Vergleich  zu  r  sehr  klein 
aindi  wie  z.  B.  bei  den  gewöhnlichen  Messimgen  auf  der 
Erdoberfläche,  und  wollen  namentlich  die  Frage  erörtern, 
ob  sich  einem  derartigen  sphärischen  Dreiecke  ein  ebenes 
Dreieck  substituiren  lässt. 

Bezeichnen  wir  durch  s  die  Länge  eines  beliebigen  mit 

mit  dem  Halbmesser  r  beschriebenen  Bogens,  so  ist  —  die 

Länge  des  mit  dem  Radius  s=sl  beschriebenen,  zu  dem 

nämlichen  Oentriwinkel  gehörenden  Bogens,  und  für  den 
Sinus  dos  letzteren  gelten  nach  Theil  L  S.  248  die  Un- 
gleichungen 

*i<i-*(-)V,».(r)*. 

Bei  kleinen      beträgt  sehr  wenig,  und  daher 

stimmen  die  Grössen,  zwischen  denen  «Vi—  liegt,  in  we- 
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nigstens  7  Decimalcn  überein*);  bei  diesem  Genauigkeits- 
grade kann  man  folglich  die  obigen  Ungleichungen  durch 
die  Gleichung 

ersetzen.  Für  den  Cosinus  gestaltet  sich  die  Sache  ahn« 
lichy  denn  es  ist 

~^<>-j(7)+i(7)' 

-i>.-i(i)VA(i)-*(iy, 

mithin  weil  die  rechten  Seiten  um  noch  weniger  als  die 
vorigen  differiren; 

Sind  nun  a,  c  die  Seitenlängen  eines  sphärischen 
Dreiecks  und  r  der  Kugelhalbmesser,  so  geschieht  die  Be- 
rechnung des  Winkels  A  mittelst  der  Formel 

a         b  e 

cos  cos  —  "  cos  — 

r  r  r 

COS  A  =  r  —  , 

r  r 

und  hier  können  dio  Gleichungen  1)  und  2)  benutzt  wer- 
den, falls  r  sehr  gross  im  Verhältnis s  zu  a,  b  und  c  ist. 

Bei  der  Ausrechnung"  der  Producte  cos  — .  cos  ~  und  sin  —  • 

C 

sin    sind  ferner  diejenigen  Summanden  wegzulassen,  welche 

höhere  aU  vierte  Potenzen  von  r  zu  Nennern  haben,  weil 
eben  diese  Ausdrücke  die  7.  Decimale  nicht  beeinßussen^ 
dies  giebt 

y  -I-    —  _  i:A      c' ~~  Wc" 

cosA  =  


bc^f     y  4-  g'X 


*)  Für  die  Erde  z.  B.  ist  naheza  r  =  860  geographische  Meilen, 
mithin  bei  einem  Bogen  von  50  Heilen  Länge 

liö  UV)»« 0,000000007, 
womit  eich  die  obige  Behanplmig  rechtfertigt. 
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Miiltq>licireii  wir  Zähler  und  Kenner  mit  1  +  ^     so  er- 

halten  wir  den  neuen  Nenner 

bc     bc{b*  + 

wobei  der  Sabtrahend  wegzulasBen  ist;  auf  gleiche  Weise 
iftast  Bich  der  Zähler  vereinfachen  und  es  bleibt 

 — +  m^*  

24*cr» 

oder 

Wir  denken  uns  zweitens  ein  clienes  Dreieck  ÄB'C\ 
dessen  Seiten  B'C\  C'A\  A  B'  den  Bögen  b,  c  der 
Länge  nach  gleich  sein  mögen;  in  diesem  Dreiecke  ist 

COSA  = — -sji  

und  es  findet  sich  hieraus 

4 ft* sm*  ^ '  =  2  («» +  Ir    +  c* ^^/*  — M-^^*; 
die  Substitution  dieser  Ausdrücke  in  No.  3)  giebt 

h  c 

cos  A  =  cosA'  — ^-s  sin^  A\ 

or" 

Diese  Besiehung  zwischen  den  Winkeln  A  und  A'  lässt 
eine  Vereinfachung  zu,  wenn  miin  sich  erinnert,  dass  A  nur 
wenig  von  A'  differiren  kann  also  A~-A'  eine  sehr  kleine 
Grösse  sein  muss,  die  wir  x  nennen  wollen;  es  ist  dann 
A^Ä'       und  nach  Formel  8)  in  §,  44  des  ersten  Theiles 

cosAssseogA'  —  wsinA'f 
mithin  durch  Vergleichnng  mit  dem  Obigen 

Hier  bedeutet  i^c^in^'  den  Inhalt  des  Dreiecks  A'B'C, 
welcher      heissen  möge;  man  erhält  demnach  fUr  x  den 

einfachen  Ausdruck  4^-^  oder  ^ 
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wobei  sich  die  Werthe  von  B  und  C  durch  ein©  analoge 
Betrachtong  orgeben.   Umgekehrt  ist 

und  da  ^  +     +  C  =  ISO«,  so  folgt 

180<»  =  ^  +  -5+<7— ^  oder     =   +  ISO*. 

Man  erkennt  hieraus,  dass  das  Verliäitniss  ^  als  sphäri- 
scher Kxcess  des  Dreiecks  ABC  m  betrachten  ist  tind  dass 
ferner  die  Winkel  des  ebenen  Dreieckö  iüittelst  der  ein- 
fachen Gleichungen 

ans  den  Winkeln  des  sphärischen  Dreieckes  abgeleitet  wer- 
ben können.  Dies  giebt  den  für  die  Geodäsie  -mchtigen 
Satz:  Ein  wenig  gekrümmtes  Kugeldreieck  darf 
als  ein  ebenes  Dreieck  angesebrn  werden,  des- 
sen Seiten  die  nämlichen  Längen  besitaen  und 
dessen  Winkel  dadurch  gebildet  sind,  dass  jeder 
Winkel  des  Kugeldreiecks  um  ein  Drittheil  des 
sphärischen  Exceööes  vermindert  worden  ist. 


Gsf . IX. 

Stereometrisclie  Anwendungen  der  sphärischen 

Trigonometrie* 


§.  55. 

Bestimmung  der  um  und  in  ein  sphärisches 
Dreieck  beschriebenen  Kreise. 

I.  Bezeichnet  M  wie  früher  den  Pol  des  Eugel- 
kreises,  welcher  sich  um  das  sphärische  Dreieck  ABC  be- 
schreiben lässt,  so  Bind  die  Bögen  AM,  BM,  CM  gleich  und 
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steUen  den  sph&ritehen  HalbmeMer 

nes  Kreises  dar ;  für  AAI  =  BAI  =  CM 
=  r  und  L  BAM  =^  L  ABM  =  y  ist  nun 
in  dem  Dreiecke  ABM  nach  Fonnel  2) 
in  §.45 

co$r — easeeosr 
1)    casy  =  .   

'         '  sm  csmr 

X  —  cosc  , 

— 

diese  Gleichung  wird  nacbher^  in  der  Form 

«\  .         1  —  ccse    i       ,  , 

2)  tanrss —  .  -=Umlc$ecy 

'  Sin  c      cos  y  *  * 

dargcätellt^  zur  Berechnung  von  (an  r  dienen ,  sobald  erst 
y  bestimmt  ist. 

Ans  dem  ephUrieohen  Dreiecke  ACM  eoi^ebt  eich  wf 
gons  ähnliebe  Weise  wie  oben 

,  .      .      i  —  cos  b  ^ 
^      "  smb 
und  weou  die  vorstehende  Gleiohung  durch  Ko.  1)  dividirt 
wird 

cos  (A  —  y)  1  — easb  sine 

cos  y  sinb    '1  —  cos  c 

Linker  Hand  lösen  wir  cos  (A  —  y)  auf,  rechter  Hand 
bringen  wir  die  leicht  zu  beweisende  Transformation 

sine   l-\-cosc 

1  —  eose  sine 
in  Anwendung  und  erhalten  so 

*  smbsmc 

welche  den  Werth  von  tm  y,  durch  b,  c  und  A  ausgedrückt^ 

liefert    Um  aber  Um  y  durch  die  Dreiecksseiten  aussu- 

drückeUi  substituiren  wir  die  bekannten  Werthe 

.     eosa  —  cos  b  cos  c      ,    .         2  A 
eosA  =  r   ,  smAs=z 


sin  b  sin  c  sinb  sine 

worin  «ur  Abkürzung  , 

3)      K  a=s  ysin  $sin{s  —  a)  sin  {s  —  b)sin{s — e) 
gesetst  worden  ist,  und  erhalten  nach  Weglassung  des  ge^ 

meinschaftlicheu  ineiiiierä  sinb  sine  und  durch  iieduetion 

auf  tmy 
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Da  in  der  Formel  2)  nicht  die  Tangente,  sondern  die  Se- 
kante von  y  vorkommt,  so  miiss  erst  noch  die  Gleichung 
sec^  y  =  1-^  iati^  y  au  Hilfe  genommen  werden;  dies  giebt 
zunächst 

scify  

Hier  Ifiest  sicli  der  Ziihler  mittelst  der  Formel  5)  in  §•  46 

zusammenziehen  5  iiian  hat  nämlich 

4il'  =  1  —  cöä'  a  —  cos"-  b  —  cü^  C'\'^cosa  cos  h  cos  Cy 
und  durch  die  Substitution  dieses  Werthes  ündet  sich  bei 
YoUstttndiger  Aasrechnting  als  ZäMer 

-^Iteoiacosb  —  ^teosacase — 2coBbco$c 
+  2  coa  a  cos  b  cos  c 
=  2  (1  —  Cosa)  (1  —  cosb)  (l  +  cosc) 
Ä  16  sin}  J  a  sm*  ^  b  cos*  ^  c, 
mithin  nach  Einsata  des  Vorstehenden  und  Ansaiehnng  der 
Wnrael 

2  sin  la  sin'ib  eoi  Ic 
secy=  * —  ^« 

Die  Grieicbuug  2)  liefert  nun  zur  Berechnung  r  die  elegante 
Formel 

2  sin     sin  ^b  sin  A c 

yHnssin    —  «)  sin  (s  —  b)  sm  {s^cY 
welche  dem  in  §.26  des  ersten  Theiles  entwickeltem  Satze 

analog  ist;  letzterer  lässt  sich  ilaiaas  herleiten,  wenn  man 
den  Halbmesser  der  Kugel  unendlich  grosB  werden  lässt 
und  dann  die  Sinus  und  Tangenten  der  Bögen  mit  letzte- 
ren yertauBoht  Durch  Einführung  des  sphärischen  Ezcesses 
kann  man  übrigens  der  Qleichung  4)  noch  die  folgende  Ge- 
stalt ertheilen 

KV  ^         ian  ia  (an  Ib  tan  Ic 

5)  mr  =  — 5 — r-f^ — 

'  sm 

II.  Ist  N  der  Fol  des  einem  sphärischen  Dreiecke 
eingeschriebenen  EreiseS;  NG  =  NIf=NJ=Q  sein  sphäri- 
scher Halbmesser^  so  halbiren  die  Bögen  AN,  BN,  CN  die 
Winkel  des  Dreiecks^  die  Dreiecke  ÄNG  und  ANlmA  vpor 
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metrisch  gleich,  ebenso  BNG  und  DNH, 
CNH  und  CNT\  der  Abschnitt  AG^  ^  AI 
nio^'c  X  beissen,  dem  analog  sei  BG 
=  BH  =yf  CH=  CI=s z,  man  hat  dann 

worans 

y  =  i  {a  -\- c -- b)  ~  s —  b 
z-=-^{a-\-b  ~  c)  =  $  —  c. 
In  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  AGH  ist  nnn  nach  Formel 
tO  in  %.  44 

und  entsprechend 

tan  g  =  sin  (s  —  b)  lau  \        tan  q     shi  {x  —  c)  tan  ^  C. 
Will  man  imif  durch  die  Dreieckseiten  allein  ansdrücken, 
80  bedarf  es  nur  der  Substitution  des  bekannten  Werthea 
von  im^A]  man  erhftlt 


6)  $mi^=j/ 


sin  (js  —  a)  sin  {s  —  b)  sin  (s  —  c) 


sms 

oder,  wenn  man  es  vorziehti  den  sphärischen  Excess  in 
Bechnang  an  bringen, " 

,         2  cos  la  eas  Ib cos  Ic  .  ,  _ 
'  ^  sms  ■ 

Durch  ein  analoges  Verfahx'eu  erhält  man  die  Halb- 
messer der  Kreise,  welche  je  eine  Dreieckseite  und  die 
Verlängerungen  der  beiden  anderen  Seiten  berühren ;  die 
Halbirung  des  Winkels  A  und  der  Nebenwinkel  von  B  und 
C  e.  B.  ftlhrt  au  demjenigen  Kreise |  welcher  die  Seite  BC 
=  a  und  von  den  ttbrigen  Seiten  die  Verlängerungen  be- 
rührt; seinen  Halbmesser  wollen  wir  mit  (>,  bezeichnen  und 
unter  y,  z  wiederum  die  Abschnitte  verstehen,  welche 
durch  die  Berührungspunkte  des  Kreises  auf  den  Seiten 
gebildet  werden;  es  ist  dann 

op  — yssc,    x  —  zs^b,    y  +  z  =  a, 
woraus  folgt 

Xs^sS^  y^S-r-Cf     z^s — b. 

Man  hat  ferner 

tan    =  sin  x  tan  J  ^  =  sin  s  ian^A 
nnd  Tennöge  des  bekannten  Werthes  von  t(m^A 
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sins  sin  {s  —  b)  sin  (s  —  c) 


sin    —  «)  ' 
für  die  übrigen  Halbmesser  ist  in  entsprechender  Weise 

.    ^   7/ sins  sin  (s  —  a)  sin  {s  —  c) 

9)  tam^t^f/   sinjs-b) 

10)  '      tanQ,==  j/^^nssin{s-^a)sin(s--f)^ 

Aus  den  zur  Bestimmung  von  r,  Qj  ,  (>t;  9»  ange- 
gebenen Formeln  lassen  sich  leicht  Beziehungen  zwibclien 
diesen  vier  Grössen  herleiten;  wir  erwähnen  nur  die  fol- 
genden 

-.Hx  ,      ,         2sin  ia  sin  Ib  sin  Xc 

12}  }/tan  Q  lanQi  tan  (an 

=  j/sins  sm  (s  —  a)  sin  (s  —  t)  sin  (s  —  c), 
deren  letzte  das  sphärische  Seiienstück  zur  Gieiehung  8) 
in  §.  26;  Theil  L  darstellt. 


§.56. 

Die  Grundformeln  der  Poiyodrometrie. 

Der  trigonometrischen  Behandlung  polygonometrischer 

Aufgaben  lässt  sicli  die  trigonometribchu  Auflösung  von 
solchen  Problemen  gegenüberstellen,  bei  denen  aus  gege- 
benen und  hinreichenden  Bestandtheilen  eines  Körpers  die 
übrigen  Stücke  berechnet  werden  sollen ;  der  Poljgonome- 
trie  der  Ebene  entspricht  dann  die  Polyedrometrie  des 
Raumes.  Bei  der  ungemeinen  Mannigfaltigkeit  rftumlicher 
Gestalten  wurde  eine  nur  einigermaassen  ins  Detail  gehende 
Untersuchung  dieser  Art  einen  so  bedeutenden  Raum  in 
Anspruch  nehmen ,  dass  hier  nur  ihre  Grundzüge  mitge* 
theilt  werden  können.  Um  m  diesen  zu  gelangen^  gehen 
wir  von  der  Projection  ebener  Flächen  aus,  welche  hier 
ähnliche  Dienste  leistet,  wie  die  Projection  gerader  Linien 
bei  der  Entwickelung  der  polygonometrischen  Grundfürmeiu. 

I.  Ein  beliebig  vielseitiges  schiefes  Prisma  ABCDEF 
sei  von  einer  zu  den  Kanten  AD^  J?^.  senkrechten 
£bene  durchschnitten  und  A'B'O'  die  entstandene  Schnitt- 
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figur,  welclie  als  rechtwinklige  Projection  von  ACB  gelten 
kannj  wir  decken  uns  ferner  die  Ebene  des  Neigungs- 
winkels Yon  ABC  gegen  Ä'B'C  constroicfc  und  der  Ein- 
fachbeit  wegen  dyrcb  die  Kante  AD  gelegt;  diese  Ebene 
schneidet  die  Ebenen  ABC  und  A'B'C  in  zwei  Geraden  AG 
Fig.  131.  XI.  A'G%  der  Winkel  ANA'  zwischen 

letzteren  ist  dann  der  Neigungswin- 
kel; welcher  v  heissen  möge.  Neh* 
men  wir  DB'  =  ÄA*  und  legen  durch 
B'  eine  Ebene  parallel  zu  A'B*C\ 
so  ist  bekanntlich  in  Beziehung  auf 
die  Volumina 

Prisma  A  B  C  B  E  F" 
s=  Prisma  ABCBEF. 
Das  erste  Volumen  lässt  sieb,  wenn  g  den  Flächen- 
inhalt von  A'B'C  bezeichnet,  durch  g\D'A'  ausdrürken, 
das  zweite  Volumen  gestattet  eine  ähnliche  Berechnung, 
sobald  man  dessen  Höhe  constmirt;  man  erhält  dieselbe 
einfach  dadurch;  dass  man  in  der  Ebene  AQG'Ä\  welcher 
auch  der  Punkt  B  angehört,  von  D  auf  die  nöthigenfalls 
verlängerte  GA  das  Perpendikel  DH  herablässt.  Bezeich- 
net g  die  Fläche  ABC^  so  ist  g .  BH  das  zweite  der  obigen 
Volominai  ako 

^\i>'^'=^.i?ir;  mithin /==^^^,  =  ^^;  , 

das  Verhäitnibs  BffiDA  bedeutet  den  Cosinus  von  LHDA^ 
und  da  dieser  Winkel  dem  von  den  Geraden  AG  und  A  G* 
gebildeten  Neigongswinkel  v  gleichkommt;  so  folgt  die  ein- 
fache Beziehung 

g'  s^gcOiv 

d.  h.:  Die  Fläche  der  Projection  einer  ebenen 
Figur  ist  das  Product  aus  dorn  Inhalte  der  ur- 
sprünglichen  Figur  in  den  Gosinus  des  Neigunga» 
winkeis  beider  Figurenebenen. 

n.  Dieser  Satz  gestattet  eine  Anwendung  auf  die 
Pyramide,  wenn  man  die  Spitze  0  derselben  auf  die  Basis 
ABCB  .  .  .  mithin  auch  alle  Seitenflächen  ABO,  BCO^  CBO .  • . 
auf  die  Grundfläche  projicirt.  Setzen  wir  zunächst  voraus, 
daH  die  Projeotion  0'  Ton  0  nicht  iausserhalb  der  Basis 
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Fig.  133. 


liege,  so  ist  die  Fläche  der  letzteren 
gleich  der  Smmne  der  Dreiecksflächen 
JBO%  BCO%  €D0' deren  jede  nach' 
der  vorhin  erwähnten  Formel  berechnet 
werden  kann;  wir  bezeichnen  zu  diesem^ 
Zwecke  den  Inhalt  der  Basis  mit  Sq,  die 
Inhalte  der  Seitenflächen  ABO,  BCO  • . .  B  ~c 
der  Beihe  nach  mit  S^,  S^***,  endlich  die  Winkel^ 
welche  die  Seitenflächen  mit  der  Basis  bilden ;  durch  v^, 
Vif     ..  •  nnd  erhalten  so 

1)  ^0  =  ^'i  coa Vi 4- cos cos 

In  dem  Falle ;  wo  0'  ausserhalb  der 
Basis  KU  liegen  kommt,  werden  eine  oder 
einige  der  Projectionen  ABO',  BCO'  u.  s.  w* 

negativ,  so  z.  ß.  in  der  durch  die  Figur 
dargestellten  vierseitigen  Pyramide 

ABCD  =  ABO' -i- BCO' +  ODO'—  DAO' 
dabei  ist  aber  der  an  der  Kante  DA  lie- 
gende Fiächenwinkel  ein  stumpfer  und 
BAO'  =5  BAO .  cos  (180«—  vi^  =  —  ca$v^, 
mithin  doch  wieder 

=  /Sa  cos  Vi + cos  V,  +    cos  Vt  +    cos  1/4. 
man  erkennt  hieraus  die  allgemeine  Giltigkeit  der  For- 
mel 1). 

Wir  betrachten  ferner  eine  abgestumpfte  Pyramide,  bei 
welcher  an  der  Basis  S^,  die  Seitenflächen  5',,  S^,  S3  , , , 
liegen  mögen;  die  zur  Basis  parallele  ihr  ähnliche  Seiten- 
fläche soll  «0  heissen.  Ergänzen  wir  die  abgestumpfte  Py- 
ramide zu  einer  vollen  und  nennen  T^,  T^**.  die  Sei- 
tenflächen der  ganzen  Pyramide,  sowie  ^1,  i^,  ^3 .  • .  die 
Seitenflächen  des  abgeschnittenen  Theiles^  so  kann  der  in 
No.  1)  liegende  Satz  sowohl  auf  die  grossere  als  auf  die 
kleinere  Pyramide  angewendet  werden;  dies  giebt 

So  =  Ti  cosVi  +  T^cosVt^Ti cosv^  +  •  •  • 

Sq  =  ^1  COS  Vi  -|- COS  Vf  -\-    cos  v^  +  .  .  • 

und  durch  Subtraction,  indem  man  die  Gleichungen  Ii  — 
=Si,  Tft  —  ^  SB     u*  B.  w.  beachtet 

2)  $0 — s^^Si  cosvi  +  $2  cosvt  +  Sf  cosv^ 
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Wenn  die  abgestumpfte  Pyramide  in  ein  Prisma  übergeht^ 
wird  s^s=^S^f  mithin 

3)  0 s=  5i cosv^  +  S2C0gVt  +  St cosv^  + . .  • 

Die  Gleichung  1)  gestattet  eine  bemerkenswerthe  An- 
wendung auf  (Ho  dreiseitige  Pyramide ,  bei  welcher  jede 
Seitenfläche  als  Basis  angesehen  werden  kann;  um  eine 
symmetrieche  Bezeichnung  zu  haben,  nennen  wir  -^ly 
Ägf  J$  die  vier  £cken  des  Körpers,  S^,  Si,  S^,  die  den* 
selben  gegenüberliegenden  Seitenflächen i  nnd  bezeichnen 
endlich  die  Winkel,  welche  je  zwei  Begränzungsflächen 
mit  einander  bilden,  durch  Nebeneinaudoryteilung  der  gleich- 
namigen Buchstaben.  Hiernach  gelten  folgende  vier  Gleich- 
ungen 

5o = 5,  cos  (Äo  fSi)+Steas{S^,  5,) +S^cos  (5. ,  8^) 

Si  =  S,  cos  (5i ,  5o)  +  5,  cos  (5, ,  S^)  +    cos  (5, ,  5,) 
5,  =  5o  cos  (5,,  So)  +  S,  cos  (5„  S,)  +  S,  cos  (5„  S^) 
S,  =  So  cos  (63,  So)  +  5,      (S, ,  S, )  +  S^  cos  {S^ ,  S,) , 
aus  denen  sich  unter  Hücksiclit  auf  die  Identität  von 
Liß^^S,)  and  L{SiySo),  HS^fS^)  und  L{S^,So)  u.  s.  w. 
yerscldedene  nene  Bessiehnngen  ableiten  lassen.  Multiplicirt 
man  b.  B.  die  obigen  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  S^^ 
Si,  Si,  S^,  addirt  die  drei  letzten  und  subtrahirt  die  erste, 
so  bleibt  - 

4)  'S,*  +  S*-^S*^So' 

s=  2  {Si  St  cos  {Si ,  5,)  +  St cos  {S^,  5»)  +  S, Si  cos  (S, ,  5,) }.  . 

in.  Schneidet  man  ein  mehrseitiges  Prisma  durch  eine 
anf  den  Seitenkanten  senkrechte  Ebene ,  so  entsteht  als 

Durehschnittsfigur  ein  Vieleck,  dessen  Winkel  die  Neigungs- 
winkel je  zweier  Scitcnebenen  sind,  und  dessen  Seiten  die 
Höhen  der  Seitenflächen  darstellen,  sobald  man  letztere 
aLs  Parallelogramme  betrachtet ,  welche  die  Seitenkanten 
des  Pnsma's  sn  Gmndlinien  haben.    Die  Seitenflächen . 
mögen  8i,  S^,  5, . . .  nnd  ihre  Durchschnitte  mit  der  ein- 
gelegten Ebene  6^1,         ...  hcissenj  ferner  sei  k  die  Länge 
der  Seitenkanten,  P  der  Inhalt  der  Prisma's  und  p  die 
Fläche  des  aus  den  Seiten  Winkehi 
(ßi9h)f  (^ty^i)***  gebildeten  Polygons;  es-  ist  dann 
Si  =  kSi,  S^s^kSt***  und  auch  P=kp, 
oder  unigekebrt 


Digitized  by  Google 


—  207  — 

5)  =      5t  =  ^---i 

*   

Hat  HUtn  nun  irgend  eine  polygonometrisehe  Formel  swi-  . 

sehen  einigen  oder  allen  der  GrdBsen  ,v, ,  s^y  *g . . und 
L  (5, ,  Sg),  /-  (.s% .  u.  s.  w. ,  so  kann  man  vermöge  der  Gleich- 
ungen 5)  die  genannten  Grössen  aus  jener  Formel  heraus 
nnd  d^f ür  S^,  S^,  5, . . . ,  P  hereinbringen  nnd  auch  L  {Si ,  s^) 
^L{SifSt)f  L(ßffSt)s=L{St,St).*.  setzen;  die  polygon«» 
metrische  Formel  verwandelt  sich  dann  von  selbst  in  eine 
entsprechende  polyedrometrische. 

So  z.  B.  liefert  bei  einem  dreiseitigen  Prisma  die  be- 
kannte Gleiehong 

St^h€Os{s^, cos  , 
die  analoge  Beoiehang 

6)  ■  5,  =  5,  cos  (5, ,  S,)  +  -S3  cos  (5, ,  5,) ; 
statt  der  bekannten  trigonometrischen  Formel 

+     —  V  =  2   5,  cos  («I ,  Sg) 

erhalt  man 

7)  4-  5,«  _  ^,2  ^  2SiS,  cos  (5„  SJ; 

die  PrepoTtionalit&t  der  Seiten  und  Sinas  der  Gegenwinkel 
liefert  die  Fomel 

o\  ^»  ^9  . 

^  sin  (S^  j  S^)     sin  {Si ,  S3)  ~  sin  (5, .  S^) ' 

endlich  kann  man  aus  der  zur  Berechnung  der  Dreiecks* 
fläche  dienenden  Gleichnng 

die  entspreehende  Relation 

9)    2  kP  =       sin  (5» ,  S^)  =    6',  sin  {^S, ,  ^3) 

abgeleitet  werden,  die  bei  der  folgenden  Untersuchung  von 
Nntaen  ist* 

§.  67, 

Untersuchung  des  dreiseitigen  Prisma's. 

Um-  eine  möglichst  einfache  Beaeichnung  zu  haben, 
nennen  wir  a,  c  die  Grundkanten  und  ä  die  Seitenkante 
des  Prisma's,  femer  B,  €  die  Seitenflächen,  so  wie  sie 
der  Reihe  nach  an  a,  b,  c  liegen,  D  die  Grundfläche;  die 
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Seiten  deB  normAlen  QaenchDittes  indgen      h\  c'  heissen^ 
wobei  d  die  rechtwinklige  Projection  von  a  UXf  V  die  toi| 
und  d  die  von  c\  die  l^nkel  endlich  mögen  auf  fol- 
gende Weise 

L{B,D)^P,  L{C,D)=.r, 
L(B,C)^L{p\r)^ct%    L{C,  A)^Hfi,d)=:ß', 
L{A,B)  =  Hd,b')^y 

beseiehnet  werden,  so  dasB  ß,  y  die  Neigungswinkel  an 
der  Basis  nnd  d,  ß',  /  die  Keigungswinkel  der  Seiten- 
flächen unter  einander  bedeuten. 

L  Legen  wir  durch  die  eine  Ecke  JJ  des  Prisma's  eine 
Fijf.  134.  Normalebene  aur  Grundkante  AB  —  c 
nnd  constrairen  die  Höhe  BH^^h  des 
Eörpers;  so  ist  in  dem  bei  ß  rechtwink- 
ligen Dreiecke  AGB,  dessen  Winkel  GAB 
mit  L  {Cf  ä)  bezeichnet  werden  soll, 

BG  =  dsm{Cf  d) 
femer  in  dem  bei  E  rechtwinkligen  Drei« 
ecke  BGB 
h  =  BG.sinY^dsin(c,ä)8kiy, 
Für  den  Inhalt  des  Prismas,  weleiiti  U  heissen  möge, 
folgt  hieraus 

il~  (A  ABC)  .h=zB  .dsm(c,  d)  siny] 
die  Seitenfläche  ABEB  a  C  ist  aber  =^  AB .  BG=  cd  sin{c,  d), 
entnimmt  man  dieser  Gleichung  den  Werth  von  äsin{c,ä) 
und  snbstitnirt  ihn  in  die  Formel  für  II,  so  ergiebt  sieh- 

11=  $my» 

Zwei  ähnliche  Gleichungen  sind  leicht  zu  bilden^  wenn  man 
die  Winkel  ß  und  «  auf  analoge  Weise  construirt;  nach 
Wegschafiung  der  fiiüche  hat  man  die  drei  Beeiehnngen 
1)   an=A.Bsinay   blI=B.B$mß,  cII=C.Bsd$f, 

Durch.  Multijjlication  derselben  wird 

abc  71*  =  AB  CD '  sin  a  sin  ß  sin  y  ] 
beachtet  man,  dass  abc :  AB  den  Halbmesser  r  des  um  die 
Grundfläche  B  beschriebenen  Kreises  ausdrückt^  so  Endet 
lidi 


«X   ABCB*sinasmßsiny 

^  ^  UP  ' 


■ 
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woM  r  auch  als  Halbmesser  des  nm  das  Prisma  bescfaiia- 
benSn  schiefen  Oylinders  angesehen  werden  kann. 
Durch  Addition  der  Oleichnngen  1)  erh&lt  man 

{a+b'\-c)  n  =  iAsmtt+  B  sin  ß  -f  C  sin  y)  D 
und  weil  2  D  :  ^^"^  Halbmesser  q  des  in  die  Grund- 

flftcbe  D  beschriebenen  Kruses  bedeutet 

wobei  Q  auch  ab  Halbmesser  des  schiofen  Cyliiulers  gelten 
kann,  welcher  die  Seitenflächen  des  Prismas  von  Innen 
berührt.  Auf  gleiche  Weise  können  die  Radien  derjenigen 
schiefen  Oylinder  bestimmt  werdeni  welche  je  .eine  Seiten- 
fl&che  und  die  Erweiterungen  der  beiden  anderen ,  abo 
überhaupt  die  Ebenen  C  von  Anssen  berühren  j  man 

findet  nämlich 

4)  { 


Bsmß  +  Cmnf^ 

Aiina' 

%n 

Asina  +  C  sin  y  — 

Bsmß^ 

2JT 

^     A  sin  a-^Bsmß  —  Csiny 
meraos  folgt  eine  neue  Gleichung,  wenn  man  sich  an  die 
Formel   

B^j/qqi        oder  qq^  QzQs^B* 
erinnert;  bezeichnet  man  nämlich  für  den  Augenblick  mit 
N  das  Product  der  vier  Factoren 
Asina  +  Bsinfr+Csmfj    —  Asina  +  Bsinß  +  Ciiny, 

Asintt^Bs^ß  +  Csiny,       Asinv  +  Bsinß^OiinYf 
so  wird  durch  Multiplication  der  in  3)  und  4)  reraeich- 
neten  Gleichungen 

5)  ßt^l^  odw  16Ji*«5i?»i»r. 

Der  Werth  yon  N  ist  einer  bedeutenden  Vereinfachung 
fUhig,  wenn  man  beachtet,  dass  zufolge  der  Gleichung  3) 

des  vorigen  Paragraphen 

A  Cosa  +  B  cos  ß  C cosy  =  0 
sein  mnss;  erhebt  man  diese  Gleichung  aufs  Quadrat,  so  ist 

A*ca^a  +  B*ca^ß^€*eaiFy 
— .  2  [AB  eosaeosß  +  ACcesacosy  +  BCeoißcosy]j 

■  •hl«  ml  loh,  Geomeiri«.  II.  14 


Dig'itized  by  Google 


4luroh  lUM^malige  QM^nmng  vnd  ZusamiamwttlmQg  d«r 
beid«rseito  gleiohaxti^  Gr9mii  wird  hi«r«a8  % 

6)  Ä^co^m  +  B*c^ß^C*ee9^y 

—  2  (A '  cos'  a  cos" ß'\-A^C^  cos^  a  COS* y  +  B^€*  CO^ßcO^y)  . 

=  8  ABC {A  cos  a  4-  U  cos  ß  +  C  cos y)  cos  a  cos ß  COSy  —  Q* 
diese  Gleichung  iat  es^  welche  zur  Eeduction  von  iV  he- 
niitst  werden  kann.    Vereipigt  man  nämlich  zunächst  je 
swm  der  vier  Fmoloren  Ton  Nf  so  er«cheint  N  als  Prodnet 
4ar  beiden  AwuLrOeke 

(Bsinß-^-C  sin  y)^  —  A*  sin* « ,    A*  sin*  a  —  (Bsinß  —  C  sin  y)* 
oder  der  beiden  gleichgeltenden 

£*sin*ß  +  C*  *m«y  —     sin'ß  +  2  B€  si»ßsiny 

nsd 

-^(S*Mß  +  €*  s^f  —  ^ « «  —  2B€  smßmrU 
die  MoHipUcatlon  dieser  Factoren  giebt 

^N:=A'  sin'  a^B'  sin' ß^-C*  sin* y 

—  2^^'  sm'  a  s//?'  ß  —  2A*C* stn^  a  sin* y  —  2B*C^  sin*  ß sin'  p 
Drückt  man  alle  Sinus  durch  Cosinus  aus  und  benutzt  die 
Gleichung  6)^  «p  Ueibt 
—       irf^l  —  2  co«*«)+Ä*(t  —  2 <!0««/J)  +       —2  «w«y) 

—  %A*B^  (l  —cw^n  — 

—  2  (1  —cos»  a  —  CÖS»y) 
'  —  2B*C*  (i~COS*ß  —  Cös'y) 

und  durch  iviuiührun^  der  Winkel  2a ,  2ß,  %y 
,    ^If^A*{B*'t€*  —  A*)cos^u 
'+B*(A^  +  C^  —  ß^c092ß 
^C*{A*-{-B*^C*)co8%f, 
oder  endlich,  wenn  man  die  Formel  7)  des  vorigen  Para- 
grftpben  beachtet, 

—  A = -4* .  2BC cos a\cos2a-\-B','2A C cosß\  cos tß 

+  C*.2ABcosY\ca$2yi 
auB  der  Gleichung  5)  fliesst  hiemach  die  folgende 

7)  Sn*'=9'^ABCJ>*{Acos2ucosa^Bco$2ßcMß' 

-j-  C  C0s2y  COSy)j 

welche  den  Inhalt  des  Prisma  s  durch  die  Fiächen  WoA 
Flächenwinkel  des  Körpers  berechnen  lehrt. 

Ilt  Kichl  minder  bemerkenswerthe  Resultate  ergeben 
sich|  Wenn  man  den  Iidmlt  des  dreiseitigen  Prisma's  dureli 
drei  in  eu^er  £cke  iwsmpniepatossende  Kanten  nnd  die 
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TOn  letsteien  g«l»lcleten  Winkel  ausdrückt»  Znnl^chst  it/t 
21=5=  J>h  oder^  wenn  die  DreieckBfläohe  i>  ^  ^ei  Sfiteii 
b,  c  und  den»  Winkel  {b,  c)  der  Basis  bestimmt  wird, 

und  vermöge  der  im  Anfange  diejses  ParagrapheiL  ^n^^g^- 
benen  Formel  für  h 

8}  Jl^as  ^hcd sm (b,  c)  sin  (c,  d)smy. 

KiiB  sind  by  c,  ä  die  m  einer  Ecke  der  Basis  pasaramen- 
stossenden  Kanten,  L{hyC)  tindL(^^^  zwei  Seitenwiskd 

und  y  der  von  ihnen  eingeschlossene  i  iäclicnwinkel ;  bringt 
man  noch  den  dritte  ti  Öoitenwinkel  {ä^b)  in  üechnong;  so 
ili  nacb  %*  46,  Formel  4) 

sin  y  =  -7— TT — r — : — ; — si  % 

'  sm(b,c)sm(c,4)* 
wo      die  QnadratwnrjEel  ans  dem  Prodncte  der  Faetoren 

.^^ib,c)--{c,d)  +  id,b)^      ..^(p,€)  +  (c,d)^(,4,b)  , 

abkttrsend  beseichneti  antf  der  Formel  för  17  wird  jetst 
9)  n^bcd.Xa. 

Um  den  hierin  liegenden  Satz  in  Worte  übertragen  zu  kön- 
nen, wollen  wir  die  Amplitude  der  Ecke  A  nennen, 
in  welcher  die  Kanten  bj  d  zusammentreffen;  das  Theo* 
rem  lantet  dann:  Der  Inhalt  eines  dreiseitigeii 
Prisma's  ist  immer  das  Prodnct  aas  drei  in  ei^ei^ 
Ecke  znsammenstossendeo  Kanten  Und  der  Am- 
plitude dieser  Ecke. 
Aus  der  Gleichung 

n  ^  bedktr=^  cfldXkss  abdX^ 

folgt  noch 

abcd     a  b 

d.h.:  Die  Grundkanten  eines  dreiseitigen  Pris- ' 
ma's  verhalten  sich  wie  die  Amplituden  der  Ge- 
genecken. 

Eine  zweite  Transformation  der  Gleichung  8)  entsteht 
dadurch,  dass  man  den  Winkel  y  stehen  l&sst  nnd  dagegen 
die  Winkel  {b,  c)  und  (c,  d)  herausschafft.  Die  drei  an  der 

14* 


« 
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Ecke  A  vorhanden on  Neignngswiakel  sind  jJ,  mithin 
nach  §.  47,  Formel  4)  die  Seitenwinkel 

2  ^  % 

wo  >f«  die  Quadratwurzel  aus  dem  Producte  der  Tier  Fae- 

toren 

^^»±ß+r^  ca,^i+ttr^  coti^rp:!,  «»!L±|=I 
bedeatet;  aus  der  Formel  8)  wird  jetst  die  folgende 

'  m«  sinßsmy' 

wonach  der  Inhalt  des  Prisma  s  aus  drei  in  einer  Ecke 
zusammentreffenden  Kanten  und  den  an  dieser  Ecke  vor- 
handenen Flächenwinkeln  berechnet  werden  kann. 

Um  noch  die  in  einer  Ecke  sttsammenstossenden  Sd- 
tenflXchen  C,  D  statt  der  Kanten  e,  d  in  die  soeben 
gewonnene  Formel  einsnführen^  berücksichtigen  wir  die 
unmittelbar  sich  ergebeudeu  Gleichungen 

B^bäsin{h,d)^bd  -A-",-^, 
^     '         $m  a  smß 

C  =  cd  sm  (c,  ä)  =  cd  .       — , 
^  '  ^         sma  smy^ 

D=^^bc  $m(b,€) = ibc  ; 

'         ^  '  *     ^     sin  8  Sffi  y 
multiplicirt  man  ^ie  mit  einander  und  setzt  beiderseits  noch 
d^  Factor  Aa  hinzu ^  so  wird 


%  i  *  * 


sm*tt  sm^ß$tn*y  ' 

mithin  umgekehrt 

11)  n^y'ßcßÄ^. 

Kenneu  wir  A^  die  Coamplitude  der  Ecke  A^  so  liegt 
hierin  das  Theorem:  Der  Inhalt  eines  dreiseitigen 
Prisma's  ist  die  Quadratwurzel  aus  dem  Pro* 
ducte  Yon  drei  in  einer  Ecke  zusammenstossea- 
den  Seitenflftchen  und  der  Coamplitude  dieser 
Ecke. 

Man  erhiüt  hieraus  noch 

TP  _Aa  _Ah  _Ac 
ABCD^  A'^  B      C  '  . 
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d.  h«:  Di«  SeitenfJftoken  eine«  dreiBeiiigen  Fra«- 
ma'B  yerhalten  sich  wie  die  Coamplitaden  ihrer 

Gegenecken. 

§.  68.  ' 

Untersuchung  der  dreiseitigen  Pyramide« 

L  Da  jede  dreiseitige  Pyramide  als  der  dritte  Theil 
eines  Prisma*»  betrachtet  werden  kann,  so  lassen  sich  die 
Resultate  des  vorigen  Paragraphen,  j?ehörig  modificirt,  auch 
auf  die  dreiseitige  Pyramide  übertragen.  Dabei  gelte, 
wenn  ABC  die  Grundfläche'  und  J)  die  Spitee  des  Kdrpefft 
hetsai,  folgende  Beaeicimnag  der  Kanten 
BC^Uj  CA=^b,  AB^Cf  AB^a^,  BJ>s=bt,  CBsatdf 
so  dass  a  und  a^,  b  und  b^y  c  und  Gegenkanten  sind; 
die  vier  Seitenflächen  BCDj  CAJD,  ABD^  welche  der  Reihe 
nach  den  Ecken  A,  Bj  C  gegenüber  liegen,  mögen  mit  A^ 
By  C  und  die  Basis  ABC  mit  B  beseichnet  werden,  end- 
lich sei 

L{A,D)==u,    L{B,D)=^ß,  L{C,B)^y, 
L{B,C)  =  a,,    L{C,A)=^ß,,  L{A,B)=:Yn 
so  dass  a,  ß,  y  die  an  den  Grundkanten  voi  liandenen  Nei- 
'gungswinkei  der  Seitenflächen  gegen  die  Basis  und  Ui,  ßt, 
y^  die  an  den  Gegenkanten  Ci  liegenden  Neigungs- 

winkel der  Seitenflächen  unter  einander  bedeuten.  Denkt 
man  sich  die  Pyramide  BABC  m  einem  dreiseitigen  Prisma 
ergänzt  (wie  z.  B.  die  Pyramide  FABC  auf  S.  68) ,  so  ist 
die  Basis  des  letzteren  seine  Seitenflächen  sind  lAj  2B, 
und  wenn  n  das  Pyramidenvolunien  bezeichnet,  so  ist 
der  Inhalt  des  Prisma's ;  die  Anwendung  der  in  No.  IL  ' 
entwickelten  Sätze  des  yorigen  Paragraphen  giebt  vm, 
wenn  man  der  Reihe  nach  die  in  den  £oken  A,  B,  C,  B 
zusammenstossenden  Kanten  betrachtet  und  die  zugehöri«* 
gen  Amplituden       Aj,  Xc,  nennt 

d.h«:  Der  Pyramideninhalt  ist  der  dritte  Theil 
▼on  dem  Producte  dreier  in  einer  £cke  xusam- 
menstossender  Kanten  und  der  Amplitude  dieser 

Ecke.    Demzufolge  kann  die  Amplitude  einer  Boke  ab 
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det  dreifache  Inhalt  einer  Pyramide  gelten,  welche  dadurch 
Entsteht,  dasö  man  auf  den  Kanten  der  Ecke  die  Lancken- 
einheit  abschneidet;  wir  machen  diese  Bemerkung  baupt* 
sftcbUch  wegen  der  Formel  12)  in  §.  55,  welche  dadurch 
einen  eleganten  geometriflchen  Sinn  erhält. 

Aus  der  Gleichung  1)  folgt  durch  Division  mit  abc 

abc     a  *    b  ,  *  e 

oder 

01    Oi  €i 

Atfh.i  Die  Quotienten  ans  jeder  Grnndkante  dvr^^h 

die  Gegonkante  verhalten  sich  wie  die  Ampli- 
tuden der  Ecken  an  der  Basis. 

Mittelst  des  zweiten  an  die  Formel  11)  des  vorigen 
FaragrAp^en  geknüpften  Sataes'  ergiebt  sich  femer  3i7sBä 

2)  Zn^%yi0DAM^2yÄCDyh  =  2 j/ABDAc^^j/ABÜAjf 
d.h.:   Der  Pyramideninhalt  beträgt  zwei  Dritt- 
t  heile    der    Quadratwurzel    aus    dem  Producte 
dreier  in  einer  Ecke  zusammenstoseender  Sei- 
tenflächen und  der  Goainplitude  dieser  £cke« 
fitne  weitere  Folge  hiervon  ist  die  Beaiehung 
9n*  ^Ag     Ab  ^Ae  __Aa 
4ABCD~^  A  C  "  D  * 

d<  h.:  Die  Seitenflächen  verhalten  sich  wie  die 
Ooam pl ituden  der  Gegenecken. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  es,  den  Inhalt  der  Pyramide 
durdi  die  sechs  Kanten  allein  auszudrücken,  was  dess- 
wegen  möglich  sein  mnss;  weil  die  Pyramide  durch  die 
seebs  Kanten  unzweideutig  bestimmt  wird.  Wir  transfor- 
miren  zu  diesem  Zwecke  die  Gleichung 

Zn  —  a,h,c,l^  oder  %W^a,^b^*c^\Xaf' 
Der  Werth  von  (A^)*  ist  hier,  wenn  die  an  der  £oke  B 
vorhandenen  Käntenwinkel  ipifC^i  {^u^dt  i^ah)  ^ 
a\  b*/c  beieiohnet  werden 

(Arf)* «  fin^ {a'+b'-i-c)  sin I  {-^a^b'+c) 
'  .  sinj^  {a  —b'+c)  sin  J  (A'-f-&' — c) 

oder  nach  der  in    46|  Formel  5)  erwähnten  Transformation 
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—  at5  — 

t 

Man  liat  aber  aus  den  Dreiecken  J^CDy  CAD,  ABD 
cosa  =     '  ,   cosb  =     '    ■  , 

setzt  man  diese  Werthe  ein,  bringt  Alles  auf"  gleiche  Be- 
nennung, entwickelt  die  (Quadrate  und  hebt  so  viel  als 
möglich  I  80  ergiebt  sich 

II.  SchlieBslich  geben  wir  noch  die  Bestimmung  d6r 

Hajbmcsacr  von  den  der  Pyramide  umschriebenen  und  sin- 
g^chriebenen  Kugeiliächen. 

Gehen  wir  auf  die  früher  erwähnte 
ÜODStmction  des  Halbmessers  der  nm- 
schriebenen  Kugel  surück,  so  ist^  wenn 
man  sioh  OS  und  OB:=sr  gezogen 
denkty 

Die  Linie  OS  findet  sich  aus  dem  Vier- 
ecke MSNOy  in  welchem  fünf  Stücke   

bekannt  sind.  Da  nämlich  M  der  Mitr  ' 
telpunkt  des  um  ABO  beschriebenen  Kreise»  ist,  so  hat 
man  LBMS=  LBAC^L(b,c)  und  in  dem  rechtwinUigon 
Dreiecke  ^/SAf 

SM  =  BS.coiBMS  =  ^a€Otifi,c), 
auf  gleiche  Weise  findet  sich 

8N=  BS .  cotBHS^ \acot{b, ,  c,) ; 

ferner  kennt  man  in  dem  Vierecke  MSNO  den  Winkel 
MSN^a  und  die  beiden  rechten  Winkel  bei  M  und 
Die  Diagonale  0^  bestimmt  sieh  nun  aus  der  einfadiett 
Bemerkung  y  dass  das  Viereck  MSNO  ein  SehnenTiertck^ 

mithin  OS  der  Durchmesser  des  amschriebenen  Kreises  sein 
mussj  berechnet  man  ihn  als  Durchmesser  des  um  das 
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Draeek  MSN  beBdiriebmn  Kretoes,  lo  ist  naek  TU.L 
27  Formel  1)  • 

SM.  SN.  Miy_  SM. SN. yjSM  -VSN  —  2SM.SN.cosn) 
0S^2.  ^ ^jffgjff  —  -  SM.SN.sina 

und  daraufl  folgt  nach  Hebung  und  Sabetitation  der  Werfhe 

von  SM  und 

mithin  nach  No.  4) 

Will  man  statt  der  Winkel  (^c),  (*,,<7i)  nnd  a  die  an 
einer  Ecke,  etwa  an  liegenden  Kantenwinkel  einführen^ 
BO  ist 

wi.  \     b^acos{a,b)  .  Ct—acos{a,Ci) 

^'  *       a8m{a,b)   '  i/  a5m(«,c,) 

an  aetsen  nnd  a  dnrch  (a^Ot),  (^^c,)  aaszudrücken; 

dies  geschieht  am  besten  auf  die  Weise,  dass  man  die  ge- 
nannten Winkel  kurz  mit  c\  b",  a",  die  Amplitude  der 
Ecke  C  mit  bezeichnet, 

,     b — acosc"  .     Cx — aco^y* 

cot  ibj  c)  ==  ; — — ,   cot    ,  Ci)  =  -      .  , 

Cosa"-—  cosb"  cosc"  _lXe 
^""^  ^rsinc"  '  *'^"^«fi*"mc" 

substituirt  nnd  für  das  im  Zähler  vorkommende  4A*  den 
gleichgelteudeu  Ausdruck 

1  _  «tft^' — cost    _  co^c"  +2casa"  eosb"  ease" 

eintreten  lässt.  Die  Ausführung  dieser  Rechnung  giebt  bei 
einigen  sich  von  selbst  darbietenden  Reductionen 

^2ab(€ase"'-cosa'ca$b")  —2act  (posb^^cota'mc'^ 
— 2bCi  {oosc" — Cosa'*  €0sb"). 

Diese  Formel  ^iebt  den  Halbmesser  der  umschriebenen 
£,agel;  ausgedrückt  durch  drei  in  einer  Ecke  zusammen- 
•loiaende  Kanten  and  die  von  denselben  gebildeten  Winkel 
Synnnetnicher  erecheint  aie,  wenn  man  statt  der  Ecke  € 
die  Soke \0  nimmt;  man  hat  dann,  unter  Bücki&cht  auf  die 
schon  in  I.  gebrauchte  Be^^eichnang, 
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Durch  Substitution  der  vorhin  angegebenen  Werthc 
von  coäö',  cosb'y  coscy  aus  denen  nachher  die  Warthe  von 
sm*df  sin^b',  sm^c  folgen^  und  vermöge  der  Relation 
^=^aib^CiXd  ergiebt  sioh  nodi 

^  (ßai-\-bbi+cCi)  (-flrflf|-H*t4^i)  iaa^-bb^+cc^) 

in  welcher  Formel  nur  die  Kanten  vorkommen,  wenn  man 
n  nach  Formel  3)  bestimmt.  Beachtet  man,  dass  der  Zäb« 
1er  von  r  der  vierfache  Inhalt  eines  ans  den  Seiten  futg, 
bbif  cci  constnürten  Dreiecks  sein  würde ,  so  liegt  in  den 
Formel  7)  der  eigenthumliche  Satz;  Das  Product  aus 
dem  sechsfachen  Inhalte  der  Pyramide  in  den 
Halbmesser  der  umschriebenen  Ji.ugei  ist  dem 
Inhalte  eines  Dreiecks  gleich,  dessen  Seiten  di# 
Zahlenwerthe  der  Producte  aus  den  OegenkM* 
ten  der  Pyramide  sind* 

Weit  weniger  Mühe  verursacht  die  Bestimmung  der 
Halbmesser  von  den  Kugcitiächen,  welche  die  Begränzungs- 
ebenen  der  Pyramide  b(  i  fihren.   Denken  wir  nns  den  MiV 
telpunkt  0  der  eingeschriebenen  Kngel  mit      Fig.  I86i, 
den  vier  Ekiken  der  Pyramide  durch  Ge-  n 
rade  verbunden,  so  zerfällt  die  Pvramide 
DABC  in  vier  kleinere  Pyramiden  üßCD^ 
OCAD,  OABD,  OABC,  deren  Gnindfllichen 

nach  der  eingeführten  Beseichnang  Af  B,  j_^--M  -^C 

Of  B  heiBsen,  and  deren  gemeinsame  Höbe 
der  Halbmesser  q  der  eingebcliriebenen  Ku- 
gel ist)  demzufolge  hat  man  die  Gleichung 

und  daraus 

.  ^-A^B^C+D 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  ^,  den  Halbmesser  der 
Kugelfläche ;  welche  die  Ebene  A  und  die  Erwcitemngen 
der  £benen         B  bertthrt,  so  ist  fttr      sowie  fftr  die 
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Halbmesser  ^4  der  übrigen  v^n  Aussen  bertihrendeo 

Kngeln 

9i  = 


9) 


3/7 


_  3  j7 

3  n 


Man  kann  hier  A,  B,  C,  Bf  U  durch  andere  Stücke  der 
Pyrtmide,  ».£.  durch  LuT^  L^',  Le'  oder  durdi 

^  dl,  hl  Ci  ausdrucken I  was  weiter  keine  Schwierig- 
keiten venirsacht.    Bemerkenswerth  ist  noch  die  folgende 

Keiatiou  zwischen  den  fünf  Halbmessern 


10) 


9i    9%    9$    Q4  q' 


welche  einer  Ar  das  ebene  Dreieck  geltenden 
entspricht. 


§.  59. 

Berechnung  der  regulären  Körper. 

Wenn  in  einer  Ecke  eines  regelmässigen  Körpern  Jii 

Flächen  zusammentreffen,  von  denen  jede  n  Seiten  besitzt, 
so  kann  zunächst  die  Grösse  eines  der  vorhandenen  m 
Kantenwinkel  und  darauf  der  Neigungswinkel  jeder  Seiten- 
fläche gegen  die  nächste  bestimmt  werden.  Der  gesuchte 
Kantenwinke],  welcher  1$  beissen  möge,  ist  der  Peripherie- 
winkei  des  regelmässigen  n-Ecks,  folglich 

^  ^  n  n 

Um  femer  den  Neigungswinkel,  der 
v  heissen  soll,  zu  finden,  beschi^ben  wir 

aus  dem  Scheitel  der  w-seitigen  Ecke 
mit  dem  Halbmesser  1  eine  Kugcitläche, 
welche  Ton  den  Seitenflächen  in  einem 
regelmässigen  sphärischen  Poljgone  von 
m  Seiten  geschnitten  wird.  Diesee  BfhM^ 
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nsdie  Vieleck  sei  ABCI^  •  •  •  und  M  der  Pol  dee  Hm 
•chrfebeneii  Eagelkreieei;  'die<e[Airischen  Drdeeke  AMBf 
Bäte,. .  sind  gleichschenklig  und  congruent,  mithin  LBAM 

»  LABM  ^  Iv  \mi  L  ÄMB  »  — .  Halbirt  man  den  le«E* 

'  m 

tersn  Winkel  durch  den  Bogen  MH^  so  steht  letzterer  senkn 
recht  auf  AB  und  es  ist  daher  In  dem  reditwinkKgen  epkll' 
risehen  Dreiecke  ABU 

cotAM  ' 

oder  nach  dem  toridn  Gesagten 

180*  16(^ 

cos-—  <M»  

2)  sm\v=^ 


«m  — — 

n 

Bei  dem  Tetraeder,  Hexaeder,  Oktaeder,  DodekAeder> 
Ikosaeder  hat  man  der  Reihe  nach 

iii«=3;   3,   4,   3y  5, 
n  =  8,   4,   3,   5,    3,  •  * 

mithin  in  derselben  Ordnung 

hieraus  kann  man  leicht  cog^v,  sinp^  co$v,  tanv  abMten, 

wobei  man  diu  folgenden,  durch  ihre  iiationalität  ausge- 
zeichneten Werthe  findet: 

für  das  Tetraeder  cosv^^^  1^=  70"  31  44' , 
„  „  Hexaeder  sinv:=s\,  v=s  90<>  0'  0  ', 
„  „  Oktaeder  eosifss^^,  s=  169^  26' 16^, 
„    „    Dodekaeder  ianv=r^2,  W  33'  54", 

j,    Tkosaeder     5mv  =  |,  =  138®  1 1' 23". 

Mit  Beziehung  aui'  §.24,  II.  möge  0  den  Mittelpunkt 
der  dem  Polyeder  um-  und  einge- 
schriebenen Kngeln  bedeuten;  der 
Halbmesser  der  ersteren  sei  AO 
—  BO  ^CO~nO.,.^r,  der  Ra- 
dius der  zweiten  MO  =  NO  ...==(>, 
ferner  AM  =  BM. .  •  =  r'  der  Halb- 
messer des  Kreises,  welcher  um 
eine  S^tenflftcfae  beschrieben  wer- 
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den  kanuy  und  MS^MT » .  ,=q  d«r  Kadios  des  der  Sei- 
teofliche  eiageschriebeiieB  Reises.  Ans  dem  DroiedLe  AMS^ 

=  00*  ist;  findet  man  angenblicklicli 

das  rechtwinklige  Dreieck  OMS^  weiches  den  Winkel 
SMO^\v  enthält,  liefert  weiter  . 

und 

05  =  Q  sec}^v  ~      tan  \a  sec\Vf 
endlich  giebt  das  rechtwinklige  Dreieck  ßSO 

r  =  yiXafjk-  (OSy  +  Um'ii^  sed^v. 

Einfacher  wird  dieser  Aasdrock,  wenn  man  gemftes  der 

Formel  2) 

180* 

cos  

,  m 

'  sm^v 

•etat,  daraas  Um\t^  ableitet  und  dies  in  die  Gieichnng  ffir 
r  snbstitnirt;  man  findet  ohne  Mühe 

Die  Formel  für  q  nimmt  eine  ähnliche  Gestalt  an,  wenn 
für  4^  sein  Werth  gesetst  wird,  es  ist  nämlich 

Bezeichnen  wir  mit  s  die  Anzahl  der  Begränziings- 
Eächen  des  Polyeders,  mit  S  den  Flächeninhalt  einer  der- 
selben! mit  T  die  gesammte  Oberfläche  und  mit  V  das 
Volumen  des  Körpers ,  so  haben  wir  zunächst  durch  Be- 
achtung des  Umstandes,  dass  S  die  Flftehe  eines  regullmn 
»•  Eckä  ausmacht,  S  =  n^]^(^  im^^t  oder 

1 SO^  180^ 
5)      5s3|a*nco^-^  und  T=i^i^nscot—^\ 

femer  ist  der  Inhalt  von  einer  der  f  .PTramiden,  aua  denen 
der  Körper  besteht,  ^^Sg,  also  r=  isSg,  oder  Termdge 
der  Werthe  von  S  und  g  , 

Die  hier  entwickelten  Formehi  dienen  aur  Beantwortung 
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aller  Fragen ,  welche  sich  auf  die  GrössenverhäitDisse  der 
wichtigsten  Bestandtheile  r^iUärer  Körper  besieheo;  die 
dAraos  resnltirendeii  Zahlenwerthe  sind  folgende. 
Für  das  Tetraeder: 

ftr  das  Hexaeder: 

für  das  Oktaeder: 

r^^a,    Q=-^a,    T=2yZi^,  ^=T^'' 
für  das  Dodekaeder: 


4       »I    ^  20  ' 

J  =  3  j/25  Hhloys  a%     V  ==  ^^  +  '^^^ ; 
fiur  das  Ikosaeder: 


f-C=  _  ^=3  

Wir  haben  hier  Alles  durch  die  Kante  a  ausgedrückt; 
wäre  nicht  diese,  sondern  eine  andere  Grösse,  z.  B.  r,  ge- 
geben, 80  würde  man  zunächst  a  durch  r  aasdrucken  und 
den  gefundenen  Werth  in  die  übrigen  Formeln  snbstitniren^ 
was  in  allen  FfiUen  s^hr  leicht  ist» 
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£ialeituug. 


Wenn  es  darauf  ankommt,  ebene  Figuren  4>u:ch  eji^^ 
Zeichnimg  w  TeranschAulichen,  so  nimmt  man  die  Ebene 
der  Figar^  selbst  cor  läene  der  Zeicimung  wd  es  bedarf 
dann  nur  des  Ziehens  Ton  geraden  Linien  und  der  Con- 

struction  von  Kreisen  oder  Kreisbögen,  tim  alle  in  dor 
Piariimetrie  vorkommenden  Figuren  darzustellen.  Wesent- 
lich anders  wird  die  Sache  bei  stcroometrischen  Gebilden: 
im  Räume  selbst  zu  construiren,  d.  h.  Modelle  zusammen 
zu  fügeui  ist,  wenn  auch  sebr  anscbaulicb,  docb  so  müh* 
•  sam,  dass  sieb  mit  Nothwendigkeit  die  Frage  aufdrftngt^ 
ob  es  nicht  möglich  sein  würde,  liaumgebilde  durch  Zeich- 
nung in  einer  Ebene  zu  versinnlichen.  Obschon  die  Frage 
ursprünglich  von  der  Praxis,  namentlich  von  der  Baukunst 
und  Maschinenlehre,  abstammt,  so  wird  sie  doch  zu  einer 
Üieoretischen  and  streng  vissenschaftlichen,  sobald  man 
ihre  Beantwortung  nicht  der  Willktthr  des  einzelnen  Zeich- 
ners überlassen,  sondern  allgemein  giltige  Gesetze  aufstellen 
will.  Den  Inbegriff  dieser  geometriseli  begründeten  (ui'jht 
beliebig  ersonnenen)  Zeichnungstncthoden  nennt  man  die 
descriptiye  oder  darstellende  Geometrie;  sie  zer-* 
fällt,  wie  sich  nach  dem  Gesagten  erwarten  Uäst,  in  zwei 
Haupttheile:  einen  theoretischen  und  einen  praktischen;  der 


« 
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erste  giebt  dio  wissenschaftliche  RegrüiKlung  der  Methoden 
i^bst  den  Auflösungen  der  Fun4ain6Qtalprobl«iiie^  der 
swaite  enthält  die  mannigfaltigen  Anwendungen  zur  bild- 
Uahen  Daratellung  Ton  OegoosiSnden  dea  pracUvehen  h«r 
besB  ( Bauwerken y  Maschinen  etc.).  Im  folgendem  be- 
schränken wir  uns  auf  den  Uieoretischen  Theil. 

Es  ist  unmittelbai'  einleuchtend,  dass  man  den  sinq- 
lichen  Eindruck  einer  Baumgestalt  am  genausten  wied^* 
giebt;  wenn  man  den  phyBicaliscken  Process  des  Sabepe 
nacfaauahmen  Terstebt;  mittelst  des  Gesetsses  der  gerad- 
linigen Fortpflanzung  des  Lichtes  ist  dies  aber  geometrisch 
möglich.  Denken  wir  uns  nämlich  von  allen  Punkten  eines 
Körpers  gerade  Linien  (Lichtstrahlen)  nach  einem  ausser- 
halb des  Körpers  liegenden  Punkte  (dem  Angie)  gevegop 
und  den  erzeugten  StrahlenbUschel  ven  einer  swisohen 
Punkt  und  Körper  aufgestellten  Ebene  durchschnitten,  so 
entsteht  auf  letzterer  ein  genaues  Bild  des  Körpers,  die 
sogenannte  perspectivische  Abbildung  oder  Gen- 
tralprojection  desselben;  umgekehrt  empföngt  ein  in 
dem  festen  Punkte,  dem  sogenannten  Projectionscentmm, 
befindliches  Auge  die  yon  dem  Bilde  ausgehenden  Licht- 
strahlen ganz  in  derselben  Weise,  als  wenn  sie  von  dem 
'  Körper  herkämen,  und  es  muss  folglich  der  optische  Ein- 
druck, mithin  auch  die  Anschaulichkeit,  in  beiden  Fällen 
dieselbe  sein.  Obschon  nun  die  perspectivische  Abbildung 
die  naturgetreuste  und' daher  die  eineige  ftir  die  Malerei 
brauchbare  ist,  so  leidet  sie  doch  an  dem  wesentlichen 
Uebelstandei  dass  sie  die  meisten  Theiie  des  Körpers  nicht 
in  ihrer  wahren  Grösse  sondern  verkürzt  erscheinen  lässt, 
und  dAss  es  eben  desirwegen,  wenn  aadh  molji  uqmdglifAi 
doeh  umständlich  ist,  die  wahren  Dimensionen  des  Objee- 
tes  aus  der  Zeichnung  herauszulinden.  Diese  Unbequem- 
lichkeit, weiche  besonders  dann  sehr  fühlbar  wird,  wenn 
eine  Zeichnung  als  Norm  für  eine  aussoführende  Arbeit 
dienen  soll,  bedingt  eine  Modification  des  obigen  Verfah- 
rens; sie  besteht  darin,  dass  man  die  von  allen  Punkten 
des  Körpers  ausgehenden  Geraden  (die  Lichtbtrahlen  oder 
projicirenden  Lini^)  nicht  in  einem  Punkte  convergiren, 
sondern  eipander  parellel  gehen  iässt^  also  d^  Projektion»- 
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centrum  in  unendliche  Entfernung  setzt.  Durchschneidet 
man  diesen  Parallelstrahlenbüschel  wiederum  mittelst  einer 
Ebene,  so  entsteht  auf  letzterer  die  sogenannte  Parallel- 
projection  des  Körpers;  in  dem  besonderen  Falle,  wo 
die  Richtung  der  projicirenden  Linien  senkrecht  zur  Ebene 
der  Projection  ist,  erhält  man  die  sogenannte  recht- 
winklige Projection  (Orthogonalproj  ection),  die  oft 
auch  schlechtweg  Projection  heisst,  weil  sie  am  häufigsten 
vorkommt.  '  * 

Nach  diesen  Erklärungen  versteht  es  sich  von  selbst, 
dass  die  theoretische  descriptive  Geometrie  in  zwei  Haupt- 
theile  zerfällt,  von  denen  der  eine  die  Parallelproj ection, 
der  andere  die  perspectivische  Projection  betrachtet;  da 
die  erste  Projectionsweise  die  oflfenbar  einfachere  ist,  so 
stellen  wir  ihre  Theorie  voran. 

0«  tO  * 


1  •  « 


Cap.  I. 

Die  Parallelproi' ection. 

•aiJ  '  /I  j»  ;  .   

Die  Projection  eines  Punktes. 

Zufolge  des  in  der  Einleitung  Gesagten  ist  die  recht- 
winklige Projection  eines  Punktes  auf  eine  Ebene  nichts 
Anderes  als  der  Fusspunkt  des  von  dem  Punkte  auf  die 
Ebene  herabgelassenen  Perpendikels;  letzteres  heisst  der 
Projectionsstrahl  des  Punktes  oder  auch  die  projicirende 
Gerade.  Da  sich  von  einem  gegebenen  Punkte  auf  eine 
gegebene  Ebene  nur  eine  Senkrechte  fällen  lässt,  so  ist 
durch  Punkt  und  Ebene  auch  die  Projection  des  Punktes 
vollständig  bestimmt.  Diesen  Satz  darf  man  aber  nicht 
umkehren;  wenn  nämlich  in  einer  Ebene  ein  Punkt  P'  ge- 
geben ist,  welcher  die  Projection  eines  im  Räume  liegen- 
den Punktes  P  sein  soll,  so  kann  der  letztere  willkührlich 
auf  der  durch  P'  gehenden  Normale  der  Ebene  gewählt 
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werden;  P*  stellt  daher  die  gemeinschaftliclie  Projection 
einer  unendUdbeA  Meoge  yod  Punkten  dar^  welche  sämmt- 
lieh  auf  der  genaomteii  Normale  liegen.  Die  Besürnnrang 
eiaei  INinktee  P  im  Raanie  durch  Mne  ProjeeUon  erfbri 
dert  daher  entweder  die  Kenntnfes  von  and  der  Lftnge 
P*Pf  oder,  was  gewöhnlicher  ist;  die  Kenntniss  von  zwei 
seiner  Projectionen  auf  zwei  verschiedene  Ebenen.  Dies 
geschieht  auf  folgende  Weise. 

Man  denkt  eich  swei  sa  einander  soDkreohie  £heneii| 
die  horiaontale  und  die  yerticale  Projeciiont- 
ebene,  der^  Durchschnitt  die  Ornndlinie  beissen  mag, 
und  prujicirt  den  Punkt  P  im  Kaume  auf  boido  Ebenen; 
seine  Projection  auf  die  erste  Ebene  wird  die  Horizon- 
talprojectioA  von  P  genannt  und  mit  P'  bezeichnet; 
die  Projection  anf  die  aweite  Ebene  heistt  teine  Verti« 
oa^lprojection  P"^  Dicio  beiden  Projectionen  bestim- 
men die  Lage  dee  Punk-  pjg  ^39^ 
tes  P  im  Kaume;  durch 
P'  und  P"  kann  nämlich 
eine  anr  Grundlinie  Ofi^ 
eenkrechte  Ebene  gelegt 
werden,  und  wenn  M 
ihren  Durchschnitt  mit 
Ofö,  bezeichnet,  so  er- 
scheint P  als  Ecke  eines 
Rechtecks  P\¥P"P,  dessen  Seiten  die  bekannten  Entfer? 
nnngen  P'M  und  P''M  sind. 

Um  nun  dieser  räumlichen  Figur  eine  Oonstruetion  in 
der  Ebene  substituiren  zu  kttnn^,  den-       ^Us-  i^O. 
ken  wir  uns  beide  Projeotionsebenen  so 
weit  um  die  Grundlinie  gedreht;  bis  sie   M".  


HL 


in  eine  Ebene  ausammenfaUen,  und  neh-  | 
men  letatere  sur  Ebene  der  Zeichnung«  j 
Zieht  man,  wie  es  allgemein  üblich  ist,  ^ 
die  Grundlinie  horizontal,  so  repräaen- 

tirt  der  unterhalb  der  Gnindlinie  liegende 
Theil  der  Zeichnungsebene  die  horizon- 
tale, der  oberhalb  befindliche  die  verticale  Projectionsebene. 
Die  Gerade  P'P"^  d.  h.  die  Verbindungslinie  der  Projec- 
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tionen,  Hebt  jedevMit'  senkre-clii  mr  Onndtiiiia,  ab« 

vertical  und  schneidet  dieselbe  in  einem  Punkte  M  dflf 
Arty  dass  MP'  die  Entfernung  des  Punktes  von  der  Verti- 
ciUebexiey  und  MP"  tmjüA  Entienumg  von  der  JELorkoutal- 
elmie  angiebt. 

Die  yoIlstä.iidigkeit  erfordert  ttbrigens,  das»  man  sich 
die  beiden  Projeotioneebenen  in  ibrer  fifanzen  nnendlielimi 

Ausdelnning  (nicht  halbbc^ränzt  durch  die  Grundlinie) 
vorstelle;  man  hat  daher  an  der  Horizontalebene  eine  vor- 
dere und  hintere  Seite,  ebenso  an  der  Verticaiebene  eine 
obere  md  «ntere  H&lfte  an  «nterscheldeii;  aufolge  der  um 
die  Grundlinie  Tergenonmienen  Brebting  fllBt  dann  die 
Vorderseite  der  Horisontalebene  mit  der  unteren  HaHte 
der  Verticalebene^  und  in  gleicher  Weise  der  obere  Theil 
der  Verticalebene  mit  der  Hinterseite  der  Horizontalebene 
znsammen.  Denigemäss  muss  man  sich  die  Ebene  der 
Zeichnung  als  eine  auB  der  Aufeinanderlagerang  aweier 
Ebenen  entstandene  Doppelebene  Yorstellen,  doob  ist  hier« 
bei  eine  Verweebs^lung  nicht  au  f^reblen,  well  die  vorhin 
angegebene  Bezeichnungsweise  der  Punkte  bei  consequenter 
Durchführung  immer  sicher  entscheidet,  zu  welcher  der 
beiden  aufeinander  liegenden  Ebenen  jeder  Punkt  gehört« 
Findet  man  2.  B.  einen  ftber  der  Grundlinie  liegenden 
Punkt  mit  nur  einm  Accent  yeraehen,  so  erkennt  man 
augenblicklich,  dass  derselbe  nicht  als  Verticalprojection, 
sondern  als  die  auf  die  hintere  Seite  der  Horizontalebene 
gefallene  Horizontalprojection  eines  Punktes  im  Jäaume 
anzusehen  ist* 

Man  kommt  häufig  in  den  FaU|  noch  eine  dritte  Pro- 
jection  des  Punktes  P  in  die  Zeichnung  aufnehmen  an 

müssen.  Der  dritten  Projectionsebene  giebt  man  dann  eine 
zu  den  schon  vorhandenen  Ebenen  senkrechte  Lag-e,  nennt 
sie  die  seitliche  Verticalebene  und  bezeichnet  die 
auf  sie  fallende  Projection  von  P  mit  P"\  Um  sie  gleich- 
falls in  der  Ebene  der  Zeichnung  anbringen  au  können^ 
denkt  man  sich  die  seitliche  Verticalebene  um  ihren  Durch- 
schnitt mit  der  ersten  Verticalebene  gedreht^  bis  sie  mit 
letzterer  in  eine  Ebene  zusammenfallt,  und  stellt  sie  dann 
neben  die  Zeichnung  der  Verticalebene»  Da  die  Jb^rojec- 
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tionen  P*  und  P'*  die  Lage  des  Punktes  P  im  Ptaume  schon 
bestimmen;  so  nmss  sich  P'"  aus  P'  und  P"  ableiten  las- 
sen; in  der  That  ist  P  die  Ecke  eines  rechtwinkligen  Pa- 
rallelepipcdesy  dessen  Kanten  die  Entfernung  des  P  von 
den  drei  Projectionsebe* 
Ben  darstellen,  kennt  man 
also  den  Punkt  N,  in  wel- 
chem die  seitliche  Vcr- 
ticalebene  die  Grundiinic 
schneidet,  so  sind  PP'" 
^]»M,  PP''=IiM',  PP' 
^NM"  jent  Kanten  und* 
*^^NMP'M'y  NMP  'M", 
NM'P"'M"  die  in  die  Projectionsebenen  fallenden  Seiten- 
flächen des  Paraileiepipedes,  welche  bei  den  erwähnten 
Dsrehungen*  der  Projectionsebenen  ihre  Grössen  nicht  ändern 
liUd  daher  unmittelbar  construirt  werden  können.  Das  Ver- 
ftifaren  ist:  durch  den  Punkt  in  welchem  die  seitliche 
Verticalebene  die  schon  vorhandene  Verticalebcne  schnei- 
det, zieht  man  eine  verticale  Gerade  Fig.  140. 
(den  Durchschnitt  der  beiden  Vertical- 
ebenen),  ferner  P'M' //P" M" //MN^  nimmt 

s=3  SM'  (damit  beim  Zusammenlegen  | 
der  Ecke  an  N  der  Punkt  Mt  wieder  j 
mit  ;)/'  zusammenfalle)  und  construirt 
das  Rechteck  NM,P"'M"  aus  den  Seiten  • 
NM,  =  MP'  und  NM  '^  MP'\   Eben  so 
leicht  würde  es  sein,  aus  irgend  zwei 
«zideren  der  Projectionen  i>',       i>"'  die  dritte  Prqjection 
herzuleiten. 

Wenn  ein  ganzes  System  von  Punkten,  z.  B.  ein  Kör- 
per, auf  drei  unter  einander  senkrechte  Ebenen  projicirt 
wird,  so  entstehen  drei  verschiedene  Ansichten  desselben; 
in  der  Praxis  führen  diese  häu£g  etwas  andere  Hamen, 
ohne  sonst  irgend  davon  verschieden  zu  sein;  die  Horizon* 
talprojection  faeisst  gewöhnlich  Grundriss  oder  Vogel- 
ansicht, die  Verticalprojection  Aufriss  oder  Frontal- 
ansicht und  die  seitliche  Verticalprojection  Profil  oder 
Seitenansicht. 

15» 
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§.  61. 

I 

Die  Projdctionen  und  Spuren  der  Oeraden. 

Lässt  man  von  allen  Punkten  einer  Geraden  Senk- 
rechte auf  eine  £bene  herab^  fio  liegen  alle  jene  Perpen- 
dikel in  einer  Ebene,  der  sogenannten  projicirenden  £bene ; 
ibr  Dnrchscbnitt  mit  der  gegebenen  Ebene  itt  die  Pi  ojcc- 
tion  der  gegebenen  Geraden^  und  zwar  wiederum  eine  Ge- 
rade. Dieser  Bemerkung  zufolge  sind  die  Projectionen 
einer  Geraden,  weiche  zwei  durch  ihre  Projectionen  be- 
stimmte Punkte  P  and  0  verbindet;  sehr  leicht  zu  finden; 


Fig.  139. 


die  Verbindnngsliniei^iß'' 
der  Horisentalprojeetton 

jener  Punkte  ist  die  Ho- 
rizontal pro]  ection  der  Ge- 
raden PQ  im  Kaume,  oben- 
Q  80  die  Verticalpro- 
^  jection  Yoni'p.  Sindum^ 
gekehrt  die  beiden  Pro- 
jectionen einer  Geraden 
gegeben,  so  ist  auch  diese  selbst  völlig  bestimmt,  weil  es 
alle  ihre  einzelnen  Punkte,  wie  z,  B,  P,  Q , , .  sind. 

Die  vorige  Bestimmung  der  Geraden  durch  zwei  Punkte 
führt  von  selbst  auf  die  Aufgabe,  ;,die  Entfernung 
zweier  durch  ihre  Projectionen  gegebenen  Punkte 
zu  construiren".  Die  Lösung  derselben  ergiebt  sich 
durch  Betrachtung  einer  der  Ebenen,  welche  die  Gerade 
projiciren.  Die  Ebene  z.  B.,  wodurch  PQ  auf  die  Vertical- 
ebene  projicirt  wird  enthält  das  Viereck  POO^'P  ',  in  wel- 
chem zwei  rechte  Winkel  (LP''Q"Q  und  L  Q"P"'P)  und  die 

drei  bekannten  Seiten  P"jP 
=  MP'  und  0''0==NQ'  vorkom- 
men^ das  also  leicht  zu  construi- 
ren  ist.  Am  bequemsten  ge- 
schiebt diess  dadurch,  dass  man 
sichtlas  Viereck  PQff^P'  um  P'ff' 
gedreht  denkt,  bis  seine  E^ne 
mit  der  Verticalebene  zusammen- 
fällt; die  Construction  in  einer 
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Ebene  erfordert  dann  nichts  w^iter^  als  die  Geraden  P"P 
=MP'  und  Q"0=NQ'  senkrecht  auf  P^'Q"  zu  errichten, 
wo  nun  PQ  die  gesuchte  Entfernung  in  Ihrer  wahren  Grösse 

ist.  Ebenso  kann  ni:in  sich  das  Viereck  PQQ'P'  um  P' Q' 
gedreht  denken,  bis  seine  Ebene  mit  der  Horizontalebene 
sasammenfUllt,  und  dann  besteht  die  Construction  dariUi 
dass  man  auf  P'Q'  in  P*  und  Q'  Senkrechte  errichtet,  deren 
erste  =3  MP^j  deren  «weite  =  NQ*'  ist,  und  die  Endpunkte 

*  dieser  Perpendikel  durch  eine  Gerade  verijindet. 

•  Bei  hinreichender  Verlängerung  schneidet  die  Gerade 
P0  im  Allgemeinen  beide  Projectioneebenen;  die  entstehen« 
den  Durchschnittspunkte  heissen  die  Spuren  (Tracen) 
der  Geraden,  und  amar  ihre  Horizontal-  oder  Verticalspur, 
je  nachdem  der  Durchschnitt  die  horizontale  oder  verticale 
Projectionsebene  betraf.  Man  kann  auch  sagen,  die  Ho- 
rizontalspur  einer  Geraden  ist  derjenige  ihrer  Punkte, 
dessen  Entfernung  von  der  Horiaon- 
talebene  =  0  ist^  die  Yerticalspur  der 
Punkt  der  Geraden ,  dessen  Abstand 
von  der  Verticalebene  =:=  0  ist,  und 
es  Terdient  diese  Aiiscbrucksweise  dess- 
wegen  Beachtm^,  weil  sie  unmittel- 
bar zur  Construction  der  Spuren  führt. 
IHlr  irgend  einen  Fünkt  P  der  Geraden  giebt  nämlich  MP' 
seine  Entfernung  von  der  Horizontalebene  und  MP'  seinen 

^Abstand  von  der  Verticalebene  an,  und  es  muös  folglich 
för  die  HorizonlAlspur  MP"  s=  0,  für  die  Verücalspur  MP' 
äsO  sein.  Demgemäss  findet  man  die  Horizontalspnr  A  der 
Geraden  PQ  dadurch,  dass  man  P^'Q'^  bis  zum  Durch- 
schnitte Ä'  mit  der  Grundlinie  verlängert  und  durch 
eine  Verticale  bis  zum  Durchschnitte  A  mit  P'Q'  zieht;  auf 
gleiche  Weise  gelangt  man  zur  Yerticalspur  wenn  man 
P^Q'  bis  zum  Dorchschnitte  B'  mit  der  Grandlinie  verlängert 
und  in  jP'  dne  Senkrechte  errichtet,  welche  P"Q"'  in  B  schnei- 
det. Umgekehrt  können  aus  den  Spuren  einer  Geraden 
auch  deren  Projectionen  abgeleitet  werden,  was  um  so  we- 
niger einer  weiteren  Auseinandersetzung  bedarf,  als  diese 
Aufgabe  nur  ein  specieller  Fall  des  allgemeinerer  Proble- 
mes  der  Bestimmung  einer  Geraden  durch  zwei  Punkte  ist 
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'  ;  An  daa  Obige  knäpft  sich  die  Frage  nach  der  Lage 
der  Geraden  gegen  die  beiden  Projectionaebeneni  d«  h. 
nach  der  Conatniction  ihrer  Keigungs winke  1  gegen 
diese  Ebenen.    Nun  ist  aber  der  Neigungswinkel  einer 

Geraden  gegen  irgend  eine  Ebene  einerlei  mit  dem  Win- 
kel, weichen  die  Gerade  mit  ihrer  Projection  auf  diese 
71g.  143.  Ebene  eiuschliesst,  mithin  der  Win- 

kel BAB'  zwischen  der  ^teraden  AB 
nnd  ihrer  HorisonUlprcyection  ABl 
der  Neigungswinkel  von  AB  gegen 
die  Horizontalcbene,  auf  gleiche 
Weise  LADA"  der  Neigungswinkel 
von  AB  gegen  die  Vei-ticalebene. 
Denkt  man  sich  das  rechtwinklige  Dreieck  BAM'  durch 
Drehung  um  AB'  in  die  Hori^ntalebene  umgelegt,  so  b^ 
steht  die  Construction  sehr  einfach  darin,  dass  man  B'C 
=  B  B  .senkrecht  auf  AB'  errichtet  und  AC  zieht,  wo  nun 
LB'AC  der  Neigungswinkel  gegen  die  Horizontaiebeue  ist; 
auf  ähnliche  Weise  würde  map  den  Neigungswinkel  gegen 
die  Verticalebene  erhalten,  wenn  man  A['B  =  A''A  f^vikr 
recht  auf  A"B  stellen  und  BD  ziehen  wollte*  ^ 
\  Die  bisher  laligemein  gehaltenen  Betrachtungen  erleiden 
einige  Modificatioiien,  wenn  die  Gerade  Aß  eine  specielle 
Lage  annimmt;  ist  sie  z.  B.  senkrecht  zur  Horizontalebene, 
60  degenerirt  ihre  Horizontalprojection  zu  einem  blossejjfi 
Funkte,  welcher  zugleich  ihre  Horizontalspur  ist;  ihre  Ver- 
ticalpi  uj  ection  steht  senkrecht  auf  der  Grundlinie  und  geht, 
hinreichend  verlängert,  durch  die  Horizontalspur ;  die  Ver- 
ticalßpiir  fällt  ins  Unendliche.  Ganz  ähnlich  sind  die  Er- 
scheiniuigen,  wenn  die  Gerade  senkrecht  zur  Verticalr 
ebene,  oder  wenn  sie  normal  zur  seitlichen  Verticalebene, 
d.  h.  parallel  zur  Grundlinie  ist  Liegt  femer  die  Gerade 
parallel  zur  Horizontalebene,  ohne  normal  zu  einer  der 
Verticalebenen  zu  sein,  so  ist  ihre  Verticalprojection  pa- 
rallel zur  Grundlinie  und  ihre  Horizontalprojection  schliesst 
mit  der  Grundlinie  denselben  Winkel,  wie  die  Gerade 
selber  ein;  Aehnliches  erfolgt ,  wenn  die  Gerade  parallel 
.zur  Verticalebene  liegt;  in  beiden  FäUei^  rückt  eine,  der 
Spuren  ins  Unendliche  hinaus.  ;AuGh  bei  derjenigen  Lagp 
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der  Geraden,  wo  beide  Spuren  in  endlichen  Entfernungen 
liegen,  wie  wir  ea  im  Allgemeiaen  voraussetzton,  sind  hin- 
«ichtiich  der  Liiigen  der  Spuren  mAticb^^rlei  Fälle  möglich; 
00  können  0.  B.  beide  Innren  unter  odei*'  beide  über  die 

Grundlinie  fallen,  wie  man  ohne  Mühe  findet,  wenn  man 
beide  Projectionen  der  Geraden  alle  möglichen  Lagen  ge- 
die  GruodUdie  anaehmen  lässt. 

§.62.  •  .  ■         ■  ■     '  •• 

ZweiG-erade. 

Bei  zwei  Geraden  bedarf  es  zunächst  der  Unterschei- 
duugi  ob  dieselben  parallel  tdnd  oder  nichti  ui^d:  im  letate^ 
rm,  Hauptfalle  der  weiteren  Distinotioui  ob  sje  einen  oder 
keinen  Punkt  gemein  haben« 

T.  Parallele  Gerade.  Projicirt  man  zwei  parallele 
Qerade  auf  irgend  eine  Ebene,  »o  sind  aus  nahe  liegenden 
Gründen  die  projieirenden  Ebenen  gleichfalls  parallel  und 
mithin  eind  ee  auoh  ihre.Durehschnitte  mit  der  ProjeetioMr 
ebene,  d.  h.  die  Projectionen  der  beiden  Geraden.  Auf  die 
Horizontal-  und  Verticalprojectionen  der  beiden  Geraden 
angewendet  giebt  dies  den  Satz,  dass  die  gleichnamigen 
Projectionen  zweier  Parallelen  wiederum  parallel  laufen. 
Sind  umgekehrt,  die  ^^eichna^i^en  Projectionen  zweier  Ge- 
raden AB  und  CI>  parallel  (A'B'//C'D'  und  A"B"//C"P"), 
Bo  müssen  auch  AB  und  C2j  seiber  parallel  sein,  wie  man 
leicht  findet. 

Hierauf  gründet  sich  eine  einfache  descriptive  Lösung 
der,  Aufgabe:  j^duroh  einen  gegebenen  Punkt  P 
eine  Parallele  su  einer  gegebenen  Geraden  AB 
zu  legen'^  Sind  nämlich  P'  und  P"  die  Projectionen 
des  Punktes,  A'B'  und  A"B"  die  der  Geraden,  so  zieht 
man  durch  P'  eine  Gerade  CD'  H ÄB'  und  durch  P"  eine 
Gerade  CD"  liA"B"\  die  Geraden  CD'  und  C'D'\  sind 
dann  die  Prqjectionen  der  verlangten  Parallelen. 

Die  Entfernung  zweier  parallelen  Geraden  lässt  sich 
gleichfalls  leicht  finden;  die  Spuren  A  und  B  der  ersten 
Geraden  bestimmen  nämlich  mit  den  Spuren  C  und  D  der 
,  »weiten  Geraden  maammen  :ein  Trapez,  dessen  £bene  durch 
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die  beiden  Parallelen  AB  und  CD  be- 
stimmt wird;  die  Höhe  dteses  Trapezes 
ist  die  gesuchte  Entfenumg  der  Paimile- 
len.  In  einer  Ebene  kann  jenes  Trapes 

dadurch  constrnirt  werden^  dass  man  zu- 
nächst die  Spuren  der  Geraden  aufsucht, 
nachher  die  wahren  Längen  der  Geraden 
AB  und  CD  ermittelt  und  zuletat  das.  Trapes  ans  seinen 
yier  Seiten  AB^  CD^  AC,  BB  ansammensetaty  was  weiter 
keine  Schwierigkeit  hat. 

Hieran  knüpft  sich  eine  einfache  Lösung  der  Aufgabe: 
,,die  Entfernung  eines  Punktes  von  einer  Gera- 
den zu  finden man  legt  nämlich  durch  den  gegebenen 
Punkt  eine  Parallele  au  der  gegebenen  Geraden  und  ver- 
flUirt  im  Uebrigen  gana  wie  ▼4Mrhin. 

n.  Zwei  sich  schneidende  Gerade*  Projicirt 
man  zwei  im  Punkte  S  sich  schneidende  Gerade  AB  und 
CD,  80  erscheint  S'  als  Durchschnitt  von  A'B'  und  C'B\ 
ebenso  als  Durchschnitt  von  A"B"  und  C''B"]  ausser- 
dem haben  S'  und  S'\  als  Projectionen  desselben  Punktes^ 
eine  selche  Lage^  dsas  die  Omde  S'S''  senkredit  aar 
Elg,  144.         Gnmdluile  steht  Dieser  Sats  kann 

leicht  umgekehrt  werden ;  liegt  näm- 
lich S',  als  Durchschnitt  von  A'B' 
und  C'B'  betrachtet,  in  einer  Verti- 
caUinie  mit  dem  Durchschnitte  S'' 
Yen  A''B"  nnd  C"B\  so  müssen.sich 
'auch  die  Geraden  AB  und  OB  selber 
in  einem  Punkte  S  schneiden,  deren  Projectionen  S'  und 
5"  sind. 

Dies  vorausgesetzt,  entsteht  die  Frage  nach  dem  Win- 
kel, unter  welchem  sich  die  gegebenen  Geraden  AB  und 
€B  schneiden;  eine  Oonstmction  desselben  ergiebt  sieb 
ans  folgender  Betrachtung.  Die  Verbindungslinie  AC  der 

Horizontalspuren  beider  Geraden  bestimmt  mit  AS  und  CS 
zusammen  ein  Dreieck  ACS,  in  welchem  der  gesuchte  Win- 
kel ASC  vorkommt;  dreht  man  dasselbe  um  AC  herum,  bis 
ea'  in  die  Honzontalebene  fällt,  so  bleiben  die  Pjunkte  A 
tmi  C  fest^  dagegen  beschreibt  die  Spitae  S  einen  Eieisi 
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deMon  Ebene  normal  sm  ACj  und  dessen  Oentrum  derjenige 
Paukt  !«ty  in  welohem  die  Ebene  des  Kreises  dBe  Gerade 

AC  schncidüt.  Dieser  Mittelpunkt  sei  T,  mithin  TS  der 
Halbmesser,  so  ist  TS*  senkrecht  zu  AC ,  und  der  Halb- 
messer TS  bildet  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Drei- 
eeksy  dessen  eine  üLathete  S8\  d«  h«  die  Höhe  von  S  über 
der  Horiisentalebene;  nnd  dessen  andere  Kathete  die  Senk- 
redile  8'T  Von  S'  auf  die  Verbin- 
dangslinie  AC  der  Horizontal  spuren 
ißt.  Die  letztere  Gerade  liegt  in 
der  Horizontalebene  und  kann  da- 
her immlttolbar  eonstmirt  werden^ 
die  Gerade  8S'  hat  man  bei  der 
Zeiehnnng  in  einer  Ebene  zwar  ^  'Xe» 
nicht  selber,  wohl  aber  eine  ihr 
gleiche  Linie ,  nämlich  die  Entfer- 
nung der  Verticalprojection  S"  von 
der  Qrandlinie,  nnd  sp  ist  dann  die 
Oonstnict&on  folgende:  man  be* 
iHimmt  die  HoriEontalspuren  A  und 
C  der  gegebenen  Geraden,  fällt  von 
S'  eine  Senkrechte  iST  auf  deren  '  ^  * 

Verbindungslinie  AC^  nimmt  ferner  auf  der  Verlängerung 
Ton  S'f  die  Strecke  T8  gleioh  der  Hjpotenose  eines  ans 
den  Katheten  MS*'  nnd  8'T  gebildeten  rechtwinkligen  Drei»* 
eckß  und  zieht  die  Geraden  AS^  CS,  welche  den  gesuchten 
Winkel  einschliessen.  —  Statt  der  Horizontalspnren  kann 
man  auch  die  Verticalspuren  J?,  D  benutzen,  indem  man 
sieh  das  Dreieck  BDS  nm  BD  gedreht  d^okt,  bis  es  mit 
der  Verticalebene  snsammenfHÜlt;  die  biema  ndthige  Con* 
stmetion  ist  der  yoiigen  gans  analog  und  wird  daher  kei* 
ner  besonderen  Auseinandersetzung  bedürfen. 

Die  erwähnte  Construction  führt  zur  I.ii&ung  der  Auf- 
gabe: ,;durch  einen  gegebenen  Punkt  P  eine  Ge- 
rade so  BU  »iehen^  dass  sie  eine  gegebene  Ge- 
rade AB  unter  einem  Torgesohriebenen  Winkel 
w  s  oh  n  e  i  d  e  t  Verbindet  man  «inftchst  einen  beliebigen 
Punkt  S  der  Geraden  AB  mit  P  durch  die  Gerade  SP  und 
nennt     D  die  Spuren  derselben,  so  kann  man  wie  yorhin 
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£b«Ae  ätöP  oder  ASO  in  die  boriAOtttal«  (oder  T^rtiodW) 
PtojectioMebene  omlegen,  hier  die  Gerade  PQ  so  meheo, 


Flg. 


mit  JS', 


diX66  L  PQS  =  w  wird  (in  der  Figur 
ist  dieser  Winknl  —90*  genommen) 
und  darauf  die  li^beae  PQ$  in  ilure 
iureprünglkiJie  Ijage  im  Baume 
rfiokbriogen»  Dies  kat  keuie  Sehwie» 
rIgkMt  vermöge  der  Bemerkung, 
dass  jeder  Punkt  der  Ebene  ASC 
sowohl  beim  Umlegen  in  die  Hori- 
oontalebene  als  beim  Zurückdrehen 
euMuKrets  beeohreiH  deaeeii  £bene 
senkreehl  au  A€  kt,  «nd  folglich  u 
d«r  Horisontalprojeetion  sein  Weg 
als  eine  zu  AC  senkrechte  Gerade 
erscheint.  Demgemäss  legt  man 
ßO'  II  SS'  bis  zum  Durcbsohnitte  Q( 
ferner  vom .  0'  eine  Verticaie  aulsleigeii^ 
welche  A^S"  in  Q'*  schneidet,  und  aieht  endlich  dia  Qei> 
raden  P'Q'  und  Diese  sind  die  Projectionen  der 

gesuchten  Geraden,  (>'  und  <p"  die  Projectionen  ihres  Durch- 
schnittes mit  der  gegebenen  Geraden.  Auch  die  wahre 
Länge  der  Linie  PQ  läset  sich  jetzt  nach  §.61  coastmiren» 
£^  msss9Q^  ist  hiermit  die  Aufgabe  gelöst:  ^on  eiotta 
gegebenen  Punkte  anf  eine  gegebene  Gerade  eine  Senkr 
rechte  herabzulassen,  den  Fnsspankt  und  die  Länge  der- 
selben zu  bestimmen.  -  ^ 

IIL  Zwei  sich  nicht  schneidende  Gerade. 
Dem  Vorigen  zufolge  giebt  sich  die  krmsende  Lage  zweier 
Geraden  dadurch  aa  erkennen,  dass  der  Durchschnitt  ihrer 
Yerticalprojectionen  nicht  vertical  ftber  dem  Darchsohnitte 
ihrer  Horizontalprojectionen  liegt.  Obschon  die  Geraden 
in  diesem  Falle  keinen  Punkt  mit  einander  gemein  haben, 
also  auch  unmittelbar  keinen  Winkel  mit  einander  bildezi, 
so  bezeichnet  man  doch  die  Verschiedenheit  ihrer  Lage  d% 
durch,  dass  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  im  Baama 
Parallelen  an  den  Geraden  sieht  und  den  Winkel  swischen 
den  letzteren  als  den  Winkel  ansieht,  unter  welchem  sich 
die  Geraden  kreuzen«   ^suoh  X»  und  XI»  dieses  Para|;rapheii 
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ist  dieaer  Winkel  leicht  ^oden,  und  wird  die  Con- 
«truction  Am  eipfacbeteni  wcmn  man  den  •  willkübrliohen 
Punkt  in  dner  der  gegebenen  Geraden  wäblt.  Was  femer 
die  kürzeste  Entfernung  beider  Geraden  anbelangt;  so  rei- 
chen die  bisherigen  Mittel  zu  ihrer  Construction  nicht  aus; 
ea  bedarf  hierzu  .der  Anwendung  der  Ebene.^ 

Verbindungen  von  mehr  als  zwei  Geraden  ^  z.  B,  -räuili- 
liolie  Polygone;  können., als  fortläufende  Verbindungen  je 
zweier  Geraden  betrachtet  werden  ^  und  es  genügen  daher 
die  über  zwei  Gerade  entwickelten  Lehren  zur  Ausführung 
der  an  räumlichen  Liniensystemen  vorkommenden  Con- 
struetionen« 

r 

9 

§.63. 

Die  Ebene  und  ihre  Punkte. 

Eine  allseitig  begränzte  Ebene  lässt  jiich  in  einer  Zeich- 
ming  dadurch  kenntlich  miacheui  dass  man  sie  als. Fläche 
eKBBB'  Polygons  ansieht  und  die  Peripherie  desselben  pro- 

jicirt,  bei  unbegränzten  Ebenen  veilirrt  aber  dieses  Mittel 
seine  Brauchbarkeit;  man  bestimmt  dann  die  Ebene  durch 
ihre  Spuren,  d.h.  durch  die  Geraden,  in  dex^nsie  dlf 
ProjdctioBsebenien  'Sehneidet.  Hinsichtlieb  der  lag»  diesito 
JSptfren  gegen  die  Grundlinie  sind  drei  Fälle  bu  nntersdiei- 
den,  welche  auf  die  drei  allein  möglichen  Lagen  der  Ebene 
gegen  die  Grundlinie  zurückkommen;  es  Icann  nämlich 
entweder  die  Grundlinie  in  der  Ebene  enthalten  aeuDy  oder 
ihr  parallel  Uegen,  oder  endlich  sie  schneide.  ' 

I.  Wenn  die  Ebene  die  Grundlinie  in  sich  enthält,  so 
fallen  beide  Spuren  der  Ebene  mit  der  Grundlinie  zusam- 
men und  die  Lage  der  Ebene  erscheint  in  der  Zeichnung 
als  unbestimmt  und  ist  es  in  der  That  auch  so  lange,  als 
nicht  der  Winkel  angegeben  wird^  unter  welchem  die  Ebene 
gegen  die  horisontale  oder  verticale  Projectionsebene  ge« 
neigt  ist.  Man  bringt  diesen  Winkel  dadurch  zur  An- 
schauung, drtss  man  den  Durchschnitt  der  Ebene  mit  einer 
seitwärts  aufgestellten  Verticalebene  d.  h.  eine  seitliche  Ver- 
ticalspur  der  Ebene  hinaunimmt  \  in  der  Figur  ist  dieselbe 
durch  OlP^**  besseichüeti  und  der. Winkel ,  welchen  sie  mit 
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der  Grandlinte  bildet,  stellt  den 
Neigungswinkel  der  Eb^e  ge- 
gen die  hoiizoatale  Projections- 
^bene  dar. 

Bezeichnen  ferner  P'y  P^^ 
P*"  die  drei  Projectionen  eioee 
der  Ebene  angehdrigen  Punk- 
tes, so  muss  P'"  auf  der  seit- 
lichen Verticalspur  der  Ebene 
liegen,  weil  diese  als  die  seit- 
liche Verticalprojeetion  der  gan- 
zen Ebene  gelten  kann.  Hieraus  folgt  eine  sehr  einfache 
Construction,  vermittelst  deren  aus  einer  der  drei  Projec- 
tionen  P',  P",  P'"  die  beiden  übrigen  abgeleitet  werden 
können.  Die  Figur  zeigt  die  mehrmalige  Anwendung  die- 
ser Construction  zur  Darstellung  der  Projectiox^n  eines 
auf  der  Ebene  liegenden  Parallelogrammes. 

II.  Wenn  die  Ebene  und  die  Grundlinie  einander 
paxallel  sind|  so  laufen  auch  die  Spuren  der  Ebene  paraildi 
der  Grundlinie;  die  Ebene  ist  in  diesem  Falle  durch  ihre 
Spuren  unzweideutig  bestimmt,  weil  überhaupt  durch  zwei 
parallele  Gerade  nur  eine  Ebene  gelegt  werden  kann.  Um 
die  Neigungswinkel  der  Ebene  gegen  die  Projectionsebenen 
kemien  an  lernen,  oenstnüren  wir  noch  eine  seitliche  Ver- 
üoalspur  der  Ebene;  denken  wir  uns  nftmlich  durch  Ü  eine 
zur  Grundlinie  normale  Ebene  gelegt,  so  ist  ihr  Darcb- 
schnitt  mit  den  Projectionsebenen  eine  verticale  durch  0 
gehende  Gerade  und  ihr  Durchschnitt  mit  der  Ebene  die 
Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  dessen  Katheten 
die  auf  jener  Verticalen  von  der  Horizontal-  und  Verticai» 
spur  gebildeten  Abschnitte  sind.    Die  Construction  -  der 


Fig.  147. 
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seitlichen  Verticalspur  CB^  hat  nach 
dieser  Bemerkung  keine  Schwierigkeit; 
die  Winkel,  weiche  CBi  mit  irgend  einer 
Horizontalen  und  mit  irgend  einer  vor* 
ticalen  Geraden  einsdiliesst,  sind  die 
Keigiingswinkel  der  Ebene  gegen  die 
horizontale  und  verticale  Projections- 
ebene. 
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BesmlmeD  ferner  P',  P'',  P**'  die  Brajeetieaea 
eines  Punkte«  der  Ebene,  so  mnsf  P*^  auf  die  seitliche 

Verticalspur  der  Ebene  zu  liegen  kommen,  weil  diese  als 
die  seitliche  Verticalprojectioa  der  ganzen  Ebene  gelten 
kann;  hieraus  folgt  eine  einfache  Construction ^  vermittelst 
welcher  ans  einer  der  drei  Prqiectionen  P"^  P'"  die 
beiden  übrigen  abgeleitet  werden  können« 

in.  Wenn  endlich  die  Ebene  die  Grundlinie  schnei- 
det, so  bestehen  ihre  Spuren  aus  zwei  Geraden  AB  und 
ÄCj  die  in  irgend  einem  Punkte  A  der  Grundlinie  zusam- 
mentreffen ;  die  Ebene  ist  dann  durch  die  beiden  sich  schnei- 
denden Geraden  AB  und  ÄC  Tollstftndig  besAinmit.  Um 
die  'Neigungswinkel  der  £bene  gegen  die  bcdden  Projecrf 
tionsebenen  zu  finden,  denken  wir 
uns  zunächst  durch  einen  l'unkt  D 
der  Horiaontalspur  AB  eine  zu  AB. 
normale  Ebene  gelegt,  welche  die 
Verticalspur  in  R  und  die  Grund- 
linie in  E*  sehneidet,  wobei  die 
Horizontalprojection  von  E  darstellt. 
Man  kennt  nun  die  Gerade  K' E 
unmittelbar,  die  Gerade  E  D  gleichfalls,  weil  sie  auf  AB 
senkrecht  steht,  folglich  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
BE'E  den  Winkel  bei  welcher  der  iNeigungswinkel  der 
Ebene  gegen  die  HorisBontalebene  ist.  Denkt  man  sich  das 
Dreieck  DE' E  durch  Drehung  um  E' E  in  die  Verticalebene 
umgelegt;  so  hat  man  folgende  Construction  in  einer  Ebene: 
durch  einen  beliebigen  Punkt  D  der  Horizontalspur  AB 
wird  auf  letzterer  eine  Senkrechte  errichtet,  welche  die 
Grundlinie  in  E'  schneidet,  femer  durch  E*  eine  Verticale 
bis  mm  Durchschnitte  E  mit  der  Verticalcpur  AC  gezögen; 


ein  aus  den  Katlicten  E' E  und  E' F 
=  E  D  gebildetes  rechtwinkliges  Drei- 
eck E'FE  enthält  bei  F  den  Neigungs- 
winkel der  Ebene  gegen  die  Horizon- 
talebene» Auf  fthnliche  Weise  lässt 
sich  der  Keigungswinkel  der  Ebene 
gegen  die  Verticalebene  construiren. 
Sind  J^'  und  P^'  die  Projectionen 
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eines  aaf  der  Blwne  AB^  befindlichen  Punktes  so  ist 
dieser  erstens  in  einer  durch  P'  und  P*'  gehenden  Vertical- 
ebene  su  buchen,  demn  Durch8(^.hnitt  mit  der  (irundlinie 


Fig.  150. 


i£4eis6en  möge;  man  kann  sioh 
ferner  durch  JP  eine  horizontal» 
Hilfbebene  gelegt  denken,  welehtf 

die  gegebene  Ebene  ABC  in  einer 
Geraden  PQ  ff  AB  schneidet.  Die 
Horizontalprojection  P'Q'  der  letss- 
teren  liegt  gleidifallB  parallel  zu 
AB^  ausserdem  ist  Q'0  yertical  und 
ffP^  horieontal«  Behtit  man  Ton  allen  entstandenen  Hilfs* 
Hnien  nur  diejenigen  bei,  welche  in  den  beiden  Projec- 
tionsebenen  enthalten  sind,  so  eröfiebt  sich  folgende  Con- 
structiou:  um  aus  der  Horizontalprojection  P'  eines  der 
Ebene  angehörigen  Punktes  dessen  Yertioalprojeetion  am 
finden  y  lege  man  durch  P'  eine  sur  Hori&ontalspnr  AB  pa- 
rallele Gerade^  welche  die  Orendltnie  in  Q'  schneidet,  lasse 


Fig.  151. 


ferner  von  Q'  eine  Senkrechte  bis  zum 
Durchschnitte  0  mit  der  Verticalspnr  AC 
aufsteigen  und  ziehe  durch  Q  eine  Hori- 
zontale, welche  eine  TOn  P'  heraufkom«* 
mende  Vertici^e  in  dem  gesachten  Punkte 
P"  schneidet.  Kehrt  man  die  Reihenfolge 
der  bcscliriebenen  Operationen  um,  so  er- 
hält man  eine  ConBtruetion  zur  Ableitung 
der  Horizontalprojection  P'  aus  der  gege- 
benen Verticalprojection  P'\ 

■  «r 

.  .  §.  64. 
Die  £bene  und  die  Gerade* 

Wir  können  hier  wiederum  drei  Fälle  unterscheiden; 
die  Gerade  liegt  entweder  in  der  Ebene,  oder  parallel  zu 
ihr;  oder  sie  schneidet  dieselbe  in  einem  Funkte. 

L  Wenn  eine  Gerade  {BE!)  in  einer  £rbene  {AB€l)  ^t* 
halten  ist^  so  müssen  die  Spnren  der  Geraden  in  den  gleich* 
namigen  Spuren  der  Ebene  liegen  (B  in  AB  und  E  in  AC)'^ 
hieraus  ergiebt  sich  sofort  ein  Mittel,  um  aus  der  einen 
Projeotion  einer  derartigen  Geraden  die  andere  Frojection 
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herzuleiten.  Bei  gegebener  Uori- 
zontalprojection  bestimmt  man  zu- 
nächst ihre  Durchschnitte  B  mit  der 
Horizontaispur  AB  und  müder 
Chnmdliiiie,  legt  ferner  darch  ß  and 
VertiealeDi  deren  erste  die  Orand- 
Hnie  in  D'%  deren  zweite  die  Ver- 


ticalspur  AC  in  E  sehneidot  ,  und  • 
zieht  dann  die  gesachte  Verticalprojection  D''£,  Nicht 
minder  leicht  ist  es,  ans  der  Veitiealprojeetiefi  JI>"M  die 
HorisontaliHrotieetion       absnleiten.  .    i  /. 

^  9)ie  gegebenen ^Erörternden  iiefem  die  Ldeung^  der 
folo;enden,  die  verschiedenen  Bestimmuiigsweisen  der  Ebene 
betreffenden  Au%aben.  -       f  r.^}, 

m^* 0^  Durch  zwei  sich  eohneidende  oder  paral-* 
lele  Gerade  eine  Ebene  sn  legen*  Bezeiehnen  A 
und  B  die  £^^en  der  elften,  €  nnd  2^  die  der  sireiten 
Geraden^  so  nmss  die  HoriBontaltp«n*  der  geBnohten  Ebenei 
die  Punkte  A  und  6',  ebenso  die  VorticaLspur  die  Punkte 
B  und  7>  in  sich  enthalten;  die  Verbindungslinien  AC  und 
BB^  der  gieicimamigen  Spuren  beider  Qerf^dnn  sind  daher 
die  Sparen  der  Terlangten  Ebene«  Bei  hinreichender  Ver^ 
Iftngerang  müeeen  sich  dieselben  in  einem  Punkte  der  Gnind-^ 
Knie  sebneiden,  was  bei  der  Zeichnang  eine  P^ang  der 
Genauigkeit  giebt. 

'  '  '  &)  Durch  einen  Punkt  und  eine  tierade  eine 
Ebene  zu  legen*  Bezeichnen  wiederum  A  und  B  die 
Sparen  der  gegeben«!  Geraden  i  P'  and  P"  die  Projectie- 
nen  des  gegebenen  Punktes  P,  so  kann  man  diesen  mit 
irgend  einem  Punkte  0  der  Geraden  AB  verbinden  und 
nachher  ganz  wie  vorhin  verfahren.  Am  bequemsten  ist 
es  meistentheils,  den  Punkt  Q  in  unendlicher  Entfernung 
au  wählen;  d.  h.  durch  P  eine  Parallele  zu  AB  zu  legen 
(f •  62^  I.)^  deren  Sparen  C  and  B  keissen  mögen;  die 
raden  AC  and  BB  sind  dann  die  Spuren  der  gesackten 
Ebene  and  mttasen  in  einem  Punkte  der  Grandlinie  zu- 
sammentreffen. 

c)  Durch  drei  gegebene  Punkte  eine  Ebene 
vu  'legen.  Die  gegebenen  Ponkte  mögen  Pf  0,  £,  ihre 
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Projectionen  P",  P",  0\  0%  K      Imm;  Oettidm 

P'O'  und  P''0"  «ind  die  Projectionen  von  PQ,  ebenflo  P^R' 

und  J-"R"  die  von  iVi;  die  Geraden  PQ  und  schneiden 
Bich  in  einem  Punkte  und  daher  sind  nach  a)  die  Ver- 
bindungslinien ihrer  gleichnamigen  Spuren  die  Spuren  der 
yerlangten  Ebene.  Ausser  der  Oontroie,  dass  die  SfHtrea 
der  Ebene  durch  einen  und  d^OMelben  Punkt  der  Qnmd- 
linie  gehen  müssen;  giebt  es  hier  nodi  €ine  zweite;  zieht 
man  nämlich  auch  QJi ,  so  müssen  die  Spuren  dieser  Ge- 
raden in  die  bereitö  construirten  Spuren  der  Ebene  fallen^ 
weil  die  Gerade  QB  von  selbst  in  der  Ebene  Uegi. 
: . .  iL  Wenpi  aw«te^  die  Qtttßie  der  £iMii9  parallel  ist^ 
mwe  eine  Oevade^  welobb  dnrek  einen  beliebigen  Punkt 
der  Ebene  parallel  sn  jener  Oeraden  gelegt  wird ,  gans  in 
der  Ebene  enthalten  sein;  mau  hat  au  diesem  Satze  ein 
leicht  anwendbares  Kennseicben,  um  zu  entscheiden  ^  ob 
eine  durch  ihre  Prqjeoüonen  bestimmte  Gerade  in  einer 
mittelst  ihrer  Sfvam.  g^benen  Ebene  liegt  od^  nieht, 
Zugleieh  knüpft  sieh  hieran  die  LSeong  der  Anfgabe: 

d)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene 
parallel  zwei  sich  nicht  schneidenden  Geraden 
zu  legen.  Zieht  man  durch  den  gegebenen  Funkt  Faral- 
lelen  zu  den  gegebenen  Geraden  (§•  62,  I.),  so  hat  man 
4«ei  sieh  schneidende  Gerade  nnd  kann  jetat  nach  Auf- 
gabe a)  die  Spuren  der  gesuchten  Ebene  constniiren« 

in.  Jede  einer  Ebene  nicht  parallele  Gerade  schnei- 
det dieselbe  in  einem  Punkte  und  es  handelt  bich  zunächst  . 
darum,  den  Durchschnitt  der  Ebene  und  der  Ge- 
raden zu  bestimmen«   Dazu  führt  folgende  Betrachtung, 
r  I  ^  >         I>ie  Gerade  GP  und  ihre  Horison- 

talprojection  ^'i^'  liegen  in  einer 
zur  Horizontalebene  senkrechten 
(der  projicirenden)  Ebene  GPP'G', 
welche  die  gegebene  Ebene  ABC 
in  einer  Geraden  PE  schneidet; 
diese  Dnrchschnittelinie  besitat  die 
awei  Eigenschafleni  dass  ihre  Ho- 
niontalprojection  einerlei  mit  der  Horizontalprojection  von 
^JuM}'».^^^  düsß  ihre  Spuren  in  den  Spuren  der  gegebenen  . 
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fibeiie  Hegen*  Vemöge  dieser  beiden  Bedingungen  lumn 
die  Gerade  DE  leleht  eenitrairt  werden,  ihr  Dnrelisclinitt 

mit  GP  ist  dann  der  Durch  schnitt  von  GP  und  der  gege- 
benen Ebene  ABC*  Dies  giebt  folgendes  Verfahren:  man 
betrachte  die  Horizontalprojection  der  gegebenen  Geraden 
cogleicb  alt  Hori«Mital]irojeotion  E'J>  ^  ^ 
einer  «weiten  in  der  gegebenen  Ebene 
befindlichen  Geraden  und  bestimme  de- 
ren Verticalprojection  D"E'^  der  Durch- 
achnitt  dieser  Geraden  mit  der  Vertical- 

pr€{}eetiOtt  der  gegebenen  Geraden  iit  _^  

die  VeHicalprojeetton  P"  des  gesackten  Ef  \  ]  j J^y^T 
Punktes  y  dessen  Horizontalprojectiofn 
verticai  unter  P"  auf  der  Geraden 
S>E*  liegt.  Statt  von  der  Horizontal- 
projection der  gegebenen  €kraden  kann  man  anch  von 
ibrer  Verticalprojection.  anagehen,  sie  aU  gleichseitige  Ver* 
tiealprojection  einer  in  der  Ebene  Hegenden  Geraden  an- 
sehen und  den  Durchschnitt  dieser  Hilfslinie  und  der  ur- 
sprünglichen Geraden  aufsuchen;  man  erhält  damit  eine 
zweite  Construction ;  die  aber  insofern  keine  neue  iat,  als 
•ie  nnr  auf  eine  Vertaaschnng  der  Frojeetionaebenen  bin- 
anakonmit 

Eine  Anwendung  des  Vorigen  ist  die  Lösung  der  Auf- 
gabe: 

e)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  F  eine  Ge- 
rade in  sieben^  welche  awei  gegebenoi  nicht  in 
einer  Ebene  befindliche  Gerade     and  ^,  »cbnei- 

det.  Kaeh  Aufgabe  h)  kann  man  durch  P  und  eine 
Ebene  E  legen  und  nachher  den  Durchschnitt  Q  von  E  mit 
ff^  aufsuchen;  die  Gerade  PQ  ist  die  gesuchte  Linie. 

Wir  kehren  noch  einmal  anr  Betrachtung  der  Geraden 
und  der  Ebene  zarQok,  um  die  Lage  der  Geraden  ge- 
gen  die  Ebene,  d.  b.  den  Neigungswinkel  zwischen  bei- 
den zu  bestimmen;  wir  untersuchen  dabei  zunäeiiät  den 
wichtigen  speciellen  Fall  der  senkrechten  Lage. 

Wenn  die  Gerade  GP  normal  anr  Ebene  ABC  ist,  so 
Biriit  die  Ebene  GPP'G'  nicht  nnr  auf  der  horiaontalen, 
imidem  aodi  aof  der  Ebene  ABC  senkrecbt,  weil  GPP*Q' 
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^i«  Nmiale       in  liek  eBtttit) 

aus  der  gleichzeitigen  rechtwink- 
lipren  Lag^e  von  GPP'G'  gegen  die 
genannten  Ebenen  ABE  und  ABO 
folgt  weiter,  dass  GPP'G'  auch 
normal  an  dem  Dinchacfamite  M 
der  letsteren  Ebene  iai,  und  da«a 
mithin  und  AB  sich  unter 

einem  rechten  Winkel  schneiden.  Man  drückt  dies  ge- 
woiinlich  in  der  FormdL  aus:  ^^wenn  eine  Gerade  normal 
sn  einer  Ebene  ist,  lo  steht  die  Horizontalprojeetion  der 
Geraden  senkreokt  auf  der  Honaontalapur  dör  Ebme^'^ 
eine  ähnlicke  und  niebt  silndw  emfache  Betra/ektung  zeigt, 
dass  unter  derselben  Voraussetzung  auch  die  Verticalpro- 
jection  der  Geraden  senkrecht  auf  der  Verticalspur  der 
Ebene  steht.  —  Hieran  knüpfen  sieh  die  kreiden  foigendei^ 
Aufgaben. 

/)  Dnrck  einen  gegebenen  Pnnkt  eine  Nor- 
male zn  einer  gegebenen  Ebene  sn  legen*  Sind 

P'  und  P'*  die  Projectionen  des  Punktes ,  AB  nnd  ÄC  die 
Spuren  der  Ebene  so  zieht  man  durch  P'  eine  Senkrechte 
zu  ABy  sowie  durch  P"  eine  Senkrechte  zu  AC\  diese  bei- 
den Perpendikel  sind  die  Projectionen  der  gesuchten  Nor- 
male. Beatimmt  man  den  DnrebaebniU  Q  der  ^rmale  mit 
der  Ebene,  so  ist  0  die  Projection  von  P  anf  die  gegebene 
Ebene;  dieses  Verfahren  Iftast  sich  ffir  beliebig  yiele  ge- 
gebene Punkt  Py  Pif  Pf,,,  wiederholen,  also  überhaupt 
jede  räumliche  Figur  auf  eine  gegebene  Ebene  projiciren. 
Legt  man  endlich  diese  Ebene  durch  Drehung  um  üure 
Horiaontakipttr  in  die  Horiaontalebene  um,  indem  man  auf 
jeden  der  Punkte  P,  P^f  •  •  *  »  ^%  ^ 
gebene  Constniotion  anwendet,  so  erhält  man  jene  Projec- 
tion (>,...  in  ihrer  wahren  Gestalt ;  dies  ist  die  voll- 
ständige descriptive  Lösung  des  Problemes:  aus  zwei  Pro- 
jectionen eines  Raumgebüdes  jede  weitere  Projeetion  dea* 
selben  auf  irgend  eine  andere  Ebene  abauleiten, 

ff)  Durch  einen  gegebenen  Pnnkt  eine  Nor- 
malebene eu  einer  gegebenen  Geraden  zu  legen. 
Durch  die  Horizontalprojeetion  P'  des  gegebenen  Punktes 
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■feilt  man  Tor^rst  eine  Qerada  len^kreelit  rar  Borisontal* 

projection         der  gegebenen  Oeraden  nnd  bestimmt  den 
Punkt  Q',  in  welchem  jenes  Perpendikel  die  Grundlinie 
ichneidet;  femer  errichtet  man  in       eine  Verticaie  and 
schneidet  sie  durch  eine  von  P"  ans-  .    Fif.  154» 
gehende  H6ri2ont»!e,  wodurch  der  Punkt        >P  . 
jp  erhalten  wird.  Legt  man  endlich  dnroh 
Q  ein§  Gemde  CQA  senkrecht  zur  Ver-  y^^^^^Ji 
ticalprojection  6^  "/T  "  der  gegebenen  Gera-  g'x     j \ 
«leii  und  zieht  nachher  von  dem  Punkte       »  {  \ 
Jtfy  in  welchem  GQ  die  Grondlinie  triffl^  ,  :  !:, 
due  Gerad»  AMff^Q'  (also  senkrecht  *\.-]p' '^^^ 
zu  GH'),  80  sind  AU  und  AC  die  Spu-  - 
ren  der  verlangten  Normaiebene.  Einer-  A**' 
seits  erhellt  nämlich  aua  der  Constmction^  dass  der  Pnnkt 
0  auf  der  «atetandenen  Ebene  liegt  (§.  63 )|  andererleite 
lelgt  aut  der  senkrechten  Lage  von  AB  gegen  G'H'  und 
von  AC  gegen  G" H  " ^  dass  die  Ebene  normal  zur  gegebe- 
nen Geraden  ist. 

Nach  diesen  Vorbereitangen  kann  der  Steigungswinkel 
esner  beliebigen  Geraden  gegen  eine  beliebige  Ebene  leicht 
eonetniirt  werden*  Man  Htost  nämlich  von  einem  beliebi- 
gen Punkte  der  Geraden  eine  Senkrechte  auf  die  Ebene 
herab  und  bestimmt  nach  §.  62  den  Winkel  zwischen  der 
ursprün etlichen  Geraden  und  diesen  Perpendikel;  der  ge- 
suchte Neigungswinkel  ist  dann  das  Gomplement  des  so- 
eben bestimmten  Winkds. 

§.65. 

Zwei  Ebenen* 

Der  bisherigen  Betrachtungsweise  entsprechend  unter- 
scheiden wir  die  beiden  Fftlle  der  parallelen  und  der  nicht- 
parallelen  Lrige  zweier  Ebenen. 

I.  Parallel  ebenen.  Da  zwei  parallele  Ebenen  jede 
dritte  Ebene  in  parallelen  Geraden  schneiden  ^  so  folgt 
mgenblicklichy  dass  die  gleichnamigen  Spuren  derartiger 
Bbenen  parallel  laufen ,  wobei  wir  der  yoUstftndigkeit  we- 
gen nicht  nur  die  Horizontal-  und  Vertical-,  sondern  auch 
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die  sdtlielieii  Verticftbirareii  betraehieii.  Ebeiiao  ntoen 
nmgekelirt  swei  Ebenen  purftllel  liegen,  wenn  die  drei 

Paare  der  gleiclmamigen  Spuren  parallel  sind.  Um  dies 
aber  genauer  zu  erörtern ,  haben  wir  die  beiden  Fälle  zu 
unterscheiden;  ob  die  Ebenen  die  Grundlinie  schueidea 
oder  nicht.  Findet  d«8  erste  Btatt^  wobei  die  Spuren  der 
einen  £bene  mit  ABj  ACf  BO  und  die  der  anderen  mit- 
A^B^y  AiCtf  BiCi  beseichnet  werden  mögen ,  to  iÜ  aus 
nahe  liegenden  Gründen  die  letzte  der  Bedingungen 
ABIIA.B,.  ACf/A^(\,  BCf/B,C^  eine  Folge  der  beiden 
ersten  und  man  hat  daher  den  einfacheren  Öats:.  zwei  die 
Grundlinie  schneidende  £benen  sind  parailei,  wenn  sowohl 
ihre  Horizontal als  ihre  Verticalspnren  parallel  laufen. 
Im  zweiten  Falle  sind  die  beiden  Ebenen  aieht  nur  «n* 
Ander,  sondern  auch  der  Grundlinie  parallel;  ihre  Durch- 
schnitte  A  und  mit  letzterer  fallen  ins  Unendliche  und 
die  vier  Geraden  AB,  A^B^^  ACy  A^Ci  sind  sanunt  und 
sonders  Parallelen  zur  Grundlinie.  Von  den  erwähnt« 
drei  Bedingungen  ist  jetzt  die  aweite  eine  Folge  der  ersten^ 
die  dritte  Bedingung  bleibt  selbststftndig,  und  es  muss  da- 
her hcissen:  zwei  der  Grundlinie  parallele  Ebenen  sind 
einander  parallel ^  wenn  es  ihre  seitlichen  Yerticalspureu 
sind. 

Die  Entfernung  aweier  Paralleldbenen  bestimmt  siok 
dadurch,  daas  man  von  einem  beliebigen  Funkte  P  der 
einen  Ebene  ein  Perpendikel  auf  die  andere  herablisst  und 

dessen  Fusspunkt  Q  aufsucht;  die  Gerade  PQ^  deren  wahre 
Länge  nach  §.  61  construirt  wird^  ist  dann  der  gesuchte 
Abstand. 

Die  obigen  Erörterungen  f&hren  snr  Ldsung  der  Auf- 
gabe : 

ä)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene 

paiallel  einer  gegebenen  Ebene  zu  legen.  Be- 
zeit  linen  AB  und  AC  die  Spuren  der  gegebenen  Ebene,  P' 
und  P"  die  Projectionen  des  gegebenen  Panktes^  so  zieht 
man  durch  P'  eine  Gerade  parallel  au  AB  bis  aum  Dardi* 
schnitte  Q'  mit  der  Grundiinie,  femer  durch  Q'  eine  Ver* 
ticale,  welche  eine  von  P*^  ausgehende  Horizontale  in  0 
schneidet;  endlich  durch  Q  eine  Gerade  (\AJICA  und  durch 
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Fig.  155. 


l\ 

1  \ 

j  \ 

\q'\j 

Ai  eine  tweite  Gerade  A^BJf  AB* 
Zufolge  der  Construction  liegt  näm- 
lich P  auf  der  Ebene  A^BxC^  und 
und  ist  letztere  zugleich  parallel 
SU  ABO*  Wenn  die  gegebene  Ebene 
ABC  4er  Grundlinie  parallel  ist,  ao 
erleitet  das  angeführte  Verfahren 
dne  kleine  Modification|  die  mau 
leicht  ünden  wird. 

II.  Nichtparallele  Ebenen.  Der  Durchschnitt 
flweier  nicht  parallelen  Ebenen  ist  eine  Gerade,  von  der 
man  sagen  kann,  das«  sie  in  beiden  Ebenen  sngleieh  liegt, 
deren  Spuren  folglich  sowohl  in  den  Spuren  der  ersten,  als  in 
denen  der  zweiten  Ebene  enthalten  sein  müssen  ;  man  erkennt 
hieraus,  dass  die  Spuren  der  Durchschnittslinie  die  beiden 
Punkte  sind,  in  denen  sich  die  gleichnamigen  Sparen  beider 
Ebenen  schneiden.  Wenn  also  die  Fig.  156. 
H^risontalsporen  AB  nnd  A^B^  zweier 
Ebenen  sich  im  Punkte  Gy  ihre  Ver-  h 
ticalspuren  AC  und  A^C^  im  Punkte 
ü  schneiden,  so  ist  G  die  Horizontal  • 
and  H  die  Verticalspnr  der  Doreh- 
■ehnhtsUnie,  deren  I^ojeotionen  mm- 
Biehr  leicht  sn  conttnuren  sind* 

Um  ferner  die  gegenseitige  Lage, 
d.  h.  den  Neigungswinkel  der  bei- 
den Ebenen  kennen  zu  lernen,  braucht  man  nur  von  einem 
wülk ährlich  im  Baume  gewählten  Punkte  Normalen  aaf 
die  Ebenol  herabsnlassen  und  den  Winkel  swischen  diesen 
Normalen  sa  eonsiniiren;  letsterer  ist  der  gesachte  Kei- 
gungswinkel. 

Besondere  Aufmerksamkeit  verdient  noch  die  senk- 
rechte Lage  zweier  Ebenen,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
eine  Ebene  A^Bfii  auf  einer  anderen  ABC  senkrecht  steht, 
wenn  die  Sparen  A^Bi  nnd  A^Ci,  durch  die  Sparen  irgend 
eines  anf  ABC  errichteten  Perpendikels  hindorchgehen. 
Hieran  knüpien  sich  folgende  Auigaben. 

Durch  eine  gegebene  Gerade   eine  Nor- 
malebene au  einer  gegebenen  £^bene  zu  legen. 
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.  Von  der  gegebenen  Oeniden  ineht  min  «mieiiet  die  Spür 

leii;  wclcLö  D  und  E  heissen  mögen;  ferner  lässt  man  von 
irgend  einem  Punkte  P  der  gegebenen  Geraden  eine  Senk- 
rechte auf  die  gegebene  Ebene  herab  und  bestimmt  die 
Sparen  G  und  H  dieses  Perpendikels.  Die  g^mchte  Ebene 
muBs  nun  die  Geraden  JI^E  nnd  GE  in  sich  eatfaalton,  ihre 
Spuren  sind  folglich  die  Geraden  DG  nnd  EHf  welche  Mk 
bei  gehöriger  Verlängerung  in  einem  Pimkte  der  Qrund> 
linie  schneiden. 

c)  Durch  zwei  gegebene  Punkte  eine  Nor- 
maiebene  so»  einer  gegebenen  Ebene  zu  legezi» 
Verbindet  man  die  geg^enen  Pimkte  dnrch  eine  Gerade»^ 
so  kommt  diese  Aufgabe  rdlüg  auf  dk  Torheigehende  so- 

rück. 

d)  Durch  einen  gegebenen  Punkt  eine  Ebene. 
SU  legen^  welche  einer  gegebenen  Geraden  pa- 
rallel und  senkrecht  an  einer  gegebenen  Ebene 
ist.  Die  Spuren  der  letateren  Ebene  mögegu  AB  nnd  dCf 
die  Spuren  der  Geraden  D  und  Ef  die  Frcjectienen  des 
gegebenen  Punktes  P'  und  P"  heissen;  construirt  man  zu- 
nächst die  Spuren  G  und  H  der  Geraden,  welche  durch 
den  gegebenen  Punkt  parallel  zn  DE  geht  und  ferner  die 
Spuren  /,  K  einer  von  P  auf  ABC  herabgelasseneii  Senkr 
rechten^  so  sind  GJ  und  HK  die  Spwm  einer  Sbeae,  die 
jene  Parallele  und  diese  Hannale  eoAlÜti  alao  den  TOige* 
schriebenen  Bedingungen  genügt. 

e)  Die  kürzeste  Entfernung  zweier  nicht  in 
einer  Ebene  liegenden  Geraden  zu  construiren. 
Die  Spuren  der  ersten  Geraden  nögen  Ä  und  By  die  d^ 
»weiten  O  und  D  heisaen;  legt  man  diureh  irgend  eiiien 
Punkt  von  AB  eine  Parallele  au  €D  und  nennt  ,  ihre 
Spuren ;  so  sind  AC^  und  BD^  die  Spuren  einer  Ebene, 
welche  die  erste  Gerade  in  sich  enthält  und  der  zweiten 
Geraden  parallel  liegt.  Ferner  lässUsich  nach  Aoigabe^) 
eine  Ebene  construiren,  welche  die  Gerade  CD  in  sich  ettt- 
h&lt  und  auf  der  vorhin  erwähnten  Ebene  {ACiBBt)  senk- 
recht steht ;  der  Durchschnitt  dieser  neuen  Ebene  mit  d«r 
Geraden  AB  giebt  den  einen  Endpunkt  der  kürzesten  Ent- 
fernung beider  Geraden  |  der  andere  Endpunkt  ündet  stob 
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dmdaftk,  dnu  naa  in  dem  «rtttn  Paukte  «nf  der  £b«iie 
dOtBDi  eine  Honnale  emcfatet  und  ihren  Dnrcluichnitt  nul 

CD  bestimmt. 


§.66. 

Krumme  Linien  im  Baume. 

Sowie  ein  eina^ner  Pnnkt  dorch  seine  swei  Projeo- 

tionen  bestimmt  wird,  ßo  ist  auch  eine  stetige  Folge  von 
Punkten,  d.  h.  jede  beliebige  gerade  oder  krumme  Linie 
im  Kaume,  durch  ihre  Ewei  ir'rojectionen  bestimmt  j  letztere 
mOssen  daher  geg&ben  eein,  wenn  die  Gurre  als  unmittel- 
bar  bekannt  gelten  seil,  sie  sind  dagegen  aofeasncheni  so« 
bald  die  Linie  durch  irgend  welche  andere  Bedingung^ 
bestimmt  wird. 

Als  Beispiel  für  die  Ableitung  der  Projectionen  einer 
auf  bestimmte  Weise  erzeugten  Curve  möge  die  Schrau- 
benlinie gelten.  Wenn  nämlich  die  Ebene  aweier  sich 
Aohneidenden  Geraden  anf  die  Weise  um  einen  geraden 
Kreiseylinder  h^amgewiekelt  wird,  dass  die  eine  Gerade 
mit  der  Peripherie  der  Cylinderbasis  zusammenfällt,  80  be- 
schreibt die  andere  auf  dem  Cyiindermantei  die  iSciirauben- 
linie.  Um  hiemach  die  Flg.  157, 

Oonstruction  auszu-  ^\ 
ftbretty  denken  wiruns 
den  Cjlinder  in  vertt- 
caler  Stellung,  die  Ho- 
rizontalprojection  der 
auf  dem  Cylinderman- 
tel  liegenden  Schraa- 
bfntinte  ist  dMin  ein  h  ^ 
Kreis,  welcher  au-  ^ 
gleich  die  Basis  des 
Cylinders  darstellt. 
Wenn  ferner  PiAxP  den  Winkel  vorstellt,  dessen  Ebene 
auf  die  Cylinderfläche  anfgeroUt  werden  soll,  und  wenn 
fiMroer  die  bei  dieser  Opmtion  aosanunenfallenden  Punkte 
der  Eb^e-  nnä  der  Flftche  dnreh  gleiche  Buchstaben  be* 
zeichnet  werden^  so  muss  die  Gerade  A^Pi  in  einen  gleich 
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gtouea  Krewbogen  ÄP  ikb«fgtfaen|  desm  Borixoate^^ 
jection  ul'/^'  ihm  wiademm  gleich  ist;  «ouerdeiii  man  die 

Höhe  des  Punktes  P  über  der  Basis         oder  ^'i>'  ror 

und  nach  der  Aufwickelung  dieselbe  sein.  Man  hat  daher 
den  Bogen  A'P'  gleich  der  Strecke  A^Pi  und  die  Höhe  von 
P"  über  der  Gmudlinie  gleich  der  Höhe  PP^  zu  nehmeiu« 
Um  möglichst  genauer  Zeichnni^  willen  rectificirt  man  nsi- 
nftchst  die  ganse  oder,  wie  in  der  Figur,  die  halbe  Basia- 
peripherie,  theilt  sowohl  die  Peripherie  als  die  ihr  gliche 
Gerade  in  eine  beliebige  Anzahl  gleicher  Theile,  zieht  von 
den  entsprechenden  Theilpuukten  P\  Verticalen  und 
nachher  Horizontalen  durch  die  Punkte  in  welchen  die 
von  Pi  aufsteigenden  Verticalen  die  aweite  der  aufauwickeln* 
den  Geraden  schneiden«  In  der  Figur  ist  a.  B«  AxPi^A'P' 
=  f//,^,  =  f  der  halben  Peripherie  Ä*B*\  A"P''C"  ist  die 
Verticalprojectiun  eines  halben  Schraubenumganges,  und 
der  Winkel  BiA^C  befitimmt  die  Steigung  der  Schrauben- 
linie. 

In  dem  speciellen  Falle,  wo  eine  krumme  Linie  auf 
einer  von  den  Pr^ye^onsebeneü  ▼erachiedenea  Ebene  K«^ 
oder,  wie  man  saglt,  einfach  gekrümmt  ist,  braucht' man 

nur  eine  ihrer  Projcctionen  zu  kennen;  aus  dieser  und  den 
Spuren  der  Ebene  kann  nachher  mittehst  des  in  §.  63  er- 
wähnten Verfahrens  die  andere  Projection  abgeleitet  wer- 
den. Will  man  endlich  die  Ounre  in  ihrer  wahr^  Gestali 
vor  sich  sehen,  so  legt  man  ihre  Ebene  durch  Drehung 
(um  die  Horiaontalspur  etwa)  In  eine  der  Projeetionsebe- 
nen  nieder  und  wendet  dabei  auf  jeden  einzelnen  Curven- 
punkt  die  Construction  an,  welche  in  §.  62,  IL  für  die 
Funkte  S  und  P  angegeben  wurde. 

Tangenten  und  Normalebenen  an  Curven  dop 
pelter  Krümmung.  Verbindet  man  zwei  Punkte  P  und  Q 
einer  r&umlichen  Curre  durch  eine  Gerade  (Secante)  und 
projicirt  das  ganze  Gebild,  so  besteht  die  Horizontalpro- 
jection  aus  einer  krummen  Linie  mit  der  Secante  P  Q  ', 
dasselbe  gilt  von  der  Verticalprojection ;  man  kann  nun 
aus  der  Secante  PQ  eine  Tangente  werden  lasseni  wenn 

Jdie  Lage  der  Secante  soweit  lindert^  bis  ihre  beiden 
Suicbscfanitte  mit  der  Curve  au  emem  einaigen  Punkte 
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sufiammengeiallen  sind;  dies  hat  aber  zur  Folge;  d&ss 
ittdi  F'  und  Q'  in  einen  Punkt  überg^en,  elso  die  Se» 
oiBie  Fiy  mr  Tangente  an  der  Horkontaiprojeotion  und 

ebenso  P"Q"  zur  Tangente  an  der  Verticalprojection  wird* 
Hierans  ergiebt  sich  ein  sehr  einfaches  Mittel,  um  an  eine 
durch  ihre  Projectionen  beatimmte  Curve  eine  Tangente  zu 
Mbea;  iit  nftmlich  P  der  g^ebene  Berührungspunkt,  ae 
lagt  man  durch  F  eine  Tangente  an  die  Horiaontatprejee- 
üon  dmr  Linie  und  durch  eine  Tangente  an  die  Verti» 
calprojection  derselben^  die  beiden  Tangenten  an  P'  und 

sind  die  Projectionen  der  an  P  gelegten  Taugente  im 
Räume,  Das  Verfahren  bleibt  dasselbe,  wenn  nicht  der 
Berilhningspunkt  sondern  ein  anderer  Punkt  S  gegeben 
ist,  dureh  welohen  die  Tangente  gehen  soll,  ebenso  in  dem 
Falle,  wo  die  gesuchte  Tangente  einer  gegebenen  Geraden 
parallel  liegen  soll. 

Legt  man  durch  den  Bertibrungsponkt  P  der  Tangeute 
eine  au  letaterer  senkrechte  £bene^  so  heisst  diese  die 
Nermalebene  der  Ourve-  im  Punkte  P\  mittelst  der  AnlV 
gäbe  g)  in  §.  ü4  hat  die  Construction  dieser  Ebene  nicht 
die  mindeste  Schwierigkeit,  sobald  man  nach  dem  Vorigen 
die  Tangente  bestinunt  hat. 


§.67. 

Krumme  Flächen. 

Analog  der  Darstellung  der  £bene  durch  ihre  Spuren 
gilt  es  als  allgemeine  Bsget  für  die  CotistruotiKm  der  Flft^ 
dien^  dass  sie  durch  ihre  Schnitte-  mit  den  Projeetiona* 

ebenen  oder  dazu  parallelen  Ebenen  bestimmt  werden; 
vermöge  der  besonderen  Natur  mancher  Flächen  erleidet 
aber  diese  Begel  nicht  selten  Ausnahmen  und  wir  betrach« 
ten  daher  die  hanptsiehlichsten  GMtangen  der  Fl&ohen 
einaeln. 

Cylindrische  Flächen  entstehen  dadurch,  dass  eine 
bewegliche  Gerade  (die  erzeugende  Linie)  parallel  sich 
selbst  vemhoben  wird,  während  sie  gleichseitig  an  einer 
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festen  Qury%  (d«r  Direcirix)  lungtoilot  Diese  Bewegfung 

ist  leicht  durch  Construction  zu  yerfolgen^  sobald  die  Pro- 
Fig.  158.  jectionen  der  gleitenden  Gc  raden 

if^'"^  '   ■  "^^^f^  einer  ihrer  Lagen  und  die  f re» 

i>  H<*  i^j^^if^  !^  ^'^'^  \  \    jectionen  der  Leitlinie  gegebeil 

\  \jf!-^K^'    ■  i  y  eiadj  in  der  Thet  hat  man 
<^    \   v\  ""^'  '^^^^-^    dnreh  b^iebige  Pnnkte  der  Di» 
I  X^'-^Ji"^^  f>      rectrix  Parallelen  zu  der  gege- 
Mf.-» '   N^Ji-^*         I  ^    benen  Richtung  zu  legen.  In 

 ~-r  —7^7-  der  Figur  z.  B.  sind  P'  und 

im  /^"x      die  Prcrjectionen  eines  beliebigen 

\  ,y  X,      /V^       I^ttklea  der  eliijmenldnni 
«    -^^^       /V^  Tectrix  nnd  P'S\  P"8"  die  Frei 

'^1    \  '         :     jectionen  einer  erzeugenden  Li- 

' '    nie  der  Cyliüderfläehe;  die  gleich- 
namigen  Spuren  aüer  erzeugenr 
tlfett' Geraden  bilden  in  ihrer  stetigen  Aufeinanderfolge  die 
fi^pnren  der  Fiftche;  die  Figur  giebt  n.  B.  die  Vertioalspitr 
des  Pjrttnders* 

Kegelflächen  heissen  alle  Flächen,  welche  eine  be- 
wegliche (gerade  beschreibt,  die  sich  um  einen  festen 
Punkt  dreht  und  gleichzeitig  an  einer  festen  Linie  lün^ 
gleitet*  £ine  Kegelfläche  ist  demnach  bestimmt,  wenn  man 
jenen  festen  Pnnkt  (den  Mittelpnnkt)  und  die  Leitlinie 
(Directrix)  kennt;  descripÜT  werden  der  Mittelpunkt  und 
die  Directrix  durch  ihre  Projectionen  gegeben,  und  es 
lassen  sich  daher  die  Projectionen  beliebig  vieler  erzeugen- 
den Geraden  der  KegeiÜäche  dadurch  construiren,  dass  man 
die  gleichnamigen  Projectionen  des  Mittelpunktes  und  will» 
ktthrlicher  Ftonkte  der  Leitlinie  .Terbindet»  Die  Sporen 
aDer  eneugenden  Geraden  bilden  in  ikrer  stetigen  Auf- 
^anderfolge  die  Spuren  der  Fläche. 

Rotationsflächen  entstehen  dadurch,  dass  sich  ir- 
gend eine  gerade ;  einfach  oder  doppelt  gekrümmte  Linie 
am  ane  feste  Gerade  dreht;  die  erste  Linie  mag  die  er- 
aeHgende  Linie,  die  aweite  die  Achse  heissen*  Denkt 
man  sieb  der  t^nfacbbeit  wegen  die  Adise  in  Tertiealer 
iStelluBgy  öo  ist  ihie  Horizontalprojection  ein  Punkt;  und 
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es  müssen  ausserdem  noch  die  Projectionen  der  rotirenden 
Linie  in  einer  ihrer  Lagen  gegeben  sein,  wenn  überhaupt 
die  Fläche  bestimmt  sein  soll.  Dies  vorausgesetzt,  lassen 
sich  die  Projeetionen  der  bewegUohen  Carve  in  jeder  an- 
deran  Lage  auf  folgende  Weise  cmisimiveii»  '  <d'9'  vini^^iA» 
Horkontal-,  .^''S''  die  V^iScalprojeetion  dttt"  rot^^ 
Linie  AB^  von  welcher  irgend  ein  Punkt  P  heissen  möge, 
C  sei  die  Horizontalprojection  der  vertical  stehenden  Dreh- 
nngsachse;  bei  der  Rotation  um  letztere  beschreibt  jeder 
Fnnkt  ron  AB  einm  Kx&b,  dessen  sEl^eaO  lioiimitaln«id 
dessen  Baditts  gl^b  der  Enliemiii^  des  £nnlEtes^T<i^  der 
DrehungsaolMe  isti -  Bie' BiMizontalprojectioii  dieÜet^M* 
ses  ist  ihm  selber  congrueot,  seine  Verticalprojection  be- 
steht aus  einer  horizontalen  Geraden.  Wenn  demnach  P' 
die  Horlaontalprojection  von  P  bezeichnet  n&d  die  Drebnng 
taa  <mm  gegebom  Winkel  iwtth  ^ig.  isA: '  ' '  ^ 
ge8<dinttend8ty^  se  hat  PV^Inen  Bogen  ^  _  ^  > i^oir 
P'Q '  beschrieben ,  desien  Mittelpunkt 
in  C'  liegt,  und  welcher  zu  dem  Cen- 
triwinkei  P'C'Q'^w  gehört;  Q'  ist 
die  Horizonto^rojection  von  P'  nach 
der  Drehung',  und  die  'sng^Mge  ¥er^ 
Üealprojeetion  bestimntsidialf  Durch« 
schnitt  einer  von  Q'  aufsteigenden  Ver- 
ticalen  mit  einer  von  P"  herübergehen« 
den  Horizontalen. 

Als  elegantes  Beispiel  erwfthneii 
wir  die  Drehung  einer  Geraden  um  eine  andere,  nieht  in 
derselben  Ebene  liegende ;  die  Ocmatruction  bleibt  diesdbe, 
indem  man  Ä*B'  und  A"B"  als  gerade  Linien  nimmt,  wo- 
bei es  die  Schönheit  der  Zeichnung  fördert,  wenn  man 
ÄB'  so  lang  wählt,  dass  ein  von  C  auf  A'B'  herabgelas- 
senes Perpendikel  awisehen  Ä'  und  B'  fällt.  Die  ent* 
stabende  Flftehe  giebt  eine  deutüehe  Yorstelhing  ebner 
solohen  Flftehe,  auf  der  sidi  Gerade  neben  lassen,  die  we«* 
der  parallel  liegen,  wie  bei  den  Cylindem,  noch  in  einen 
Punkt  zusammenlaufen,  wie  bei  den  Kegeln.  Nicht  selten 
bezeichnet  man  derartige  Flächen  als  windschiefe. 
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§.  68. 

DurciiBchaitte  der  i;'iäclien  mit  Ebenen. 

Vermöge  der  aaf  irgend  eine  Weiie  beetimmteii  Eni- 

fitehungsweise  einer  Fläche  sind  immer  gewisse  Schniitö 
derftelben  die  einfacheren;  diese  coDstrairt  man  zuDächst 
nad'  kann  naehher  ans  einer  Eeihenfolge  solcher  specieller 
Schnitte  joden  ansammeBgef  etiteren  Soliniti  berieiten.  Wir 
erörtern  dies  ntther  an  den  «clion  Torhin  genannten  hanpt- 
Bacliliclisten  Gattungen  von  Flachen. 

Cylindrische  und  conische  Flächen.  Der  ein- 
fachste Schnitt  einer  Cylinderfläche  wird  von  einer  zu  den 
£cB0iigangftUnien  paraliaLen  Ebene  gebildet  und  besteht  in 
Allgemeinfln  ans  parallelen  Qeradeo;  in  Ähnlicher  Weise 
wird  der  einfachste  Schnitt  einer  Kegelfläche  von  einer 
durch  den  Kegelmittelpuiikt  {j^ehenden  Ebene  hervori^ebracht 
and  besteht  aus  sich  scimeidenden  Geraden.  Da  man  im 
ersten  Falle  die  BichtOBg  der  geradlinigen  Oorcbsohnitte^ 
im  Bweiten  bereits  einen  Punkt  ron  jeder  Dorohsefanitls- 
geraden  (den  Mittelpunkt)  kennt ^  so  bedarf  es  in  jedem 
Falle  nur  noch  eines  Punktes  der  Durchschnittslinie;  zu 
diesem  gelangt  man  immer  mittelst  der  Spuren  der  Fläche 
nnd  der  Scbnittebene.  Ist  i^ftmlich  s |  die  fiortaontalspiw 
der  Cylinder-  oder  KegeUlftche  und  die  Horis<mtaIspur 
der  sehneidenden  Ebene ,  so  werden  sieh  im  Allgemeinen 

imd  (/i  in  einem  Punkte  schneiden;  dieser  gehört 
beiden  Spuren,  mithin  auch  beiden  Flächen  gemeinschafi* 
lieh  an  und  ist  folglich  die  Horiaontalspnr  des  gmdlinigen 
OorehsohMtkes  der  knunmen  nnd  ebenen  Flftche«  Aof 
gleiche  Weise  ISsst  sich  ans  den  Vertiealspnren  $t  nnd  ff^ 
die  VerticalßjDur  S"  des  Durchschnittes  herleiten;  doch  be- 
darf es  nur  einer  von  beiden  Constructionen,  weil  jede  be- 
reits einen  Punkt  der  Durchschnittslinie  bestimmt.  In  der 
Fignr  s.  B*  sind  AB  nnd  AG  die  Spuren  der  ächnittebene^ 

nnd  die  Prejeotionen  des  Mittelpnnkies  mnw  Eegel- 
flächC;  deren  Verticalspur  von  AC  in  den  Punkten  iS'  .und 
T"  geschnitten  wird.  Da  die  Ebene  so  gelegt  wurde,  dass 
sie  den  Kegelmittelpunkt  in  sich  enthält,  so  besteht  ihr 
Durchschnitt  mit  der  Flüche  in  iwei  Geraden,  deren  Va^ 
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ftieaI(rc^iÖB«ii  D^S"  und  DT 
wuA.  Die  sQgehörifen  Horizon- 

talprojectionen  üuden  sich  da- 
durch, dass  man  S"  und  T"  auf 
die  Grundlinie  nach  S',  T'  pro- 
jieirt  und  J>'S',  D'T  sieht 
Hieraus  Iftsst  eich  noii  der 

Durchächnitt  einer  Cylinder- oder 
Kegelfläche  F  mit  eiuör  beliebi- 
gen Ebene  E  ableiten.  Man  1^ 
Däraltcfa  eine  Hüfeebene  E]  so, 
dam  sie  F  geradlinig  und  8Q-> 
gleich  E  schneidet;  der  erste 
Durchschnitt  heisse  ,  der  zweite  Haben  nun  die  Ge- 
raden /*,  und  einen  Punkt  P  gemein,  so  ist  dieser  zu- 
gleich ein  Punkt  des  Durchsclmittes  von  F  und  E.  Die 
Figur  s.  B.  giebt  die  Gonstruction  des  Dürchsefanittei  eiiieü 
schiefen    Kegele    mit  Fi«.  161. 

kreisförraiger  Horizon- 
takpur  (scbieter  Kreis- 
kegel) und  einer  Ebene ; 
dieProjectionen  des  Ke- 
gelmittelpunktes  heis* 
sen  D'\  D",  die  Spuren 
der  Ebene  EF  und  EG, 
Die  Horizontaispur  EI 
der  dnreh  den  Funkt 
gelegten  Hilfsebene 
schneidet  dio  Horizon- 
talspur des  Kegels  un- 
ter Anderem  in  und 
et  ist  daher  i^'iS'  dieHo- 
riBontalprojection  und 
^"8"  die  entsprechende  Verticalprojection  des  geradUnigen 
Durchschnittes  von  Ke^cl  und  Hilfsebene.  Letztere  schnei- 
det ausserdei^i  die  gegebene  Ebene  in  einer  Geraden,  deren 
Projectionen  sich  auf  die  in  §.65,  II.  angegebene  Weise 
finden^  und  durch  IK'  und  1"K  beaeiohnet  sind.  Endlich 
sehneiden  sich  B'S  und  I£'  in  P',  »owe  D"S"  und  t'K 
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Fig.  lei. 


in  P"x  iiHcli  dem  Vori- 
gen sind  diese  Paukte 
die  Projectionen  einet 
der  Dordifldimttalim^ 
von  Kegel  and  Eben^ 
angehöri^en  Punktes. 
Solclier  Punkte  krhuien 
beliebig   viele  aufg«^ 
Bucht  werden  und  ikci 
'  Yerbindug  liefert  dii 
'^tiProjeetioneii  desDnnfe 
Schnittes.     Will  mai 
letzteren  in  seiner  wah- 
:<  reo  Grösse  darstelien, 
tso  musB  man  die  Schnitt« 
'  ebene  rammt  «Uen  m 
llr  liegendeiei'  Vnnklen  idarob  1^        am  die  HoriBontaH 
spur  EF  umlegen  und  dabei  auf  jeden  Punkt  P  dasselbe 
Vprfalireri  auwjendeu,  wovon  bereits  in  §.62,  II.  Gebraudi 
gemacht  wurde.  ' 

Eiue  andere  Auflösung  derselben  Aufgabe  läset  sich 
ans  der  Bemerkang  herleiten^  dase  alle  parallelea  SefanitU 
einer  Gylinderfläohe  congraente  Figuren  nnd  aUe  Parallel^ 
schnitte  eines  Kegels  ähnliche  Figuren  sind.  Denkt  man 
sich  nämlich  eine  horizontale  Hilfsebene  H  durch  die  Flä- 
chen F  und  £  gelegt,  so  ist  ihr  Durchschnitt  mit  der  er- 
Bieren  eine  der  Horizontalspur  ähnliche  Curre  tf|  und 
ihr  Dorchacbnitl  mit  E  eine  borisontale  Gerade  ^;  «dmei* 
den  aioh  nun  tf,  and  9  in  einem  Punkte,  eo  gehört  dieier 
wiederum  der  Fläche  und  der  Ebene  gleichzeitig  an.  Be* 
quem  ist  diese  Methode  der  horizontalen  Hilfssehnitte  nur 
in  dem  Falle ,  wo  die  Üonstruction  des  Querschnittes  tfi 
wenig  Mfthe  macht,  wie  s.  B«  beim  Kegel  mit  kreisförmiger 
Horiaentalsimr.  Beaeiefanet  bter  G'  den  Mittelpunkt  der 
Baaifl,  eo  ist  jeder  Horiaontalacbnitt  ein  Kreit,  deaaen  Cen« 
trum  auf  €'D  liegt;  die  Projectionen  dieses.  Kreismittelp 
punktes  fallen  daher  auf  C'D'  und  C"iJ'\  der  Radius  des 
Kreises  ist  proportional  dem  Abstände  des  Schnittes  von 
der  Spitae,  alao  leicbt  a«  finden*  In  der  Figur  iat  dutdi 


V 
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Fig.  m. 


einen  beliebigen  Punkt  i/  ' 
auf  C"D"  eine  liorisontale 
€tmde  g^legk,  wekha  die 
Yertiealprojection  A'^D" 
der  Kegelseite  in  N''  und 
die  Verticalspur  der  e:eere- 
benen  Ebene  in  Q"  schnei- 
det; die  Gerade  M"Jli"0" 
•teilt  die  Verticalapnr  und 
zugleich  die  Vertlcalpro* 
jection  der  horizontalen 
HilfBebene  dar,  welche  den 
Kegoi  in  einem  Kreise  und 
die  gegebene  £beiie  üi 
einer  Oermden  aehneideft. 
IHe  y eiüoalprojeetton  des 
Kreismittelpunktes  ist  M"j  und  M"N"  der  Halbmesser ;  deir 
Kreis  selbst  wird  in  der  horizontalen  Projectionsebene 
sichtbar y  wo  sein  Mittelpunkt  M'  vertical  unter  M'  auf 
C'D'  liegt.  Projicirt  man  femer  jp"  auf  die  Grundlinie 
neeh  Q'  und  durch  leteteren  Punkt  eine  Fandieie  wa 
EFi  so  hat  man  die  HoHaontalprojeetion  der  Geraden,  im 
welcher  die  gegebene  Ebene  von  der  Hilfsebene  geschnit- 
ten wird.  Jener  Kreis  und  diese  Parallele  haben  u.  A. 
den  Punkt  P'  gemein  und  dieser  ist  die  Horizontalprojec- 
tion  eines  Punktes  von  dem  entstandenen  Kegelschnitte; 
die  Vertioaiprojeotion  i>''  liegt  Tertical  über  i>'  tsnS  JÜ  ^Q". 
Sehr  bequem  wird  dieses  Verfahren  in  dem  besottders.  ein« 
fachen  Falie^'wo  der  Kegel  ein  gerader  ist  und  die  ge«c 
gebene  Ebene  irgend  eine  zur  verticalen  Projectionsebene 
senkrechte  Lage  hat,  also  £F  senkrecht  zur  Grundlinie  ist; 
man  erhält  dann  eine  directe  dcsoriptiye  Oonstmction  der 
Kiegeisehnitte. 

Umdrehnngsfiftohen*  Die  mftwhsten Sdinitte  der 
Rotationsflächen  entstehen  durch  Ebenen ,  welche  ncraal 
asnr  Drehungsachse  sind;  jeder  solche  Schnitt  ist  ein  Kreis 
(sogenannter  Parailelkreis),  dessen  Mittelpunkt  in  der 
Drehungsachse  liegt.  In  der  Verticalprojection  erscheint 
derselbe  als  horiaontele  Gerade^  in  der  fiorisontalprci(^io» 
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all  Ereii,  wenn  man  der  Drehnngsachse^  wie 

im  vorigen  Paragraphen,  eine  verticale  Stel- 
Inng  giebt.  Die  Construction  beider  Projec- 
tionen  hat  nicht  die  mindeste  Schwierigkeit^ 
Bobald  entweder  ein  Ponkt  das  Scfanitfeaa  oder 
die  Entfenmng  der  echneidenden  Ebene  von 
der  HeriBonfalebene  gegeben  Ist;  in  der  Figur 
stellt  P'Q'  die  Horizontalprojcctioü  und  P"Q'* 
die  VerticalprojectioD  eines  Stückes  Ton  einem 
Parallelkreise  dar. 

£ine  sweita  Hanptgattimg  von  Soknitten 
der  ümdrebnngsfllcben  erteugen  diejenigeii 
Ebenen,  welcbe  die  Drdrangsaehse  in  sich  ent- 
halten; die  entstehenden  Schnitte  heissen  Me- 
r  i  d  ian  e.  Denken  wir  uns  die  Drehungsachse 
wiederum  in  verticaler  Stellung  und  neanen  ihre  Hori* 
lO&talprojeoHon,  so  ist  die  Horizontal^nr  einer  Meridiaai* 
ebene  identtfcb  mit  ihrer  Horizontalprojection  und  besteht 
ans  einer  dvreh  €'  gehenden  Geraden;  letstere  ist  sugleich 
die  Horizont^ilprojection  der  in  der  Meridianebene  liegen- 
den Meridiancurve.  Um  ihre  Verticalprojection  zu  finden, 
denken  wir  uns  die  erseugende  (rotirende)  Linie  der  Fläche 
M  mehreren  Lagen  eonstmirt  und  nennen  A'B'  und  A''B'' 
ihre  Projedieiien  in  einer  Lage*  Sehneidet  nun  A^B'  die 
geradynige  Horiaontalprojection  der  Meridmacnrre  in  einem 
Punkte  P\  80  ist  dieser  Punkt  die  Ilorizontalprojection 
eines  Punktes,  welcher  zugleich  der  Meridianebene  und  der 
eraeugenden  Linie,  mithin  aoch  der  Fläche^  angehört,  d.  h. 
eines  Punktes  der  MeridianoarTe;  die  logehdrige  Vertiealr 
projeeüon  P"  Kegt  Tertieal  ftb^  aof  A"B'\  Doreh 
Wiederholung  dieses  Verfahrens,  indem  man  ^e  Horiiott*' 
talprojection  der  Meridiancurve  durch  eine  Reihe  erzeugen- 
der Linien  AB,  A^B^^  A^B^...  schneidet,  erhält  man  be- 
liebig viele  Funkte  der  Verticalprojection  der  Meridian- 
curve. Anob  Idenm  bietet  die  Fliehe,  welche  durch  üm* 
drehong  einer  Geraden  um  eine  mit  ihr  nicht  in^einer 
Ebene  Hegende  Achse  entsteht,  ein  bemerkenswerthes  Bei- 
spie]; die  ]\Ieridiane  sind  in  diesem  Falle  Hyperbeln^  was 
wir  hier  nicht  näher  aaseiuanderfietzen  können. 
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Auf  ähnliche  Weise,  wie  die  IVleridiane,  lassen  sich  die 
Durchschnitte  der  Umdrehongsfläehen  mit  ganz  beliebigen 
Ebenen  leicht  cfenstmiren*  Man  legt  zu  diesem  Zwecke 
eiae  Reihe  von  Parallelkreisen  durch  die  Fläche;  die  Ebene 
jedes  derartigen  Kreises  schneidet  die  gegebene  Ebene  in 
einer  Geraden,  und  wenn  diese  Gerade  mit  dem  zugehöri- 
gen Farallelkreise  einen  Pankt  gemein  hat^  so  ist  dieser 
auch  ein  Punkt  der  entstandenen  Schnittcnrye.  Die  Con- 
Btmction  besitzt  die  gr5sftte  Aebnlichkeit  mit  der  vorhin 
erwähnten  zweiten  Constructiou  eines  Kegelschnittes,  sie 
ist  nur  insofern  einfacher,  als  die  Punkte  C  und  M'  zu- 
sammenfallen ^  da  alle  Parallelkreise  in  der  Horizontalpro« 
jecüon  als  conoentrische  Kreise  erscheinen«  Hiemach  wird 
weder  die  Oonstmction  selbst,  noch  die  Umlegun^  der 
Schnittebene  einer  weiteren  Auseinandersetzung  bedürfen. 


8.  69. 

Tangentialebenen  und  l^ormalen  an  Flächen. 

Eine  Ebene  E  berührt  eine  Fläche  in  einem  Pnnl^te 
wenn  sie  mit  derselben  nur  den  Punkt  P  gemein  hat; 
hgt  man  durch  P  irgend  eine  Ebene  E^  ^  welche  die  Be- 
rfibrangsebene  in  der  Oeraden  gx  und  die  Fläche  in  der 
Linie  schneidet,  so  haben  und  gleichfalls  nur  den 
Punkt  P  gemein,  und  es  ist  daher  Tangente  an  ;  das- 
selbe gilt  für  die  Durchsclmitte  und  ^s,  welche  eine 
zw^te  Bbene  mit  E  und  F  bildet;  man  hat  dann  zwei 
Ooade  gx  und  g^^  welche  die  Fläche  in  P  berühren  und 
ausserdem  in  der  Tangentialebene  liegen.  Umgekehrt  führt 
diese  Bemerkunc:  zur  Construction  der  bn  iilirenden  Ebene, 
wenn  der  Berührungspunkt  P  gegeben  ist;  man  legt  näm- 
lich durch  P  zwei  beliebige  Ebenen  Ex  und  i?,,  welche  die 
Fläche  F  in  den  Ourven  Sx  schneiden;  construirt  fer- 

ner die  Geraden  ^,  und       welche  jene  Schnitte  in  P  be- 
rühren, und  legt  endlich  durch  g^  und     eine  Ebene,  welche 
die  gesuchte  Tangentialebene  ist.   Es  versteht  sich  übrigens 
von  selbst,  dass  man,  um  die  Constructio^  der  Schnitte 
und  ^  zu  erleichtern^  den  Hilfsebenen  Ex  und  E^  eine  mög- 
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•  lidiit  bequeme  Likge  geben  wir4,  wie  wir  noeh  in  Einid- 
nen  «ndeaten  wollen. 

Bei  einer  Umdrefaangsfläche  ist  es*  am  einfachsten, 
durch  clen  gegobeneu  iierührungßpunkt  einen  Parallelkreis 
und  einen  Meridian  su  legen.    In  der  Figur  z.  B.  bedeutet 
Pig.  164.  C"0"  die  VerticAlprojection  der  ebe- 

f  /       nen  OfurFey  durch  deren  Umdrehm^ 

eine  fiotationsfläche  entstand^  ii^  ! 
^' die  Horisontalprojection  der  Dreh-  *  | 
ungsachee;  P'  und  P"  sind  die  Pro- 
jectionen  des  Berührungspunktes. 
Die  Horizoniiüprojection  des  durch 
den  BertIhrungBpnnkt  gelegten  Pa- 
rallelkreises  ist  der  ans  dem  Mittel- 
pnnkte  C  mit  dem  Radins  €*P' 
coiistruirte  Kreis,  seine  Verticalprojection  die  hoiizouule 
Gerade  P"()";  die  Hoi  izoiitalprojection  des  durch  den  Be- 
rührungspunkt gehenden  Meridianes  ist  der  JElalbmesser 
C'P\  die  Verticalprojection  besteht  in  der  Gnrye  C'P"» 
Legt  man  jetst  an  den  Parallelkreis  eine  Tangente,  so  er- 
scheint diese  in  der  Horissontalprojection  als  Tangente  in 
P*  am  Kreise,  in  der  Verticalprojection  bildet  sie  eine  mit 
P"0"  zusammenfallende  Gerade;  die  Verticalspur  der  ge- 
nannten Tangente  ist  mit  K  bezeichnet^  die  Horizontalspur 
fällt  ins  Unendliche.  Ferner  hat  man  im  Punkte  P  eine 
Tangente  an  den  Meridian  gelegt^  die  Horizontalprojeetioii 
derselben  föUt  mit  C'P'  zusammen,  ihre  V^calprojection 
berührt  die  Verticalprojection  des  Meridianes  iu  P"j  die 
Horizontal  spur  der  Tangente  ist  ff,  ihre  Verticalspur  Z. 
Die  Verbindungslinie  iCL  der  Verticalßpuren  beider  Tan- 
genten giebt  die  Verticalspur  der  gesuchten  Tangential'* 
ebene,  und  wenn  man  den  Durchschnitt  /  von  JCL  und  der 
Grundlinie  mit  B  verbindet,  so  ist  iST/  die  HorisBontalspar 
der  Berührungsebene.  , 

Bei  Cyliniier-  und  Kegelflächen  findet  die  Berührung 
mit  einer  Ebene  nicht  in  einem  Punkte,  sondern  längs  einer 
erzeugenden  Geraden  statt,  man  kennt  daher  gleich  im 
Voraus  eine  in  der  Tangentialebene  liegende  Gerade.  Die 
^Horizontalspur  der  BerQhrungsebene  berührt  femer  die  Ho- 
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risoiitalspnr  der  FlftclbB;  ebenso  die  VertiealBpur  der  Ebene  ■ 
die  Verticalq»iir  der  Flüche  ^  vnd  msn  erhält  hiermit  eine 
aweite  und  dritte  Gerade  der  Tangentialebene.  Dies  giebt 
folgende  Constniction  der  berührenden  Ebene:  man  be- 
iBrtimmt  zunächst  die  Projectionen  der  durch  den  Benih- 
ningspunkt  gehenden  erzeugenden  Geraden,  sowie  deren 
Sp«ren ;  durch  die  Horizontalspnr  der  erzeugenden  Geraden 
legt  man  eine  Tangente  an  die  Horizontalspur  der  Fl&che, 
ebenso  durch  die  Vertiealspur  jener  Geraden  eine  Tan- 
gente an  die  Verticalspur  der  Fläche;  die  erwälmten  Tan- 
genten sind  die  Spuren  der  Tangentialebene.  Bei  der  prac- 
tiseben  Ausfährung  reicht  übrigens  die  Constraction  der 
einen  TangODte  sehon  hin* 

Errichtet  man  im  Berfihmngspunkte  einer  TapUgential- 
ebene  auf  letzterer  eine  Senkrechte,  so  entsteht  die  soge- 
nannte Normale  der  Fläche  in  dem  gegebenen  Punkte; 
die  Projectionen  der  Normalen  ergeben  sich  unmltteibar 
dadurch;  dass  man  von  den  Projectionen  des  gegebenen 
-Punktes  Perpendikel  auf  die  Spuren  der  Tangentialebene 
berablässt« 

Durchschnitte  von  Flächen  mit  Flächen. 

Auf  demselben  Principe,  nach  welchem  die  Durch- 
schnitte Ton  Flächen  mit  beliebig  liegenden  £benen  be- 
stimmt wurden,  beruht  auch  die  Oonstruction  der  Durch- 
schnitte je  zweier  krummen  Flächen ;  schneidet  man  näm- 
lich zwei  Flächen  U  und  V  mittelst  einer  willkührlichen 
Hilfsebene  j?,  so  entstehen  zunächst  zwei  ebene  Uurch- 
schnittscurven  u  und  v,  deren  Projectionen  v\  v" 

heissen  mögen  und  nach  §.  68  construirt  werden  können; 
schneiden  sich  nun  u  und  v  in  einem  Punkte  so  schnei- 
den sich  und  v*  in  i>',  ebenso  u  und  v"  in  P'\  und  es 
liefert  demnach  der  Durchschnitt  von  n  und  v  die  Hori- 
zontalprojection  P'  sowie  der  Durchschnitt  von  u'  und  v" 
die  Verticalprojection  P"  eines  beiden  Flächen  zugleich 
angehörigen  Punktes  Mittelst  einer  Reihe  solcher  Hilfs- 
ebenen E  kann  eine  beliebige  Menge  von  Punkten  der 
Dorchschnittslinie  beider  Flächen  projicirt  werden,  fis 

17* 
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versteht  sich  übrigens- von  selbst,  dass  man  den  Hilfs- 
ebenen immer  solche  Lagen  geben  wird,  dass  die  Cou- 
straction  der  Dordischiiittsciirreii  n  und  p  möf^cbst  «ii* 
facli  aasftUt  und  man  hat  sich  dabei  naeh  der  IndiTÜiiiJ^ 
tät  der  gegebenen  Flüchen  sa  richten.  Die  hanptsldilub- 
sten  Fälle  sind  foljjende. 

Eine  GyünderÜäche  besitzt  insofern  eine  bestinunte 
Kicbtnngy  als  ihre  sämmtlichen  Enseoggnggliniep  ubA 
einer  und  derselben  Richtang  yerlanfen;  ist  nun  von  nni 
Cylinderfliichen  der  DnrchBohnitt  sn  oonstmirsn,  so  legt 
man  die  llilfscbene  parallel  den  lliehtungen  beider  Flächen 
(§.  64  d)  und  hat  dann  den  Vortheil,  dass  die  Hiiisacimitte 
(ii  und  v)  sammt  und  sonders  gerade  T.ini^  sind. 

Ist  die  eine  der  Flächen  cylindrisoh,  die  andere  oo- 
nischy  so  legt  man  die  Hilfsebenen  dnroh  den  MittelpiiBkt 
der  KegelÜiichc  und  zugleich  parallel  der  Itichtung  de» 
Cylinderö  64);  die  DurchÄcknitte  u  und  v  sind  dann 
wiederum  gerade  Linien. 

-Bei  Bwei  KegelflI&chen  l&set  man  die  Hilfaebene  dmdL 
die  Mittelpunkte  der  Flächen  gehen^  tun  wiedentm  lavtv 
geradlinige  Hilfsschnitte  xa  erhalten.   In  der  Figui  z.B. 

Fig.  165. 


ist  A'S'  die  Horizontalspur  der  einen  Kegelfläche,  C  die 
Horizontal*  und        die  Verticalprojection  ihres  Mittel* 
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punktes,  ferner  B" T"  die  Verticalßpur  der  zweiten  Kegel- 
iläche,  D'  die  Horizontal-  und  I)"  die  Verticalprojection 
ihres  Mittelpunktes;  F  und  G  sind  die  Spuren  der  Geradeii| 
weiche  durch  die  ICittelpankte  b^er  Flächen  geht.  Ver- 
bindet man  einen  beliebigen  Punkt  M  der  Gmndlinie  mit 
F  und  so  sind  EF  und  EG  die  Spuren  einer  Ebene, 
weiche  die  Gerade  CD  oder  FGy  mithin  auch  die  Üegel- 
mitteipunkte  C  und  D  in  sich  enthält;  EF  schneidet  A'S' 
in  einem  Punkte  S'  und  es  ist  daher  C'S'  die  Horizontal- 
protection  des  geradlinigen  DiirehscbnitteB  der  Hilfsebene 
mit  der  ersten  Kegelfläche,  woraus  die  Verticalprojection 
C**S"  auf  gewöhnliche  Weise  abgeleitet  ist.  Ebenso  be- 
deutet D"T"  die  Verticalprojection  und  D'T'  die  Horizon- 
talprojection  des  Durchschnittes  der  Hilfsebene  mit  der 
«weiten  Eegelfl&che;  C*S'  und  P'T  schneiden  sich  in  F\ 
in  gleicher  Weise  C"S"  und  B'  T  in  />",  und  es  smd  nun 
P'  und  P"  die  Projectionen  eines  Punktes  von  der  J^urch- 
schuittsiinie  beider  Kogeliiä'chen. 

Wenn  von  den  beiden  sich  schneidenden  Flächen  dlQ 
eine  oder  jede  zur  Classe  der  Botationsflächen  gehört^  so 
wird  man,  wenn  irgend  möglich,  die  Drehungsachse  ver- 
tical  stellen  und  die.  iiiiibebenen  horizoiital  legen.  Pas- 
sende Ii ti spiele  hierzu  liefern  die  Durchschnitte  einer  Kugel 
mit  einem  Oylinder  oder  Kegel  ^  deren  Horizontalspuren 
Kreise  sind« 


§.  71. 

Lagenveränderungen  räumliclicr  Gestalten. 

Der  Uebergang  7on  irgend  einer  Lage  eines  Baum- 
gebüdes  2U  irgend  einer  anderen  Lage  geschieht,  entweder  ^ 

durch  Verschiebung,  oder  durch  Drehung,  oder  durch  mehr- 
fache aufeinanderfolgende  Verschiebungen  und  Dreliungen ; 
jede  solche  Lagen  Veränderung  einer  liaumgestalt  hat  selbst- 
yerst&ndlich  eine  Aenderung  der  Projectionen  sur  Folg'e, 
und  es  kann  daher  die  Aufgabe  gestellt  werden,  aus  den 
zur  ursprunglichen  Lage  gehörenden  Projectionen  die  neuen 
Projectionen  herzuleiten,  welche  einer  späteren,  auf  be- 
stimmte Weise  entstandenen  Lage  entsprechen.  Die  Lösung 
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dieser  Aufgabe  ergiebt  «ich  unmittelbar  ans  der  Unter- 
Buchung  der  Aenderuogen^  weiche  die  rrojectionen  bei 
den  yerscMedenen  Beweguageu  der  Banmgestait  erleiden. 

L  Die  Verse hiebung  eines  rSUunliclten  Oelnldes 
besteht  darin,  dass  alle  Punkte  desselben  gerade  Linien 
beschreiben,  welche  einer  gegebenen  Riciitung  parallel 
sind;  die  Projectionen  des  Gebildes  werden  daher  gleich- 
falls parallel  yerschoben,  jeder  Punkt  P'  der  Horizontal* 
protection  durchlänft  eine  Gerade  g\  jeder  Funkt  P"  der 
Vertioalprojectlon  eine  Gerade  g"j  und  dabei  sind  g  und 
g"  parallel  Jen  Projectionen  der  Gcradon,  längs  weicher 
die  Verschiebung  vor  sich  geht,  und  die  wir  kurz  die  Ver- 
schiebungsachse nennen  wollen.  Ist  nun  die  Lage  dieser 
Achse  und  die  Grösse  der  Verschiebung  gegeben,  so  kennt 
man  die  Strecken  g'  und  ^'  sowohl  der  Richtung  als  der 
Grösse  nach  und  kann  folglich  die  neuen  Projectionen  leicht 
aus  den  ursprLini!;lichen  Projectionen  herleiten. 

II.  Die  Drehung  eines  räumlichen  Gebildes  bietet 
eine  grössere  Mannichfaltigkeit  dar,  wenn  man  von  den 
einfacheren  au  den  complicirtOTen  Fällen  fortschr^tet;  wir 
betrachten  der  Reihe  nach  die  Drehung  um  eine  auf  der 
Verticalebene  senkrechte  Achse,  um  eine  verticale  AchsOi 
eodlich  um  eine  im  Räume  beliebig  liegende  Achse. 

a)  Wenn  sich  ein  Raumgebiid  um  eine  auf  der  Ver- 
ticalebene senkrechte  Achse  dreht^  so  beschreiben  alle 
Punkte  desselben  Kreise  oder  Kreisbögen,  deren  Ebenen 
parallel  zur  Verticalebene  liegen;  in  der  Horizontalprojec- 
tion  erscheint  der  Weg  jedes  Punktes  als  eine  Parallele  zur 
Grundlinie^  die  Verticalprojection  jedes  beschriebenen  Ejreis- 
bogens  ist  ein  ihm  congruenter  Bogen,  dessen  Mittelpunkt 
in  der  Verticalprojection  der  Drehungsadise  liegt.  Die 
Verticalprojection  des  Raumgebildes  dreht  sich  denmach 
ebenso  wie  letzteres  selbst,  diese  Drehung  wird  unmittel- 
bar an  der  Verticalprojection  construirt  und  daraas  die 
Hbrizontalprojection  mittelst  dw  vorigen  Bemerknni^  abge^ 
leitet,  dass  sich  die  Wege  aller  Punkte  in  der  HoruK>ntal- 
projection  als  Parallelou  zur  Grundlinie  darstellen.  In  der 
nächsten  Figur  z.  B.  sind  a  und  b  die  Projectionen  eines 
geraden  Ejreiskegels  mit  Tertical  gestellter  Achse;  man 
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hat  deuselb^jfi  um  eine  durch  den  Mittelpunkt  der  Basis 
senkrecht  zur  Verticalebene  liegende  Gerade  gedreht  und 
hierdureh  die  neoe  Verticalpi:ojection  c  erholten^  aus  der 
die  Gritose  der  vorgenommenen  Drehung  ersichtlich  ist^ 
vobei  aber  C"  seine  Lage  gegen  die  Grundlinie  behalten 
hat,  weil  dieser  Punkt  die  Verticalprojection  der  Drehungs- 
achse darstellt.  Jeder  Punkt  G"  der  ureprungiichen  Ver- 
ticalprojection hat  einen  Kreisbogen  beschrieben,  dessen 
Mittelpunkt  in  C"  liegl^  der  angehdrige  Punkt  G'  der  Ho- 
rizontalprojection  bat  eine  Parallele  ssur  Grundlinie  durch- 
Uliifen I  man  findet  demnach  G'  in  Fig.  d,  wenn  mau  von  G  ' 

Fig.  led. 


in  a  eine  Horizontale  Ii e räbergehen  lässt  und  sie  mittelst 
einer  von  G"  in  c  herabgelassenen  Yerticalen  schneidet. 

h)  Dreht  eich  ein  r&umlichee  Gebild  um  eine  vertieale 
AohsCi  80  beschreiben  alle  seine  Punkte  horizontale  Kreise; 
dieselbe  Bewegung  machen  alle  Punkte  der  Horizontalpro- 
jection,  während  die  Punkte  der  Verticalprojection  hori- 
zontale Gerade  durchlaufen;  die  Sache  verhält  sich  dem- 
nach wie  vorhin,  wenn  man  die  beiden  Projectionsebenen 
gegen  einander  Tertauscht.  Um  dies  an  einem  Beispiele 
SU  erläuterOi  denken  wir  uns  den  yorigen  Kegel  nach  der 
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eratett  Drehung  cum  sweitea  MAle  gedreht,  sw«r  un. 
eine  vertieal  durch  die  Mitte  seiiier  BMis  gehenSe  Achte. 

Die  Ilorizontalprojection  dieser  Drühuu^^saclise  ist  der 
Tuokt  €'  in  Fig.  d\  er  behält  in  der  neuen  (gedrehten) 
iiomontalprojection  e  Bcine  Lage  gegen  die  GruDdlinie,  • 
während  alle  übrigen  Pankte,  wie  s«  B.  €r\  Kreisbögen 
beschrieben  haben  ^  Ycn  denen  €'  der  gemeinschafidiche 
Mittelpunkt  ist.  Jeder  Punkt  G  '  der  Vcrticalprojection  c 
durcliläuft  eine  horizontale  Gerade,  man  findet  daher  G" 
in  der  neuen  Verticaiprojection  f,  wenn  man  von  G'  ia  € 
eine  Verticale  aufsteigen  Iftsst  und  sie  mitteist  einer  von 
G"  in  e  ausgehenden  Horizontalen  durchschneidet« 

Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  verschiedenen  La- 
gen, welche  die  KcgelachBe  CD  nach  einander  erhalt,  führt 
auf  die  Frage,  ob  sich  nicht  jede  beliebige  Lage  einer  Ue- 
raden  durch  zwei  aufeinander  folgende  Drehungen  hervor^ 
bringen  Ifisst-y  wenn  man  die  verticale  Stellung  der  Gera- 
den als  ihre  primitive  Lage  ansieht.  Um  dies  zu  erörtern, 
betrachten  wir  A  J/'  und  A" IJ  '  al»  Trojectioneu  einer  be- 
liebig liegenden  Geraden,  deren  Spuren  Ä'  und  D'*  sein 
mögen;  wir  beschreiben  mit  A'D'  als  Radius  aus  A'  einen 
Kreisbogen I  welcher  eine  durch  A'  gelegte  Horizontale  in 
C'  schneidet,  ziehen  femer  durch  C'  eine  Verticale  bis 
zum  Durchschnitte  C"  mit  einer  durch  D"  gehenden  Hori- 
zontalen, und  beschreiben  endlich  aus  A"  mit  dem  Halb- 
messer A"C"  einen  Kreisbogen,  welcher  eine  in  A"  er- 
richtete Verticale  im  Punkte  B"  schneidet.  Betrachten  wir 

nun  A"B"  und  A'  als  Frojectionen 
einer  verticalen  Geraden  ABj  so  sind 
A'C*  und  A"C"  die  Projcctioneii  der- 
selben nach  ihrer  Drehung  um  eine 
diurch  A  senkrecht  zur  Verticalebene 
gelegte  Achse,  femer  sind  A^D'  und 
A"D'*  ihre  Projectionen  nach  einer 
zweiten  Drehung  um  eine  vertical 
durch  A  gehende  Achse.  Die  ieiztere 
Lage  war  eine  wiiikührlich  angenom- 
mene, die  angegebene  Gonstruction 
bestätigt  daher  einerseits  die  oben 


Fig.  107. 
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ausgesprochene  Vermnthmig  und  Hefert  aadererBeitli  die 

Hötbigen  Drehungswinkel  B"A"0"  und  C'A'D\ 

Führt  man  die  angegebenen  Drehungen  rückwärts  in 
umgekehlter  Ordntwg  aus,  so  kann  man  jede  beltebi|f' 
schief  liegende  Gerade  in  die  verticale  Stellung  zurftek- 
bringen;  dasselbe  gilt  ybn  einer  beliebigen  Ranmgestalt; 
welche  mit  einer  ischief  liegenden  Geraden  fest  verbunden  i:st, 
c)  Wenn  eine  räumliche  Gestalt  um  eine  beliebige 
Achse  im  Baume  gedreht  werden  soll,  so  müssen  vor  - 
Allem  die  Projectionen  der  Drehungsachse  gegeben  sein; 
nach  dem  yorhin  £^ähnten  kann  man  jetzt  die  Drehungs- 
achse sammt  dem  Kaumgebilde  in  die  verticale  Stellung 
zurückversetzen,  in  dieser  Lage  die  verlangte  Drohung 
(nach  b)  ausiuhren  und  endlich  die  ganze  Figur  wieder  in 
die  schiefe  Lage,  bringen^  indem  man  die  beiden  hierzu 
nethigen  Lagen&nderangen  .nach  a  und  h  ausfuhrt. 

Auf  dem  soeben  auseinandergesetzten  Verfahren  beruht 
die  sogenannte  axonometrisclie  Darstellung  räum- 
licher Gestalten«  Denkt  mau  sich  nämlich  drei  gleicii  lange 
rechtwinklig  zu  einander  stehende  gerade  Linien  (z.  B«  zwei 
auf  einander  senkrechte  Halbmesser  der  Basis  des  vorigen 
Kegels  und  die  eben  so  lang  genommene  Höhe  desselben) 
nach  zweimaliger  Drehung  projicirt,  so  bilden  die  Projcc- 
tionen  der  drei  Geraden  gewisse  Winkel  mit  einander  und 
die  Längen  der  Frojectionen  stehen  in  bestimmten  Verhält- 
nissen«  Unter  diesen  Winkeln  und  Lilngenybrhältnisseu 
kann  man  eine  solche  Widil  treffen  ^  dass  die  ProjeoUonen 
eine  anschauliche,  der  wahren  perspectivischen  Darstellung 
sich  nähernde  Form  erhalten  ^  und  wenn  man  die  einmal 
gewählten  Vcrhäitnisse  unverändert  beibehält,  so  ist  es  - 
auch  nicht  schwer,  aus  den  Dimensionen  der  Projectiou 
auf  die  Dimensionen  des  Objectes  surückzuschliessen;  was 
am  besten  auf  dem  Wege  der  Kechnung  geschieht.  So 
entsteht  z.  B.  die  isometrische  i^rojection,  wenn  man 
beiden  Drehungen  die  Grösse  von  45^  giebt,  wodurch  die 
Projectionen  der  drei  zu  einander  senkrechten  Geraden 
gleich  lang  und  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkel 
s=  120®  werden;  man  crhüit  femer  die  monodimetri- 
sche  Projection,  wenn  die  Projectionen  der  Geraden  in 
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den  VarhäKtoissen  1:1:»  stehen ,  wo  man  n s=  4  bis  | 
aeteen  kann;  die  »n isometrische  Pvcgeofeion  endlich  ist 
dwjenigey  bei  weldner  mh  die  Projectionen  der  Geraden 
wie  1  ;  191 :  n  verhalten«   Beim  Krystallzeichnen  nimmt  man 

liäutig  1  :  M  :  ;i  =  1  :  0,9  : 0,5,  die  W'iiikui  zwischen  den  Prö- 
jectionen  ßind  dann  95»  11',  157»  0',  107*^  49'.  Eine  weitere 
Aaifahmag  dieses  Gegenstandes  yerbietet  der  Koiun. 


Die  perspectivibcliü  Projection, 


§.  72. 


Projectionen  von  Gebilden  der  Grundebene. 

Wenn  das  Problem^  die  perspectivische  Projection  eines 
im  Ranme  liegenden  Punktes  zu  constmireni  bestimmt  sein 
soll,  so  niusö  vor  Allem  die  Lui^c  des  Projectionscentrums 
(des  Auges)  g^  gen  die  Projections-  oder  Bildebene  bekannt 
seinj  man  bestimmt  sie  dadurch,  dass  man  sich  die  Bild- 
ebene mit  einer  darauf  senkrechten  Ebene,  der  sogenannten 
Orundebene,  fest  verbunden  denkt  und  die  Entfernungen 
angiebt,  in  welchen  sich  das  Projectionscentrum,  von  bei* 
den  Ebenen  aus  gerechnet,  beündet.    In  der  Figur  z.  B. 


ist  die  Lage  des  Projec- 
tionscentrums  C  durch 
seine  Abstände  CA  Yon 
der  Bildeliene  und  CB 
von  der  Grundebene 
bestimmt;  die  erstere 
Gerade  heisst  die  Dis- 
tanz und  ihr  Fuss* 
punkt  A  der  Augen* 
punkt,  die  aweite  Ge* 
rade  nennt  man  die 
Aug  enhöhe. 
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Wir  betrachten  zuerst  den  speciellen  Fall,  wo  der  per- 
spectmsoh  abzubildende  Punkt  P  in  der  Grandebeiie  Uegt^ 
und  auohea  den  Punkt  P*  zn  bestimmen^  in  weletom  der 
PrcjectiongstrsM  CP  die  Bildebene  Bcbneidet,  so  datw  JP* 

die  verlangte  Projcction  von  P  ist.  Diese  Bestimmung  er- 
sieht sich  am  einfachsten,  wenn  wir  uns  den  Punkt  P  be- 
weglich auf  einer  onendlioh  langen  in  der  Grundebene 
liegend«!  Geraden  yorstellen^  do^en  Dnrohsclinitt  mit  der 
Chriindlinie  IVStdnrch  G  beseichnet  werden  mdge.  Je  grösser 
nämlich  die  Entfernung  GP  wird,  desto  mehr  nimmt  der 
Winkel  ab,  welchen  der  Projectionsstrahl  CP  mit  der  Ge- 
raden GP  bildet,  der  Unterschied  unter  den  Richtungen 
von  CP  und  GP  yerxingert  sich^  und  wenn  endlich  P  ins 
Unendliche  fortgerttokt  ist^  so  hat  der  naeh  dem  nuendlich 
entfernten  Punkte  Q  gezogene  Projectionsstrahl  CQ  gleiche 
Richtung  mit  GQ]  die  Gerade  CQ//GQ  schneidet  nun  die 
Bildebene  in  einem  Punkte  Q'  und  dieser  ist  die  Projection 
des  itnendlich  entfernten  Endpunktes  von  GQ-  I^c  Gera- 
den CA  und  €0%  welche  beide  der  Gnmdebene  paraUei 
liegen,  besy&mien  ehie  zu  letsttoer  parallele  Ebene  CAO\ 
und  diese  schneidet  die  Bildebene  in  der  zur  Grundlinie 
IG  parallelen  Geraden  AQ\  die  man  gewöhnlich  den  Hori- 
zont nennt.  Zufolge  des  vorhin  Gesagten  haben  wir  den 
.Fondamentalsats:  Die  perspectirischen  Projectionett 
aller  unendlich  entfernten  Punkte  der  Grund- 
ebene  liegen  auf  dem  Horizonte. 

Um  hieraus  die  perspectivische  Abbildung  der  unend- 
lich langen  Geraden  GQ  abzuleiten,  bemerken  wir  vorersti 
dass  die  nach  allen  Punkten  von  GQ  gezogenen  Projections« 
strahlen  eine  Ebene,  nftmlich  die  durch  (7  und  ^p*  bestimmte 
Ebene,  eriulicn,  und  dass  deren  Durchschnitt  mit  der  Bild- 
ebene, d.  h.  die  Projection  der  Geraden  GQj  eine  Gerade 
sein  musS;  dass  es  folglich  nur  darauf  ankommt|  zwei 
Punkte  Yon  GQ  perspectiyisoh  an  projiciren  und  die  gefun- 
denen Projectionen  durch  eine  Gerade  zu  verbinden.  Zu 
jenen  zwei  Punkten  wählen  wir  den  Anfangspunkt  G  und 
den  unendlich  entfernten  Endpunkt  0  der  Geraden  G0\ 
der  Anfangspunkt  G  ist  seine  eigene  Pi  ojeetion,  der  un- 
endlich entfernte  Endpunkt  Q  hat  seine  Projection  auf  dem 
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Horizonte  in  Q\  mithin  ist  dio  begränztc  Gerade  GQ'  die 
perspQoUyuche  Abbildung  der  unbegränzten  Geraden  GQ, 
Für  eioMoäere  parallel  »i  GQ  laufende  Gerade  Gi  Q^  würde 
der  Anfangspunkt  0%  der  Frojeotion  ein  anderer^  ihr  End- 
punkt aber  dmelbe  e ein,  weil  der  durch  C  parallel  an  Gi  Qi 
gelegte  Piojectionsstrahl  CQ^  mit  dem  Projectionsstrahle 
GQ  sasaauneDiiiilt^  ist  also  GxQ\  II  GQ ^  so  ist  dagegen  dio 
ProjecUon  Yon  GxQ\  nicht  parallel  zur  Frojection  von  GQ^ 
eie  begegnet  vielmehr  der  leloterem  in  Q\  d.  h.:  Die  per- 
BpectiyiBohe  Projection  eines  Systemes  von  pa- 
l  aiielen  Geraden  i  st  ein  Strahle n b  Uscliel,  dessen 
Spitze  im  Horizonte  liegt.  Der  Punkt  in  welchem 
aioh  die  X^rojectionen  mehrerer  Parallelen  GQy  GiQ^,  G^Q^ 
tt*  s*  w«  vereinigen,  hf^isst  der  Fluchtpunkt,  Acciden- 
taU  oder  Verschwindungspunkt  jenes  Syatemes  von 
Parallelen. 

Unter  den  verschiedenen  Lagen,  welche  die  Gerade  Gij 
gegen  die  Grundlinie  haben  kann,  sind  besonders  drei  her- 
vorauheben.  Wenn  erstens  die  Gerade  parallel  nur  Grund- 
linie liegt  y  so  finden  awischen  der  Grundebene,  der  Bild- 
ebene und  der  projicirenden  Ebene  (durch  C  und  GQ)  zwei 
parallele  Durchschnitte  statt  (Grundlinie  uiid  (jQ)^  es  folgt 
dliraus,  dass  der  noch  übrige  Durchschnitt  (die  ProjecUon 
von  GQ)  dieselbe  £Uchtnng  besitzt;  mit  anderen  Wortai: 
Die  Projectionen  von  Parallelen  xur  Grundlinie 
sind  der  Grundlinie  gleichfalls  parallel.  Schein- 
bar ist  dicber  batü  cme  xiuiuaUmu  der  vorigen  allgemeinen 
Hegel,  ordnet  sich  ihr  aber  durch  die  Bemerkung  unter, 
dass  ein  Strahienbüschel  in  ein  System  von  Parallelen  über- 
geht, sobald  seine  Spitae  {Q')  ins  Unendliche  fortrückt. 

Steht  aweitens  die  Gerade  GQ  senkrecht  auf  der  Grund- 
liüiü  FG ,  so  ist  dies  auch  mit  dem  Prujoctionsstralile  CQ' 
der  Fallj  derselbe  wird  dann  einerlei  mit  der  Senkrechten 
CA  und  mithin  fällt  Q'  i^^it  A  zusammen,  d.  h,:  Die  per* 
spectivischen  Abbildungen  aller  Senkrechten 
auf  der  Grundlinie  vereinigen  sich  im  Augen- 
punkte. 

Ist  drittens  der  Winkel  zwischen  FG  und  GQ  ein  hal- 
ber rechter, .  so  kommt  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke 
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ACQ*  derselbe  Winkel  vor,  das  genannte  Dreieek  ist  daher 
gleichschenkll g  -  rechtwinklig ,  nämlich  AQ'  e=  AÖ*  Der  luer- 
mit  bestimmte  Punkt  {f*^  weiclm  vom  Augenpunkte  um 
die  Distanz  entfernt  auf  dem  Horisonte  liegt,  heiett  der 
Distanzpunkt;  mittelst  dieser  Benennung  kann  man  das 
erhaltene  Resultat  in  den  Satz  zusammenfassen:  Die  per- 
spectivischen  Abbildungen  aller  unter  einem 
kalben  rechten  Winkel  gegen  die  G-rnndiinie 
geneigtem  Geraden  ipereinigen  «ioh  im  Distan«« 
punkte. 

Mittelst  der  Bemerkung,  dass  jeder  Punkt  der  Grund- 
ebene als  Durchschnitt  zweier  Geraden  gelten  kann,  deren 
eine. unter  einem  ganzen  und  deren  andere  unter  einem 
halben  rechten  Winkel  gegen  die  Grundlinie  geneigt  ist^ 
lässt  sieb  aus  dem  Yorigen  ^  sebr  ein&cbes  Verfahren 
zur  Projection  eines  beliebigen  Punktes  der  Grundebene 
herleiten.  Wir  denken  uns  zunächst  die  Grundebene  um 
die  Grundlinie  gedreht,  bis  sie  mit  der  Bildebene  zusam« 
men^Uti  und  nehmen  diese  Ebene  zur  Ebene  der  Zeioh- 
nung;  in  ihr  liegt  oberhalb  der  borizontalen  Grundlinie  FG 
der  Horizont  mit  dem  Fig.  109. 

Augenpunkt  A  und  dem     jg  A      X  9 

 --_-y_  - 


Distanzpunkte  2>,  unter-  i      y'  ^ 

balb  der  Grundlinie  die  ^\   «//  -^^^^^ 

Grundebene,  worin  P  ^^ji^^ 

der  gegebene  und  zu  ^'   , 

projicirende  Punkt  sein    ^  ^^^\^\  j"^  /j^  * 

möge.   Lassen  wir  von  ' 

i>  auf  FQ  eine  Senk- 

rechte  herab,    deren  ^ 

Fusspunkt  L  hcisse,  so  ist  LA  die  perspectivische  Projec- 
tion der  unendlich  lang  gedachten  Geraden  LV\  nehmen 
wit  ferner  LM—LP^  so  ist  MD  die  Abbildung  der  unend- 
lich lai^  gedachten  Geraden  MP^  welche  mit  der  Ghmnd- 
linie  einen  halben  rechten  Winkel  einschliesst ;  der  Durch- 
schnitt von  LA  und  MD  muss  um  die  gesuchte  Projection 
des  Durchschnittes  von  LP  und  MP^  d.  h.  des  Punktes  P 
sein.  Selbstverständlich  kann  man  die  Distanz  auch  naclt 
der  entgegengesetzten  Seite  nach  AE  auflrageni  wenn  man 
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«nta^raeheiid  den  ^LP  sa  nehmendeii  Ahtduattt  auf  die 

Mrlgegengesetate  Seite  naeb  LN  legt;  dkee  Bemofirong  ist 

namentlich  in  (fen  P'ällen  nicht  übcrfliissig,  wo  auf  der 
einen  Seite  rier  Zeichnung  der  Kaum  heschränkter  als  auf 
der  anderen  ist. 

Mittelst  der  Migi^beneii  Constniotieiii  bat  ee  keine 
Sekwierigkeity  jede»  beliebige  Syitem  Ton  Pmiktett  der 
Grandebene,  d«  b.  jede  in  let^rer  gegebene  Figur  ^  pei*- 
spectivisch  abzubilden^  indem  man  das  erwähnte  Verfaliren 
auf  alle  einzelnen  Punkte  der  Figur  anwendet. 


§.  73. 


.  .  Die  Projectioaen  rftamlipiiex  Q;ei^i|lj4«^^>t4,i 

Wenn  es  darauf  ankommt ^  die  Projection  eines  über 
oder  imter  der  Grundebene  liegenden  Punktes  P  zai  finden, 
80  kann  man  sich  durch  diesen  Punkt  eine  Hilf s ebene  pa- 
rallel rar  Onmdebeiie  gelegt  denken  tuid  «^'Aufgabe  da- 
diifcb  aiif  die  Yorige  surftekfübreni  4a«r  liai  d^/^HMfe 
ebene  alt  neue  OnmdeboM  aneidbt«  Letztere  sohneidet  die 

Bildebene  in*  der  zu  FG  paral- 
lelen neuen  Grundlinie  F^G^j 
deren  Abstand  von  FG  gleich 
der  Entfernung  des  Punktes  P 
yon  der  ursprünglioben  Ghnind- 
ebene  ist.    IKese  Entfernung 

bestimmt  sich  durch  die  Lage 
des  Punktes  und  wird  in  der 
Zeichnung  auf  die  Weise  an> 
gegeben,  dass  man  die  Grund* 
r  ebene  und  Bildebene  zngleich 
als  borisontale  und  vertieale 
.  Ebene  für  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen  von  P  benutzt  5  ist  nämlich  P'  die  Horizontal-, 
P"  die  V«rticalprojection  des  Punktes  P  und  M  der  Punkt, 
in  welchem  die  aniängiidie  Grundlinie  FG  von  der  Ebene 
P'PP"  geschnitten  wird,  se  ist  P^M  gleich  der  Entfemnng 
des  Punktes  P  Ten  der  Gnmdebene  nnd  es  findet  sieb  jetst 
die  perspectiv ische  Projection  von  P  auf  dieselbe  Weise, 
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wie  früher  die  perspectivische  Projection  von  P\  indem 
man  die  neue  Grnndlinie  durch  P"  lrg:t.  Die  Construction 
selbst  wird  aus  der  nächsten  Fignr  hinreichend  erhellen. 

Nicht  überflüBsig  ist  die  Bemerkung ,  dass  die  perspeo* 
tivische  Projection  einer  vertiealen  Geraden,  wie  z.  ß.  PT, 
wiederum  vertical  stehen  muss  (weii  sie  der  Durchschnitt 
Bweier  vertiealen  Ebenen  ist),  und  dass  folglich  die  per* 
apectivisehe  Projection  von  JP  veriical  über  oder  unter  der 
perspectivischen  Projeetioii  von  P'  iiegen  mns«.  DiOfler 
Bemerkung  zufolge  kann  man  sich  die  Construction  der 
neuen  Grin  1(1  liiu'e  ^1 6^,  ersparen;  r,  Txg»  UUu.'  i  i» 

man  bestimmt  nämlich  zunächst   

die  perspectiTisehe  Abbildung  p'       :  \  ^^^^^/>  i 
Yon  der  Horiaontalprojection  J^— y'^"  !^;"^^ 
des  Punktes  jP,  legt  dnrch  p  eine  :  ' '        ^^^"^ '  * 
Verticale  und  schneidet  diese  mit- 


telst  der  Geraden  P"Af  welche       v  ^ 

nach  dem  Angenpunkte  ^«jt  ge-       ^  .  .  L"?r!l^  ,1  .  v 
zogen  ist. 

Hieraus  folgt  von  selbst  ein  i;^anz  allgemeines  Ver- 
fahren zur  perspectivischen  Darstellung  eines  beliebigen 
PunktesystemeSy  d.  b.  irgend  mner  -Raumgestalt  in  irgend 
einer  Lage ;  man-  entwickelt  nämlich  vorerst  (nöthigenialls 
unter  Znziehnng  von  §.71)  die  beiden  orthogonalen  Pro- 
jectionen  des  gegebenen  Objectes,  die  zur  Abkürzung  Grund- 
riss  und  Aufriss  heissen  mögen,  man  construirt  forner  nach 
§.  72  die  perspectivische  Abbildung  des  Grundrisses  und 
trägt  die  dem  Aufrisse  entnommenen  Höhen  auf  die  näm- 
liche Weise  perspeetivisoh  ein,  wie  es  vorhin  mit  der  Höhe 
P'P  =  MP"  geschah. 

Man  besitzt  nunmehr  auch  die  Mittel,  um  alle  in  Cap.  X. 
entwickelten  descriptiven  Auflösungen  geometrischer  Auf- 
gaben perspeetivisoh  damustellen;  wählt  man  nämlich  die 
Ebene  der  HiwhBOntalprcjection  nnr  Gmndebene  und  die 
Ebene  der  Vertioalprojection  zur  Bildebene^  so  kann  man 
aus  den  Projectionen  P'  nnd  P"  jedes  Punktes  die  per- 
spectivische Abbildung  p  ganz  wie  vorhin  ableiten.  £s  ist 
dies  eine  sehr  zu  empfehlende  Uebung. 
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§,  74. 

Wiihi  der  Distans;  Modifioationen  det 
allgemeinen  Verfahrens. 

Zufolge  ihrer  Entstehungsweise  ist  jede  perspectivische 
Projection  nur  für  einen  bettimmlen  Standpunkt  des  Be* 
sohanere  richtig  und  darf  daher^  wenn  eie  nicht  ale  biosie 
geonetrisehe  Figur ,  sondern  als  eigentiiches  Bild  gelten 
soll;  auch  nur  Ton  dieser  beetimmten  Stelle  ans  betrachtet 
werden.  Dieser  Ort  des  Auges  bestimmt  bieh  tiadurch, 
daas  man  auf  der  Bildebene  im  Augenpunkte  eine  Kormale 
errichtet  und  deren  Länge  gleich  der  Distana  nimmt.  Hier« 
bei  entsteht  von  selbst  die  Frage,  ob  es  auch  md^ch  n&n 
wird,  von  dem  so  bestimmten  Standpunkte  ans  das  Bfld 
deutlich  und  ohne  Zwang  zu  übersehen;  obschon  diese 
Frage  bereits  in  das  Gebiet  der  i'hysik  ii  in  übergreift,  so 
bedarf  sie  doch  hier  der  Erledigung,  weil  jeder  Zeichner 
wünschen  mnss,  dass  sdne  Darsteliongen  mit  einem  Blicke 
dentlich  Übersehen  werden  können. 

Nach  sicheren  Erfahrungen  wird  der  Raum,  welchen 
ein  gesundes  Auge  ohne  Mühe  zu  überblicken  vermag,  von 
einer  Kegelfläehe  begränzt^  deren  Seite  mit  der  Achse 
{CJ)  einen  Winkel  von  ungefähr  26®  bildet;  die  auf  der 
Augenachse  senkrechte  Bildebene  schneidet  jene  Kegel- 
fläehe in  einem  Kreise,  dem  sogenannten  Oesichtsk reise, 
und  es  findet  «wischen  der  Distana  und  dem  Halbmesser 
AB  des  Gesichtskreises  die  Beziehung 

=  Um  ÄCB = Um  26»  «  0,4877  • . , 

statt;  runden  wir  den  Decimalbruch  zu  0,5  ab,  so  folgt  AB 
y-^  1^2,         SS  4  ^(7  oder  AC=ss2AB  und  hiemach 

bestimmt  sich  entweder  der  Gesichts* 

t  kreis  aus  der  Distanz  oder  diese  aus 

jenem.    Gewöhnlicher  ist  der  zweite 

 lll>s^|.  Fall,  weil  man  sich  in  der  Regel  von 

^^-^"""^^  vornherein  für  eine  bestimmte  Grösse 
der  Zeichnung  entschieden,  ebenso 
einen  bestimmte  Augenpunkt  festge- 
stellt hat  und  folglich  nur  noch  die 
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Distanz  so  zu  bestimmen  ist,  dass  das  ganze  Bild  deutlich 
und  ohne  Zwang  übersehen  werden  kann.  Wäre  nun  z.  B. 
das  Eechteck  FQHJ  die  Begränzung  des  Bildes  und  A  der 
Augenpankti  so  muss  das  genannte  Rechteck  als  ein 
'fheil  des  Gesichtskreises  angesehen  werden  und  man  fin- 
det letzteren,  wenn  man  ans  A  mit  dem  Abstände  des  A 
von  der  entferntesten  Ecke  des  Rechtecks,  also  in  der 


FSg.  178. 


Figur  mit  AJ  einen 
Kreis  beschreibt;  die 
Distans  Ali  beträgt 
jetzt  das  Doppelte  von 

AJ, 

Wenn  man  den  Dis- 
tanzpnnkt  auf  die  an- 
gegebene Weise  be- 
stimmt, so  ist  man  zwar 

bichür,  Darstellungen 
von  malerischer  Wir- 
kung zu  erhalten,  man 
hat  aber  bei  der  Oon- 
straction  mit  dem  Ifts- 

tigen  Uebelstande  zu  kämpfen,  dass  der  Distanzpunkt 
irinner  etwas  enttCint  liegt  und  häuficr  über  die  Gränzen 
der  Zeichnung  hinausfallen  wird«  Dies  erfordert  einige  Mo- 
diiicationen  des  Verfahrens,  wonach  der  Grundriss  eines 
Körpers  perspectiyisch  projicirt  wird;  fttr  das  Eintragen 
der  Höhen  ist  nach  der  zweiten  yorhfn  erwähnten  Methode 
der  Distanzpunkt  nicht  nothwendig,  also  auch  in  dieser  Be- 
ziehung nichts  zu  ändern. 


d)  Legen  wir  durch 
die  perspectivische  Pro- 
jection   /**  eines  der 

Grund  ebene  angehöri- 
gen  Punktes/^ eine  will- 
kührliche  Gerade,  wel- 
che den  Horizont  zwi- 
schen A  nnd  B  m  K 
und  die  Grundlinie  zwi- 
schen L  und  M  va  S 

Sc  U I  0  m  i  1  c h  .  Geoiu«trie.  if* 


Fig.  m. 
A 


\ 
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schneidet  I  so  entstehen  swei  fthnliche  Dreiecke  P'SL  uaä 
P'X^A]  ferner  sind  die  Dreiecke  P^ML  und  P'DA  fthnlichy 

und  aus  beiden  BeraerkuDgen  zusammen  folgt 

AI^  :  AD  =.Z5  :  LM=LS  :  LP. 
Wenn  demnach  AK  ein  bestimmter  aliquoter  Theil  von 
AD  ist,  so  macht  LS  einen  eben  solchen  sliqnoten  Theil 
von  LM^LP  anS|  d.  h.  man  findet  den  Pnnkt  P'  auch 

dadnrchy  dass  man  £S=^  LP,  entsprechend  AK=^  AD 

nimmt,  wo  m  eine  beliebige  Zahl  bedeutet,  und  SK  statt 
MD  sieht*  Sehr  gewöhnlich  ist  es,  m  =  2  zu  nehmen, 
d.  b.  mit  halber  Distanz  zu  zeichnen.  Obschon  dieses  Ver* 

fahren  bei  nur  wenigen  Punkten  mit  Vortheil  benutzt  wer- 
den kann,  so  wird  es  doch  sehr  zeitraubend,  wenn  eine 
grosse  Menge  von  Punkten  projicirt  werden  soll;  man  thut 
dann  besser,  den  Gebrauch  des  Distanzpnnktes  ganz  aaf- 
zugeben  und  sich  der  folgenden  Methode  zu  bedienen« 

b)  Nach  der  vorhin  erwähnten  Bestimmung  des  Di- 
stanzpnnktes ist  ADi  =  ADt  =  AJ  ^Aß\  über  FG  als 
Grundlinie  construiren  wir  das  Quadrat  FGKL,  ziehen 
nach  dem  Augenpunkte  ^  die  Geraden  FA,  GA  und  durch* 
schneiden  sie  in  ßC'  and  L'  mittelst  zweier  Geraden,  welche 
von  />!  und  nach  dem  Mittelpunkte  E  der  Grundlinie 
FG  gezogen  sind.  D;i  GE=kGF,  d.  h.  GE^iGK  und 
gleichzeitig  ADi  =  \AD  ist,  so  muss  K  die  perspectivische 
Projection  von  K  und  überhaupt  das  Trapez  FGK'L'  die 
Abbildung  des » Quadrates  FGKL  sein.  Zieht  man  noch 
die  Gerade  PK\  so  ist  diese  die  perspective  Abbildung 
von  FK,  und  es  würde  bei  hinreichender  Verlängerung 
FK'  durch  den  Distanzpunkt  D  gehen,  welcher  aber  nicht 
Fig.  175.  weiter  in  Frage  kommt.  Aus 

^  ^      dieser  einen  Distanzlinie  FE*, 

[  die  dnrch  Anwendung  der  halben 
Distanz  (wie  in  a)  erhalten  wurde, 
lässt  sich  jede  andere  Distanz- 


\^  ^  linie  herleiten.  Um  dies  nach- 
1 


zaweisen,  legen  wir  durch  die 
perspectivische  Projection  F^&nm 
Punktes  P  der  Grundebene  eine 
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« 

horizontale  Gerade  bis  zum  Durcbschnitte  Q'  mit  der  be- 
kannten Distanzlinie  FD  und  ziehen  AQ'  bis  zum  Durch- 
schnitte B  mit  der  Grundlinie  FG*  Die  Gerade  P'Q'  ist 
die  perspectivische  Projection  einer  Geraden  PO//FGf  eben- 
so Q*  die  Projection  des  Punktes  Q,  welcher  einerseits  auf 
jener  Parallelen  PQ,  andererseits  auf  der  Geraden  FQ  11  gt, 
die  mit  FG  einen  halben  rechten  Winkel  einschliesst ;  end- 
lich ist  AQ  U  die  Projection  eiri'  r  in  B  senkrecht  auf  der 
Grundlinie  stehender  Geraden  BQ.  In  dem  gleichschenk- 
lig rechtwinkligen  Dreiecke  FBQ  hat  man  aber  Fit  =s  BQ, 
ferner  BQ »  LP,  und  es  ergiebt  sich  daraus  folgende  Con* 
struction:  man  föile  wie  früher  von  P  die  Senkrechte  PL 
auf  die  Grundlinie  und  ziehe  LA^  nehme  dagegen  FB==LPf 
durchschneide  die  Distanzlinie  FD  mittelst  der  Geraden 
MA  in  Q'  und  lege  durch  Q'  eine  Horizontale,  weiche  auf 
LA  die  gesuchte  Projection  P*  von  P  bestimmt.  Dieses 
Verfahren  ist  von'  sehr  bequemer  Anwendung^  sobald  man 
sich  auf  die  yorhin  erwähnte  Weise  eine  Distanzlinie  FI> 
Yer&chaÜt  hat. 


I 


Binck  TOii  B.     Tenbner  in  Diesden. 
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